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ЗАСТОСУВАННЯ LINE-SPRING MODEL ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ОБОЛОНКИ 
ДОВІЛЬНОЇ КРИВИНИ З ВНУТРІШНЬОЮ ТРІЩИНОЮ 
 

Íàâåäåíî ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ³çîòðîïíî¿ îáîëîíêè äî-
â³ëüíî¿ êðèâèíè ç âíóòð³øíüîþ òð³ùèíîþ. Äîñë³äæåíî âïëèâ ð³çíèõ ãåîìåò-
ðè÷íèõ ïàðàìåòð³â (ãëèáèíè é äîâæèíè òð³ùèíè, êðèâèíè îáîëîíêè) íà êî-
åô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó öåíòðàëüí³é òî÷ö³ âíóòð³øíüî¿ òð³-
ùèíè â îáîëîíö³. 

 
Ìîäåëþâàííþ ³ äîñë³äæåííþ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ïëàñòèí 

³ îáîëîíîê ç âíóòð³øí³ìè òð³ùèíàìè ïðèñâÿ÷åíî íåçíà÷íó ê³ëüê³ñòü ðîá³ò. 
Öå çóìîâëåíî ñêëàäí³ñòþ çàäà÷³ òà â³äñóòí³ñòþ ïðîñòèõ ³, âîäíî÷àñ, äîñèòü 
òî÷íèõ ìåòîä³â ¿¿ ðîçâ’ÿçàííÿ. 

Ìåòîäîì îá’ºìíèõ ñèë áóëè îòðèìàí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ äëÿ 
âíóòð³øíüî¿ åë³ïòè÷íî¿ òð³ùèíè â íåñê³í÷åíí³é ïëàñòèí³, ùî çíàõîäèòüñÿ 
ï³ä ä³ºþ ðîçòÿãóâàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ [5, 8]. Ó ðîáîòàõ [1, 2] âèêîðèñòàíî 
àíàëîã cδ -ìîäåë³ äëÿ ðîçðàõóíêó ïëàñòè÷íèõ çîí íàâêîëî âíóòð³øíüî¿ òð³-
ùèíè â ïðóæíî-ïëàñòè÷í³é îáîëîíö³. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â, J. C. Newman, I. S. Raju [7] òàêîæ äîñë³äèëè êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâ-
íîñò³ äëÿ âíóòð³øíüî¿ òð³ùèíè â ñê³í÷åííîìó ò³ë³ . 

Ñïî÷àòêó line-spring model (ìîäåëü ë³í³éíèõ ïðóæèí) áóëà çàïðîïîíî-
âàíà äëÿ ïðóæíî¿ ïëàñòèíè ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ [4]. Ï³çí³øå F. Erdo-
gan ³ éîãî ó÷í³ ïîøèðèëè ìîäåëü ë³í³éíèõ ïðóæèí íà äîñë³äæåííÿ ïëàñòè-
íè ç ñèìåòðè÷íîþ âíóòð³øíüîþ òð³ùèíîþ [4]. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàºìî ³çîòðîïíó îáîëîíêó äîâ³ëüíî¿ êðè-
âèíè òîâùèíè h  ç âíóòð³øíüîþ òð³ùèíîþ äîâæèíè 2  óçäîâæ îñ³ Ox . Îñ³ 
êîîðäèíàò îð³ºíòîâàí³ âçäîâæ ë³í³é ãîëîâíèõ êðèâèí ñåðåäèííî¿ ïî-
âåðõí³ îáîëîíêè. Îáîëîíêà çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ íàâàíòàæåííÿ, ñèìåòðè÷-
íîãî â³äíîñíî ë³í³¿ òð³ùèíè.  

Ìîäåëü ë³í³éíèõ ïðóæèí áàçóºòüñÿ íà òîìó, ùî íàïðóæåííÿ, ÿê³ âèíè-
êàþòü â ïðîøàðêó ñóö³ëüíîãî ìàòåð³àëó íàâêîëî ôðîíòó âíóòð³øíüî¿ òð³-
ùèíè â îáîëîíö³ ÷è ïëàñòèí³ ï³ä ä³ºþ ðîçòÿãóâàëüíîãî çóñèëëÿ ³ çãèíàëü-
íîãî ìîìåíòó, âðàõîâóþòü, ââîäÿ÷è íåâ³äîì³ çóñèëëÿ T  ³ ìîìåíò M . П³ñëÿ 
ââåäåííÿ T  ³ M  òð³ùèíó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàñêð³çíó ³ äàë³ çàäà÷ó ðîç-
â’ÿçóâàòè ó äâîâèì³ðí³é ïîñòàíîâö³.  

Äëÿ âèçíà÷åííÿ T  ³ M  âèêîðèñòîâóþòü ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿêå ïîâ’ÿçóº 
êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåííÿ òà åíåðã³þ, ùî âèä³ëÿºòüñÿ ïðè ðóé-
íóâàíí³ [4]: 
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íîñò³ íàïðóæåííÿ, âèçíà÷åí³ 
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ìàö³¿ (ðèñ. 1). 
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. Âèãëÿä ôóíêö³é ( )Atg s , ( )Abg s , ( )Btg s , ( )Bbg s  îòðè-

ìàíî åìï³ðè÷íèìè ìåòîäàìè â [6].  
Ç ³íøîãî áîêó, åíåðã³þ, ÿêà ïîâ’ÿçàíà ç ïðèðîñòîì òð³ùèíè íà dL , 

ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê äîáóòîê íàâàíòàæåííÿ íà çì³ùåííÿ òî÷îê ïðèêëàäàí-
íÿ öèõ íàâàíòàæåíü [4]:  
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∂δ ∂θ = + ∂ ∂ 
,  (4) 

äå δ  – ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè, à θ  – êóò ïîâîðîòó òð³ùèíè. 
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ç ñèñòåìè (6) îòðèìóºìî âèðàçè äëÿ T  ³ M , ÿê³ ïîò³ì ï³äñòàâèìî â ñèñòåìó 
ð³âíÿíü äëÿ îáîëîíêè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ 
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Ó ðîáîò³ [3] îòðèìàíî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ 
îáîëîíêè äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ. Âèêîðèñòàºìî öþ ñèñ-
òåìó ð³âíÿíü, âðàõîâóþ÷è, ùî íà ë³í³¿ òð³ùèíè ä³þòü íåâ³äîì³ çóñèëëÿ T  ³ 
ìîìåíò M , ÿê³ ìàþòü âèãëÿä (7): 
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1 2 2 3 2 2 2( ) ( ),            ( ) ( )T T c R M M∗ ∗ ∗ ∗Φ = τ − τ Φ = τ − τ   ( ) , 

 2 2 2 2 2
212(1 ) ( ),         cos sinc R h d= − ν = θ + λ θ/ , 

E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; 2 1R Rλ = / ; 1 2,R R  – ðàä³ó-
ñè ãîëîâíèõ êðèâèí ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè. 

Îòðèìàíó ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ðîçâ’ÿçóºìî ìå-
òîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ñèñòåìà (8) çâîäèòüñÿ äî 
ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. 

Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíóòî ñèìåòðè÷íó âíóòð³øíþ òð³ùèíó â îáîëîíö³. 
Ç îãëÿäó íà ñèìåòðè÷í³ñòü çàäà÷³ ( ) ( )At Btg s g s= , ( ) ( )Ab Bbg s g s= − . Ö³ ôóíê-
ö³¿ ìàþòü âèãëÿä [4] 

 2 4 6 8( ) 0.7071 0.4325 0.1091 7.3711 57.7894Atg s s s s s s= π + − + − +(  

 10 12 14271.1551 744.4204 1183.9529s s s+ − + −  

 16 181001.4920 347.9786s s− + ) , 

 2 3( ) 0.1013 2.7775 90.3734 862.4307Abg s s s s s= π − + − +(  

 4 5 64843.4692 17069.1142 38813, 4897s s s+ − + −  

 7 8 956865.3055 51832.6941 26731.2995s s s− + − +  

 105959.4888s+ ) . 

Òîä³ ìàòðèöÿ (5) íàáóäå âèãëÿäó 
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Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü 0 0( )K K /  â³ä ïàðàìåòðà 0 /  äëÿ 

ïëàñòèíè ïðè ðîçòÿãóâàëüíîìó çó-

ñèëë³ 2 2const, 0T M∗ ∗= =( ) . Ïðè öüîìó 

0 2 0/2K T h∗= π( )/ . Ñóö³ëüíîþ ë³í³ºþ 

çîáðàæåíî ðåçóëüòàò ðîçâ’ÿçàííÿ 
ñèñòåìè (8), à øòðèõîâîþ – ðåçóëü-
òàò, íàâåäåíèé ó ðîáîò³ [4]. Ðîçá³æ-
í³ñòü ó ðåçóëüòàòàõ ïîÿñíþºòüñÿ âè-
êîðèñòàííÿì ð³çíèõ òåîð³é: ó ö³é ðî-
áîò³ çàñòîñîâóºòüñÿ êëàñè÷íà òåîð³ÿ, 
à â ðîáîò³ [4] – ìîìåíòíà. Ïîõèáêà íå 
ïåðåâèùóº 3%  (âíóòð³øí³é ðèñóíîê). 

 
Рис. 2 
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Íà ðèñ. 3, 4 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü 0 0( ) /K K  â³ä â³äíîøåííÿ ï³âäîâæèíè 

òð³ùèíè äî òîâùèíè îáîëîíêè ïðè 2 constT∗ = , 2 0M∗ =  (ðèñ. 3) ³ ïðè 2 0T∗ = , 

2 constM∗ =  (ðèñ. 4) äëÿ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè. Ïðè öüîìó äëÿ ðîçðàõóíêó 

êðèâèõ íà ðèñ. 4 ïðèéìàëè 2
0 2 06 /2K M h∗= π( )/ . Êðèâ³ â³äïîâ³äàþòü ãëè-

áèíàì òð³ùèí 0/ 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9h = . Ó âñ³õ ðîçðàõóíêàõ ââàæàëè, ùî 

2/ 100R h = . 

  
 Рис. 3  Рис. 4 

Íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî çàëåæí³ñòü êî-
åô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ â³ä ãëèáèíè òð³-
ùèíè 0/h  ïðè çãèíàëüíîìó (êðèâà 1) ³ 

ðîçòÿãóâàëüíîìó (êðèâà 2) íàâàíòàæåíí³ â 
ñôåðè÷í³é îáîëîíö³. Ïðè öüîìó / 8h = . 

Íàâåäåíî òàêîæ ðåçóëüòàòè ðîçðà-
õóíê³â 0 0( )/K K  äëÿ îáîëîíîê ð³çíî¿ êðè-

âèíè (ïàðàìåòð 2 1/R Rλ = ) ïðè 0/ 0.5h =  

³ ð³çíèõ çíà÷åííÿõ â³äíîñíî¿ äîâæèíè òð³-

ùèíè / 4, 8, 16h =  ïðè 2 constT∗ = , 2M∗ =  

0=  (ðèñ. 6) ³ 2 0T∗ = , 2 constM∗ =  (ðèñ. 7). 

  
 Рис. 6   Рис. 7 

Òàêèì ÷èíîì, ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ìîæíà çðîáèòè íàñòóïí³ âè-
ñíîâêè: 

- ç³ çá³ëüøåííÿì äîâæèíè òð³ùèíè êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ çðîñòàº 
ïðè îáîõ âèïàäêàõ íàâàíòàæåííÿ; 

- âïëèâ êðèâèíè îáîëîíêè íà êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ äëÿ ðîçãëÿíóòèõ 
ïàðàìåòð³â íåçíà÷íèé. Íàéá³ëüøå çíà÷åííÿ äîñÿãàºòüñÿ ïðè ðîçòÿãó-
âàíí³ äëÿ ñôåðè÷íî¿ ³ ïðè çãèí³ äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíîê. 

 
Рис. 5 
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ПРИМЕНЕНИЕ LINE-SPRING MODEL К ИССЛЕДОВАНИЮ ОБОЛОЧКИ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ С ВНУТРЕННЕЙ ТРЕЩИНОЙ 
 
Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ èçîòðîïíîé îáîëî÷êè 
ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû ñ âíóòðåííåé òðåùèíîé. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (ãëóáèíû è äëèíû òðåùèíû, êðèâèçíû îáîëî÷êè) íà 
êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â öåíòðàëüíîé òî÷êå âíóòðåííåé 
òðåùèíû â îáîëî÷êå. 
 
APPLICATION OF LINE-SPRING MODEL TO INVESTIGATION OF SHELL 
OF ARBITRARY CURVATURE CONTAINING INTERNAL CRACK 
 
The method of studying the stress state of isotropic shell of arbitrary curvature with 
internal crack is proposed. Influence of different geometric parameters (depth and 
crack length, curvature of the shell) on the stress intensity factors at the central point of 
internal crack in the shell is investigated. 
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