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ÓÄÊ 539.3 
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ЗМІШУВАННЯ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ В ПРЯМОКУТНОМУ МІКРОКАНАЛІ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ êâàç³òðèâèì³ðíà òå÷³ÿ Ñòîêñà ó ïðÿìîêóòíîìó ì³êðîêàíàë³. 
Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî äâîâèì³ðíèõ ãàðìîí³÷íî¿ òà á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷. Ìåòîä 
ñóïåðïîçèö³¿ âèÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ 
ìåõàí³êè, ùî ñòîñóþòüñÿ ïîâ³ëüíî¿ òå÷³¿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ó ïðÿìîêóòí³é ïî-
ðîæíèí³ ï³ä ä³ºþ äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé, ïðèêëàäåíèõ íà ¿¿ ñò³íêàõ. Ìåòîä 
³ëþñòðóºòüñÿ äåê³ëüêîìà ïðèêëàäàìè. 

 
Ìåòîä º íåîáõ³äíèì äëÿ â³äøóêàííÿ ³ñòèíè. 
<…> Ï³ä ìåòîäîì æå ÿ ðîçóì³þ òî÷í³ ³ ïðîñò³ 
ïðàâèëà, ñòðîãå äîòðèìàííÿ ÿêèõ çàâæäè ïåðå-
øêîäæàº ïðèéíÿòòþ õèáíîãî çà ³ñòèííå ³, áåç 
çàéâèõ çàòðàò ðîçóìîâèõ ñèë, àëå ïîñòóïîâî ³ 
íåïåðåðâíî çá³ëüøóþ÷è çíàííÿ, ñïðèÿº òîìó, ùî 
ðîçóì äîñÿãàº ³ñòèííîãî ï³çíàííÿ âñüîãî, ùî éîìó 
äîñòóïíå.  
Ð. Äåêàðò [2, ñ. 60] (ïåð. ç ðîñ.) 

 
1. Âñòóï. Äîñë³äæåííÿ ó ãàëóç³ ì³êðîð³äèí çà îñòàíí³ äåñÿòü ðîê³â ñòà-

ëè ÷àñòèíîþ âåëèêî¿ íàóêè òà âåëèêîãî á³çíåñó [10, 15, 19, 26, 27]. Ì³êðîð³-

äèíí³ ñèñòåìè, ÿê³ ìàþòü ñïðàâó ³ç ìàëèìè (â³ä 910−  äî 1810− ë) ê³ëüêîñòÿìè 
ð³äèíè ³ òå÷³¿ â³äáóâàþòüñÿ â ì³êðîêàíàëàõ, ïîïåðå÷í³ ðîçì³ðè ÿêèõ âàð³þ-

þòüñÿ â³ä äåñÿòê³â äî ñîòåíü ì³êðîí³â ( 610− ì), à äîâæèíà íå ïåðåâèùóº 

äåê³ëüêîõ ñàíòèìåòð³â ( 610− ì) , øèðîêî âæèâàþòüñÿ ó á³îòåõíîëîã³¿ (àíàë³ç 
ìîëåêóë DNA òà ïðîòå¿í³â, ñîðòóâàííÿ êë³òèí) [7, 26], àíàë³òè÷í³é õ³ì³¿ (ðå-
ãóëþâàííÿ õ³ì³÷íèõ ðåàêö³é, ñåïàðàö³ÿ ðîç÷èí³â) [8] òà íàâ³òü ïðè âèÿâëåíí³ 
íàðêîòèê³â [16]. Âèíèêëè ñïåö³àëüí³ òåðì³íè microfluidics, lab-on-a-chip òà 
micro total analysis systems (μTAS) äëÿ ïîçíà÷åííÿ öèõ ðîçä³ë³â íàóêè òà 
òåõíîëîã³é. Ñòâîðåííÿ ñâîºð³äíî¿ «ëàáîðàòîð³¿ íà ì³êðîñõåì³» º äîâãîòåðì³-
íîâîþ ìåòîþ äîñë³äæåíü ó ãàëóç³ ì³êðîð³äèíè ïðè ïîáóäîâ³ ïîðòàòèâíèõ 
êë³í³÷íèõ ä³àãíîñòè÷íèõ ñèñòåì òà âèëó÷åííÿ äîâãèõ ³ äîðîãèõ ëàáîðàòîð-
íèõ àíàë³ç³â. Îêð³ì òîãî, çàñòîñóâàííÿ ì³êðîð³äèííèõ òåõíîëîã³é â êë³í³÷í³é 
ìåäè÷í³é ä³àãíîñòèö³ äàº ñóòòºâå çáåðåæåííÿ êîøò³â. Íà ñüîãîäí³ âæå ³ñíóº 
êíèãà [24] ³ ðÿä âïëèâîâèõ îãëÿäîâèõ ñòàòåé [5, 6, 14, 17, 18, 20, 25], ÿê³ 
ì³ñòÿòü øèðîêó ïàíîðàìó äîñë³äæåíü ó ãàëóç³ ì³êðîð³äèí. Ñë³ä â³äçíà÷èòè, 
ùî ê³ëüê³ñòü ïóáë³êàö³é ó öüîìó íàïðÿìêó íàâ³òü çà îñòàíí³ ï’ÿòü ðîê³â ïå-
ðåâèùóº ê³ëüêà òèñÿ÷. 

Âàæëèâèì º òå, ùî çàâäÿêè ìàëèì ðîçì³ðàì ³ øâèäêîñòÿì òå÷³¿ ð³äèíè 
º ëàì³íàðíèìè ç òèïîâèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà (1)O=Re  ³ ç âåëèêîþ òî÷í³ñ-
òþ ìîæóòü îïèñóâàòèñÿ ë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè Ñòîêñà 

 20 ,        0p= − ∇ + µ∇ ∇ ⋅ =u u  (1) 

(òóò p  – òèñê; u  – øâèäê³ñòü; ,  ∇ ∇ ⋅  ³ 2∇  – â³äïîâ³äíî îïåðàòîðè ãðàä³ºí-
òà, äèâåðãåíö³¿ òà Ëàïëàñà â³äïîâ³äíî), êîëè ðóõ º íàñò³ëüêè ïîâ³ëüíèì, ùî 
³íåðö³éíèìè ñèëàìè, ÿê³ ì³ñòÿòü êâàäðàòè øâèäêîñòåé, ìîæíà çíåõòóâàòè 
ïîð³âíÿíî ç â’ÿçêèìè ñèëàìè. Íåäàâíÿ ðîáîòà [9], ó ÿê³é âèêîðèñòàíî ïîâí³ 
ð³âíÿííÿ Íàâ’º – Ñòîêñà òà çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî ìåòîäó ïðîâåäåíî 
äåòàëüí³ ðîçðàõóíêè, ñâ³ä÷èòü ïðî âèñîêó íàä³éí³ñòü íàáëèæåííÿ Ñòîêñà 
äëÿ öüîãî êëàñó çàäà÷. 

Îñíîâíèì ïðè öüîìó ñòàº ³íòåðåñ ùîäî îòðèìàííÿ ìîæëèâîñò³ âèì³ðþ-
âàííÿ ³ êîíòðîëþ ïðîöåñ³â ïåðåíîñó òà çì³øóâàííÿ äîì³øîê ó ð³äèí³ [15, 18, 
20]. Âèêîðèñòàííÿ ì³êðîêàíàëó ÿê ì³êñåðà º ïðèâàáëèâèì, îñê³ëüêè òàêèé 
êàíàë ëåãêî ³íòåãðóºòüñÿ ç ³íøèìè ì³êðîïðîöåñîðíèìè ïðèñòðîÿìè. Àëå 
çì³øóâàííÿ íà ì³êðîð³âí³ º äîñèòü âàæêèì ïðîöåñîì; òóò íå ìîæíà çàñòîñî-
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âóâàòè àêòèâí³ ïðèñòðî¿, à ïðîöåñ äèôóç³¿ º ïîâ³ëüíèì ïîð³âíÿíî ³ç ÷àñîì 
ïåðåíîñó ðå÷îâèíè ïî êàíàëó, îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ á³ëüøîñò³ á³îëî-
ã³÷íèõ ðå÷îâèí çà âåëè÷èíîþ º íà äâà ïîðÿäêè íèæ÷èì í³æ äëÿ òèïîâèõ 
çâè÷àéíèõ ð³äèí. Ó ðîáîò³ [21] (öÿ ðîáîòà º ä³éñíî ï³îíåðñüêîþ, ïðî ùî ñâ³ä-
÷èòü ³ 453 ïîñèëàííÿ íà íå¿ çã³äíî ç äàíèìè ISI Web of Knowledge íà ãðó-
äåíü 2007 ð.) çàïðîïîíîâàíî íîâèé òèï ì³êðîêàíàëó (ðèñ. 1) ç äâîìà îêðåìè-
ìè âõ³äíèìè êàíàëàìè íà âõîä³ òà ç ïîâíèì çì³øóâàííÿì íà âèõîä³. Àíàë³-
òè÷íà òåîð³ÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó çì³øóâàííÿ ó òàêîìó ì³êñåð³, ÿêèé 
îòðèìàâ íàçâó «øàõîâèé ñêåëåò ðèáè» (staggered herringbone mixer, SHM), 
áóëà âïðîâàäæåíà ó íåäàâí³é ïóáë³êàö³¿ [23]. Ïðè öüîìó áóëî âèêîðèñòàíî 
àíàë³òè÷íèé ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿, ðîçâèíóòèé [3, 4, 11–13] äëÿ êëàñó äâîâè-
ì³ðíèõ òå÷³é Ñòîêñà ó ïðÿìîêóòíèêó îäíèì ³ç àâòîð³â ö³º¿ ñòàòò³. Ðÿä êëþ-
÷îâèõ ïèòàíü ïðè çàñòîñóâàíí³ öüîãî ìåòîäó çàëèøèâñÿ íåç’ÿñîâàíèì. Äå-
òàëüíå äîñë³äæåííÿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî (êâàç³)òå÷³þ Ïóàçåéëÿ ó òàêîìó 
ïðÿìîêóòíîìó ì³êðîêàíàë³ º ïðåäìåòîì ö³º¿ ðîáîòè. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Ðîçãëÿíåìî ñòàö³îíàðíó 
òðèâèì³ðíó òå÷³þ Ñòîêñà â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ïðÿìîë³í³éíîìó êà-
íàë³ çàâäîâæêè L  ç ïðÿìîêóòíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåð³çîì 2 2a b×  ï³ä ä³ºþ 
ïîñò³éíîãî óçäîâæ îñ³ êàíàëó ãðàä³ºíòà òèñêó.  

Íåõàé ïîçäîâæí³é ðîçì³ð êàíàëó çíà÷íî ïåðåâèùóº éîãî ïîïåðå÷í³ 
ðîçì³ðè: L a , L b . Ïîñò³éíèé óçäîâæ êàíàëó ãðàä³ºíò òèñêó ïðèâîäèòü 
ó ðóõ ð³äèíó â ïîçäîâæíüîìó íàïðÿì³, ïðè öüîìó íà îñ³ êàíàëó øâèäê³ñòü 
ð³äèíè äîñÿãàº çíà÷åííÿ ,maxzU . 

       
 

Рис. 1. Åêñïåðèìåíòàëüíà â³çóàë³-
çàö³ÿ çì³øóâàííÿ ó ì³êðî-
êàíàë³ äâîõ ð³äèí (From 
[21]. Reprinted with per-
mission from AAAS) 

Рис. 2. Ñõåìàòè÷íà ä³àãðàìà SHM ì³êðî-
êàíàëó (From [21]. Reprinted with 
permission from AAAS) 

Íà íèæí³é ñò³íö³ êàíàëó ðîçì³-
ùåíà ïåð³îäè÷íà ñèñòåìà òîíêèõ 
êàíàâîê ï³ä ô³êñîâàíèì êóòîì äî 
îñ³ êàíàëó. Ïîçäîâæí³é ðóõ ð³äèíè 
ïðèâîäèòü äî ïîïåðå÷íîãî ðóõó ð³-
äèíè, ùî çíàõîäèòüñÿ á³ëÿ íèæíüî¿ 
ìåæ³ ïîðîæíèíè. Ïðè öüîìó ÷àñòè-
íà ð³äèíè á³ëÿ íèæíüî¿ ìåæ³ ( a− <  

x c< < ) ðóõàºòüñÿ ç ïîñò³éíîþ 
øâèäê³ñòþ ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿì³ îñ³ 
Ox , à ÷àñòèíà ð³äèíè ( c x a< < ) 
ïåðåì³ùóºòüñÿ ç àíàëîã³÷íîþ øâèä-
ê³ñòþ, àëå â ïðîòèëåæíîìó íàïðÿì³ 
(äèâ. ðèñ. 2). 

 
  Рис. 3. Ñòðóêòóðà òðèâèì³ðíî¿ òå÷³¿ â  

ì³êðîêàíàë³ 
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Íåõàé ñèñòåìà òîíêèõ êàíàâîê ³ç çàãàëüíîþ äîâæèíîþ 2  ðîçì³ùóºòü-
ñÿ ïåð³îäè÷íî óçäîâæ êàíàëó. Ïðè öüîìó íà ³íòåðâàë³ 2 (2 1)n z n< < +  , äå 

1, ,n N=  , òî÷êà ðîçðèâó øâèäêîñòåé ðóõó ð³äèíè á³ëÿ íèæíüî¿ ïîâåðõí³ 

ìàº êîîðäèíàòó 1x c=  ( 0c > ), à íà ³íòåðâàë³ (2 1) (2 2)n z n+ < < +   òî÷êà 

ðîçðèâó ðîçì³ùåíà â 1x c= − . Çàãàëüíà äîâæèíà êàíàëó ñêëàäàº 2L N=  , 

äå N  – ê³ëüê³ñòü ïåð³îäè÷íèõ ñèñòåì êàíàâîê óçäîâæ êàíàëó. 
Äëÿ ïðîâåäåííÿ ïîäàëüøîãî äîñë³äæåííÿ ââàæàòèìåìî, ùî òå÷³ÿ ð³äè-

íè º ñòàö³îíàðíîþ. Ó ò³ ìîìåíòè, êîëè ð³äèíà ïåðåì³ùóºòüñÿ ç îäí³º¿ ñèñ-
òåìè êàíàâîê â ³íøó, ïîëå øâèäêîñò³ ìèòòºâî ì³íÿºòüñÿ ç îäíîãî ñòàö³îíàð-
íîãî ðåæèìó íà ³íøèé. 

Îñê³ëüêè äîâæèíà êàíàëó íàáàãàòî ïåðåâèùóº ðîçì³ðè éîãî ïîïåðå÷íî-
ãî ïåðåð³çó, ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî ïîëå øâèäêîñò³ òå÷³¿ íå çàëåæèòü â³ä 
ïîçäîâæíüî¿ êîîðäèíàòè: 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y U x y V x y W x y= + +U i j k , (2) 

äå , ,i j k  – ñèñòåìà îäèíè÷íèõ âåêòîð³â ó âèáðàí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Ó 
öüîìó âèïàäêó òå÷³þ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ äâîâèì³ðíî¿ òå-
÷³¿ â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó ³ òå÷³¿ ð³äèíè 
óçäîâæ îñ³ ïðÿìîë³í³éíîãî êàíàëó ç ïðÿìîêóòíèì ïîïåðå÷íèì ïåðåð³çîì 
(äèâ. ðèñ. 3). 

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó òå÷³þ â’ÿçêî¿ 
íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðå-
ð³ç³ ïðÿìîêóòíî¿ ïîðîæíèíè (äèâ. ðèñ. 4). 
Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ â òåðì³íàõ ôóíêö³¿ 
òå÷³¿ ( , )x yΨ  çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ 
á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 2 2 0∇ ∇ Ψ = , (3) 

äå 
2 2

2
2 2x y

∂ ∂∇ = +
∂ ∂

 º îïåðàòîðîì Ëàïëàñà 

â ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò. Ãðàíè÷íèìè óìîâàìè º óìîâè ïðèëèïàí-
íÿ ð³äèíè íà îáìåæóþ÷èõ òå÷³þ ïîâåðõíÿõ (ðèñ. 4) 

 ( , ) 0,      0
x a

a y
x =±

∂ΨΨ ± = =
∂

, 

 ( , ) 0,      0
y b

x b
y =

∂ΨΨ ± = =
∂

, 

 0

0

, ,

,   .y b

U a x c

y U c x a=−

− − ≤ ≤∂Ψ = ∂ < ≤
 (4) 

Ôóíêö³þ òå÷³¿ ó öüîìó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 
ñóïåðïîçèö³¿ ÷îòèðüîõ ôóíêö³é  

 1 2 3 4( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y x y x y x y x yΨ = Ψ + Ψ + Ψ + Ψ , (5) 

ÿê³ â³äïîâ³äàþòü îêðåìèì çàäà÷àì, íàâåäåíèì íà ðèñ. 5. Ó ïðèâåäåíîìó 
âèðàç³ 1( , )x yΨ  çîáðàæàº ôóíêö³þ òå÷³¿, ïîëå øâèäêîñò³ ÿêî¿ º ïàðíèì çà 

êîîðäèíàòîþ Ox  ³ íåïàðíèì çà êîîðäèíàòîþ Oy , à 2 ( , )x yΨ  – ôóíêö³þ òå-

÷³¿, ïîëå øâèäêîñò³ ÿêî¿ º ïàðíèì çà îáîìà êîîðäèíàòàìè. Ôóíêö³ÿ 3 ( , )x yΨ  

çîáðàæàº òå÷³þ, ïîëå øâèäêîñò³ ÿêî¿ º íåïàðíèì çà êîîðäèíàòîþ Ox  ³ ïàð-
íèì çà ³íøîþ êîîðäèíàòîþ. Íàðåøò³ 4 ( , )x yΨ  çîáðàæàº ôóíêö³þ òå÷³¿ ð³äè-
íè, ïîëå øâèäêîñò³ ÿêî¿ º íåïàðíèì çà îáîìà êîîðäèíàòàìè. 
 Äåòàëüíèé îïèñ àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â öèõ çàäà÷ íàâåäåíî ó ïîïåðåä-
í³é ðîáîò³ àâòîð³â [3]. 

 
 Рис. 4. Ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç êàíàëó 
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Рис. 5. Ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ð³çíèõ çàäà÷ òå÷³¿ ð³äèíè â ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³ 
ç óðàõóâàííÿì ïàðíîñò³ é íåïàðíîñò³ ðîçïîä³ëó ïîëÿ øâèäêîñò³ 

Âèðàç äëÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ (4) â’ÿçêî¿ ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êà-
íàëó âèçíà÷åíèé. Áåðó÷è äî óâàãè ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ôóíêö³ºþ òå÷³¿ ³ ïî-
ëåì øâèäêîñò³ òå÷³¿ ð³äèíè 

 ( , ) ,         ( , )U x y V x y
y x

∂Ψ ∂Ψ= = −
∂ ∂

, (6) 

çíàõîäèìî âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò ïîëÿ øâèäêîñò³ â ö³é òå÷³¿. 
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ðóõó ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ ïðÿìîêóòíîãî 

êàíàëó ç ðîçì³ðàìè 2.0a = , 1.0b = . Íåõàé ïðàâà ÷àñòèíà ( 1.0c = ) íèæíüî¿ 
ïîâåðõí³ ðóõàºòüñÿ â äîäàòíîìó íàïðÿì³ îñ³ Ox  ç³ øâèäê³ñòþ 0 1.0U = , à 

ë³âà ¿¿ ÷àñòèíà ç òàêîþ æ çà ìîäóëåì øâèäê³ñòþ ïåðåì³ùóºòüñÿ ó ïðîòè-
ëåæíîìó íàïðÿì³. 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ëó ïîëÿ øâèäêîñò³ òå÷³¿ íåîáõ³äíî ðîçâ’ÿçàòè 
÷îòèðè çàäà÷³ (äèâ. ð³âíÿííÿ (5)) ç íàñòóïíèìè çíà÷åííÿìè øâèäêîñòåé ðó-

õó ìåæ: (1)
0 0.5U = , (2)

0 0.5U = , (3)
0 0.5U =  i (4)

0 0.5U = . Ïðè ïðîâåäåíí³ îá÷èñ-

ëåíü ó âèðàçàõ äëÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ êîæíî¿ ³ç çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ò³ëüêè 
ï’ÿòü äîäàíê³â â ñóìàõ. 

  
Рис. 6. Ðîçïîä³ë ôóíêö³¿ òå÷³¿ â ïîïå-

ðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó 
 Рис. 7. Çíà÷åííÿ øâèäêîñòåé òå÷³¿ ð³-

äèíè á³ëÿ âåðõíüî¿ ( , )U x b  ³ 
íèæíüî¿ ( , )U x b−  ãðàíèöü 

Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â íàâåäåíî íà ðèñ. 6, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ë³í³¿ 
ð³âíÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ ÷åðåç îäíàêîâ³ ³íòåðâàëè, 0.02∆Ψ = . Âèäíî, ùî ôóíêö³ÿ 
òå÷³¿ íà ìåæàõ ìàº îäíàêîâå çíà÷åííÿ, 0.0SΨ = . Âñÿ îáëàñòü òå÷³¿ ä³ëèòüñÿ 
íà äâ³ âåëèê³ îáëàñò³, â ÿêèõ ð³äèíà öèðêóëþº ïî çàìêíóòèõ òðàºêòîð³ÿõ. 
Ö³êàâî çàçíà÷èòè, ùî â ë³âîìó âåðõíüîìó ³ ïðàâîìó âåðõíüîìó êóòàõ òå÷³¿ 
º ùå äâ³ çàìêíóò³ îáëàñò³, â ÿêèõ ôîðìóþòüñÿ òàê çâàí³ âèõîðè Ìîôôàòà. 
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Òî÷í³ñòü âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ øâèäêîñò³ ïîêàçàíà íà ðèñ. 7. 
Ñóö³ëüíîþ ë³í³ºþ íà ìàëþíêó ïîêàçàíå çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ( , )U x b−  ð³äèíè 
íà íèæí³é ïîâåðõí³, à ïóíêòèðíîþ ë³í³ºþ íàíåñåíî çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ 

( , )U x b  ð³äèíè íà âåðõí³é ãðàíèö³. ×èñåëüí³ çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ð³äèíè â 
äåÿêèõ òî÷êàõ á³ëÿ îáîõ ïîâåðõîíü ìîæíà çíàéòè â òàáë. 1. Àíàë³ç ïîêàçóº, 
ùî çàäà÷à ïðî òå÷³þ â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ 
ðîçâ’ÿçàíà òî÷íî. Ãðàíè÷í³ óìîâè âèêîíàí³ ç òî÷í³ñòþ äî ÷îòèðüîõ çíàê³â 
ï³ñëÿ êîìè. 

Таблиця 1. Виконання граничних умов на верхній і нижній поверхнях каналу 
x  

 
0.98 0.99 1.01 1.02 1.98 1.99 2.00 

 ( , )U x b   0.0003  0.0003 0.0003 0.0003 0.0001 0.0000 0.0000 
 ( , )U x b−  -1.0009 -1.0007 1.0002 1.0002 1.0008 1.0002 1.0035 

Ðîçïîä³ë îñüîâî¿ øâèäêîñò³ ( , )W x y  â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó äëÿ 
òå÷³¿ â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè (òå÷³ÿ Ïóàçåéëÿ) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Ïó-
àññîíà 

 2
0

1 const
dp

W p
dx

∇ = = − =
µ

 (7) 

ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 
 ( , ) 0,               W a y y b± = ≤ , 

 ( , ) 0,                 W x b x a= ≤ ,   

 0( , ) ,             W x b W x a− = ≤ .  (8)  

Òóò 0W  – øâèäê³ñòü ðóõó íèæíüî¿ ãðàíèö³ êàíàëó. 

Ðîçâ’ÿçêîì ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (7), (8) º 

 
2 2

10
0

1

cosh
( , ) 1 ( 1) cos

2 2 cosh
W xb y y

W x y p A y
b a

∞
−

=

β−  = + − + − β +  β  ∑  
 


 

 1

1

cosh
( 1) sin

cosh
m m

m m
mm

x
B y

a

∞
−

=

α
+ − α

α∑ , (9) 

äå  

 1 10 0 0
3

2 (2 1)
( 1) ,   ( 1) ,   ,   

2
m

m m
m

p W W mA B
b b bb

+ + − π π = − − − = − β = α = β α β


 



. 

Ðèñ. 8 ³ëþñòðóº ïðèêëàä ðîçïîä³ëó îñüîâî¿ øâèäêîñò³ ( , )W x y  òå÷³¿ 

â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ïðÿìîêóòíîìó êàíàë³ ç ðîçì³ðàìè 2.0a = , 
1.0b =  äëÿ 0 1.0p =  ³ øâèäêîñò³ ðóõó íèæíüî¿ ãðàíèö³ 0 0.4W = . Ë³í³¿ ð³âíÿ 

îñüîâî¿ øâèäêîñò³ íàíåñåíî ÷åðåç ð³âí³ ³íòåðâàëè, 0.05W∆ = . Âèäíî, ùî 
øâèäêîñò³ ðóõó ð³äèíè íà âåðõí³é ³ á³÷í³é ïîâåðõíÿõ äîð³âíþþòü íóëåâ³. Íà 
íèæí³é ïîâåðõí³ øâèäê³ñòü òå÷³¿ ñï³âïàäàº ³ç øâèäê³ñòþ ðóõó ãðàíèö³. Àíà-
ë³ç ÷èñåëüíèõ çíà÷åíü ïîêàçóº, ùî ãðàíè÷í³ óìîâè âèêîíóþòüñÿ íà âñ³õ 
ïîâåðõíÿõ ç òî÷í³ñòþ, ÿê ì³í³ìóì, äî òðüîõ çíàê³â ï³ñëÿ êîìè.  

       
Рис. 8. Ðîçïîä³ë îñüîâî¿ øâèäêîñò³ â 

ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó 
Рис. 9. Çàëåæí³ñòü îñüîâî¿ øâèäêîñò³ 

òå÷³¿ êàíàëó â³ä øâèäêîñò³ ðó-
õó íèæíüî¿ ãðàíèö³ 
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Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíî ïðîô³ë³ îñüîâî¿ øâèäêîñò³ òå÷³¿ ð³äèíè â ïðÿìîêóò-
íîìó êàíàë³ äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü øâèäêîñò³ ðóõó íèæíüî¿ ãðàíèö³ ïðè íå-
çì³ííîìó 0 1.0p = . Âèäíî, ùî ç³ çá³ëüøåííÿì øâèäêîñò³ ðóõó ãðàíèö³ ìàê-

ñèìóì îñüîâî¿ øâèäêîñò³ ïîñòóïîâî çì³ùóºòüñÿ ó á³ê ðóõîìî¿ ãðàíèö³. 

3. Àäâåêö³ÿ ïàñèâíî¿ äîì³øêè â êàíàë³. Òðàºêòîð³ÿ ðóõó ïàñèâíî¿ ð³ä-
êî¿ ÷àñòèíêè âèçíà÷àºòüñÿ øâèäê³ñòþ òå÷³¿ ð³äèíè â òî÷ö³, â ÿê³é çíàõî-
äèòüñÿ ÷àñòèíêà. ßêùî ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç N  ÷àñòèíîê, òî òðàºêòîð³¿ 
ðóõó êîæíî¿ ÷àñòèíêè âèçíà÷àþòüñÿ ñèñòåìîþ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó (çàäà÷à Êîø³) 

 ( , ),   ( , ),   ( , ),   1, ,i i i
i i i i i i

dX dY dZ
U X Y V X Y W X Y i N

dt dt dt
= = = =  , (10) 

ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè: 0(0)i iX X= , 0(0)i iY Y= , 0(0)i iZ Z= . Ó 

íàâåäåíèõ ð³âíÿííÿõ ( , )U x y  ³ ( , )V x y  – êîìïîíåíòè ïîëÿ øâèäêîñò³ òå÷³¿ 
ð³äèíè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó, ÿê³ îòðèìóºìî ï³ñëÿ äèôåðåíö³þ-
âàííÿ ð³âíÿíü äëÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ (6) çà â³äïîâ³äíîþ êîîðäèíàòîþ. Êîìïî-
íåíòà ( , )W x y  âèçíà÷àº îñüîâó øâèäê³ñòü òå÷³¿. 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ÷àñòèíîê ï³ñëÿ ïðîõîäæåííÿ ïåð³îäó ñèñ-
òåìè êàíàâîê (äèâ. ðèñ. 1) íåîáõ³äíî ³íòåãðóâàòè ð³âíÿííÿ ðóõó êîæíî¿ ÷àñ-
òèíêè ïðîòÿãîì ïåâíîãî ³íòåðâàëó ÷àñó. Çàçíà÷èìî, ùî öåé ³íòåðâàë ÷àñó º 
³íäèâ³äóàëüíèì äëÿ êîæíî¿ ÷àñòèíêè òå÷³¿, îñê³ëüêè øâèäê³ñòü îñüîâîãî 
çñóâó ÷àñòèíêè âèçíà÷àºòüñÿ ïîëîæåííÿì ÷àñòèíêè â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ 
êàíàëó. Ï³ñëÿ ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíêè ÷åðåç ô³êñîâàíèé ïåðåð³ç íåîáõ³äíî 
ïðîâîäèòè ïðîöåäóðó óòî÷íåííÿ êîîðäèíàò ÷àñòèíîê. Òàêèì ÷èíîì, ÷èñåëü-
íå ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü ðóõó (10) ïîâ’ÿçàíå ç ðÿäîì ïåâíèõ òðóäíîù³â. 

Ïðîöåñ îá÷èñëåíü ìîæíà ³ñòîòíî ñïðîñòèòè, ÿêùî ñêîðèñòàòèñÿ ìåòî-
äîì Õåíîíà äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Îñê³ëüêè 
âèðàçè äëÿ ïîëÿ øâèäêîñò³ òå÷³¿ ð³äèíè íå çàëåæàòü â³ä îñüîâîãî ïîëîæåí-
íÿ ÷àñòèíîê, ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ðóõó çðó÷íî ïðîâîäèòè íå çà ÷àñîì, à çà 
îñüîâîþ êîîðäèíàòîþ.  

Ðîçä³ëèìî ïåðøå ³ äðóãå ð³âíÿííÿ (39) ðóõó ÷àñòèíêè íà òðåòº ð³âíÿí-
íÿ ö³º¿ ñèñòåìè. Âíàñë³äîê öüîãî îäåðæóºìî òàêó ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü: 

 
( , ) ( , )

,      ,      1, ,
( , ) ( , )

i i i i i i

i i i i i i

dX U X Y dY V X Y
i N

dZ W X Y dZ W X Y
= = =  , (11) 

ç àíàëîã³÷íèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïðîòå ïðè öüîìó ³íòåãðóâàííÿ çàäà÷³ 
íåîáõ³äíî ïðîâîäèòè â³ä îäíîãî ïåðåð³çó êàíàëó äî íàñòóïíîãî ïåðåð³çó ³ 
í³ÿêèõ ïðîöåäóð óòî÷íåííÿ êîîðäèíàò ÷àñòèíîê ïðîâîäèòè íå òðåáà. Çàçíà-
÷èìî, ùî â öüîìó âèïàäêó çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ð³âíÿíü çìåíøóºòüñÿ íà N  
ïîð³âíÿíî ç ñèñòåìîþ (10). 

Òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðî àäâåêö³þ ïàñèâíî¿ äîì³øêè ìîæíà îö³íè-
òè ïðè ïîð³âíÿíí³ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàò³â ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè 
[23]. Åêñïåðèìåíòè ïðîâîäèëèñÿ â òîíêîìó êàíàë³ øèðèíè 100a = ìêì, âè-
ñîòè 42.5b = ìêì ³ äîâæèíè 20L = ìì. Íà îäí³é ç ïîâåðõîíü êàíàëó âèêî-
íàíà ñèñòåìà êàíàâîê (äèâ. ðèñ. 1) ç ïåð³îäîì 4= ìì ³ çëàìîì, çì³ùåíèì 
ùîäî öåíòðó êàíàëó íà â³äñòàíü 33c = ìêì. Êàíàâêè íàíåñåí³ ï³ä êóòîì 

45Θ = °  ùîäî îñ³ êàíàëó. Âèì³ðþâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî øâèäê³ñòü, íàâåäåíà 
ñèñòåìîþ êàíàâîê â ïîïåðå÷íîìó íàïðÿì³, çàëåæèòü â³ä ôîðìè, ãëèáèíè ³ 
ê³ëüêîñò³ êàíàâîê, ùî ïðèïàäàþòü íà îäèíèöþ äîâæèíè. Ó äîñë³ä³, ùî ðîç-
ãëÿäàºòüñÿ íèæ÷å, 0 max0.07U W= , äå maxW  – ìàêñèìàëüíà îñüîâà øâèä-

ê³ñòü òå÷³¿ ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êàíàëó. 
Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü [21] íàâåäåíî íà ðèñ. 10.  
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Рис. 10. Çìiøóâàííÿ ïàñèâíî¿ ðiäèíè 
â åêñïåðèìåíòi (From [21]. 
Reprinted with permission 
from AAAS) 

Рис. 11. Ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó çì³-
øóâàííÿ ïàñèâíî¿ ðiäèíè â 
ïðÿìîêóòíîìó êàíàë³ 

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò (ðèñ. 10à) â êàíàë ïîñòóïàº ÷àñòèíà çàáàðâëåíî¿ 
ð³äèíè, ÿêà çàïîâíþº ïðàâó ïîëîâèíó êàíàëó. Ïðè ðóñ³ ð³äèíè óçäîâæ êà-
íàëó ÷àñòèíà ïðèëåãëî¿ äî íèæíüî¿ ãðàíèö³ ð³äèíè ïî÷èíàº ïåðåì³ùóâàòèñÿ 
â ïîïåðå÷íîìó íàïðÿì³. Òàêèé ðóõ ïðèçâîäèòü äî ïåðåì³øóâàííÿ çàáàðâëå-
íî¿ ³ íåçàáàðâëåíî¿ ð³äèí. Ñòðóêòóðó òå÷³¿, ùî âèõîäèòü ï³ñëÿ ïåðøîãî ïå-
ð³îäó ðóõó ð³äèíè, ïîêàçàíî íà ðèñ. 10á. Âèäíî, ùî ÷àñòèíà íåçàáàðâëåíî¿ 
ð³äèíè ïîòðàïëÿº â îáëàñòü, ùî ïðèëÿãàº äî ïðàâî¿ ñò³íêè êàíàëó, òîä³ ÿê 
ìàëà ÷àñòèíà çàáàðâëåíî¿ ð³äèíè ïåðåì³ñòèëàñÿ äî ë³âî¿ ìåæ³. Ï³ñëÿ äðóãî-
ãî ïåð³îäó ä³¿ êàíàâîê (ðèñ. 10â) íà íèæí³é ïîâåðõí³ â ë³â³é ÷àñòèí³ êàíàëó 
ïîÿâëÿºòüñÿ äîäàòêîâà ÷àñòèíà çàáàðâëåíî¿ îáëàñò³. Íà ðèñ. 10ã, ÿêèé îäåð-
æàíèé â ïåðåð³ç³ êàíàëó ï³ñëÿ òðåòüîãî ïåð³îäó, âèäíî, ùî ïðîöåñ ïåðåì³-
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øóâàííÿ ð³äèíè ïðîò³êàº äîñòàòíüî ³íòåíñèâíî. Ó ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ êà-
íàëó âèðàçíî âèäíî øàðîâó ñòðóêòóðó òå÷³¿, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç çàáàðâëåíî¿ 
³ íåçàáàðâëåíî¿ ÷àñòèí ð³äèíè. Ï³ñëÿ ÷åòâåðòîãî ïåð³îäó ä³¿ ñèñòåìè êàíà-
âîê (ðèñ. 10ä) âèäíî, ùî ñòðóêòóðà òå÷³¿ ³ñòîòíî óñêëàäíèëàñÿ ³ ïðîöåñ ïå-
ðåì³øóâàííÿ ìîæíà ââàæàòè çàâåðøåíèì. 

×èñåëüíå ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó ïåðåì³øóâàííÿ ïîêàçàíî íà ðèñ. 11 ç 
â³äïîâ³äíèìè ³íäåêñàìè. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïðàâó ÷àñòèíó êàíàëó áóëî 
çàïîâíåíî 7000 ìàðêåðàìè. Çàäà÷ó ðîçâ’ÿçóâàëè ÷èñåëüíèì ìåòîäîì Ðóí-
ãå – Êóòòà – Ôåëüáåðãà ÷åòâåðòîãî-ï’ÿòîãî ïîðÿäêó ç àäàïòîâàíèì âèáîðîì 
êðîêó ³íòåãðóâàííÿ. Âèäíî, ùî ï³ñëÿ ïåðøîãî ïåð³îäó ä³¿ êàíàâîê íà íèæí³é 
ïîâåðõí³ â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ ñôîðìóâàëèñÿ äâ³ îáëàñò³, ÿê³ ìàþòü 
ñòðóêòóðó, àíàëîã³÷íó äî ò³º¿, ùî ñïîñòåð³ãàëàñÿ â åêñïåðèìåíò³. Ôîðìè 
øàðîâèõ ñòðóêòóð òå÷³¿ ï³ñëÿ äðóãîãî ³ òðåòüîãî ïåð³îä³â äîáðå çá³ãàþòüñÿ ç 
åêñïåðèìåíòàëüíèìè äàíèìè. 
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ПЕРЕМЕШИВАНИЕ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ В ПРЯМОУГОЛЬНОМ МИКРОКАНАЛЕ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êâàçèòðåõìåðíîå òå÷åíèå Ñòîêñà â ïðÿìîóãîëüíîì ìèêðîêàíà-
ëå. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê êëàññè÷åñêîé äâóõìåðíîé áèãàðìîíè÷åñêîé çàäà÷å. Ìåòîä 
ñóïåðïîçèöèè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ìèêðîæèä-
êîñòåé â ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ïðèëîæåííûì íà åå 
ñòåíêàõ. Ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè. 
 
MIXING OF VISCOUS FLUID IN RECTANGULAR MICROCHANNEL 
 
The three-dimensional time-independent Stokes flow driven by a uniform pressure 
gradient in a rectangular microchannel is studied by the method of superposition. This 
method proved to be effective for solving mechanical problems concerning the creeping 
flow of viscous fluid in a rectangular cavity under the action of tangential velocities 
applied along its walls. The method is illustrated by several examples. 
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