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ÓÄÊ 539.3 
 
А. В. Ясінський 
 
ОБЕРНЕНА ОСЕСИМЕТИЧНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ ПІВПРОСТОРУ ЗА НЕПОВНОЇ 
ІНФОРМАЦІЇ ПРО ТЕПЛОВЕ НАВАНТАЖЕННЯ 
 

Äëÿ îñåñèìåòðè÷íî äåôîðìîâàíîãî ï³âïðîñòîðó ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî 
çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿ ïîòóæíîñò³ âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë, ðîçì³ùåíèõ 
ó ïëîùèí³, ïàðàëåëüí³é äî ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³, éîãî òåïëîâîãî òà òåðìîíà-
ïðóæåíîãî ñòàí³â çà òåìïåðàòóðîþ ³ ðàä³àëüíèìè ïåðåì³ùåííÿìè ãðàíè÷íî¿ 
ïîâåðõí³. Äîñë³äæåíî îáåðíåíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêî¿ çâåäåíî âè-
õ³äíó çàäà÷ó. Ç âèêîðèñòàííÿì ðîçâ’ÿçêó ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ 
ïðîâåäåíî ÷èñëîâó àïðîáàö³þ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿. 

 
Îäíîâèì³ðí³ îáåðíåí³ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêèõ çâîäÿòüñÿ çàäà÷³ 

³äåíòèô³êàö³¿ òåïëîâîãî òà òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàí³â ïðóæíèõ ò³ë çà íåïîâ-
íî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî òåïëîâå íàâàíòàæåííÿ, ðîçãëÿíóòî â ïðàöÿõ [6, 7, 10–12, 
14]. Ó ñòàòòÿõ [6, 11, 12] â ìåæàõ êâàç³ñòàòè÷íî¿ ³ äèíàì³÷íî¿ çàäà÷ òåðìî-
ïðóæíîñò³ ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçêè îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ òîâñòîãî øàðó. Ó 
ïðàöÿõ [7, 10, 14] â ìåæàõ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çâ’ÿçàíî¿ òà íåçâ’ÿçàíî¿ çàäà÷ 
òåðìîïðóæíîñò³ äîñë³äæåíî îáåðíåí³ çàäà÷³ äëÿ äîâãîãî öèë³íäðà. Äâîâè-
ì³ðí³ îñåñèìåòðè÷í³ îáåðíåí³ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ òîíêî¿ êðóãëî¿ 
ïëàñòèíêè ðîçãëÿíóòî â ïðàöÿõ [5, 13]. Çàçíà÷èìî, ùî çãàäàí³ âèùå çàäà÷³ 
³äåíòèô³êàö³¿ âèíèêàþòü ï³ä ÷àñ ä³àãíîñòèêè òåïëîâîãî òà òåðìîíàïðóæå-
íîãî ñòàí³â äåòàëåé ïðàöþþ÷îãî òåïëîåíåðãîîáëàäíàííÿ, êîëè âèì³ðþâàííÿ 
ïàðàìåòð³â òåïëîâîãî ïðîöåñó ìîæëèâå ëèøå íà ÷àñòèí³ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 
äåòàë³ [8, 9]. 
 Ó ö³é ñòàòò³ íà îñíîâ³ ìåòîäèêè, çàïðîïîíîâàíî¿ ó ðîáîòàõ [5–7], äî-
ñë³äæåíî äâîâèì³ðíó îñåñèìåòðè÷íó îáåðíåíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³, äî 
ÿêî¿ çâîäèòüñÿ çàäà÷à ³äåíòèô³êàö³¿ ïîòóæíîñò³ âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæå-
ðåë ó ï³âïðîñòîð³, éîãî òåïëîâîãî òà òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàí³â, êîëè äîäàò-
êîâî â³äîìà ïîâåä³íêà ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³.  
 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî â³ëüíèé â³ä ñèëîâîãî íàâàíòàæåíÿ 
îäíîð³äíèé ³çîòðîïíèé ï³âïðîñò³ð, â³äíåñåíèé äî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò , ,r zϕ . Íåõàé íàãð³âàííÿ ï³âïðîñòîðó çä³éñíþºòüñÿ ðîçì³ùåíèìè ó 

ïëîùèí³ 0 0,  constz z z= = , âíóòð³øí³ìè äæåðåëàìè òåïëà, ïîòóæí³ñòü ÿêèõ 

çàäàºòüñÿ ôóíêö³ºþ ( , )u r∗ ∗τ , äå ∗τ  – ÷àñ. Ââàæàºìî, ùî â³äîìà òåìïåðàòó-

ðà ( , )t r ∗τ  ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 0z =  ³ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òåìïåðàòó-
ðà ï³âïðîñòîðó º íóëüîâîþ. 
 Òîä³ íåñòàö³îíàðíå îñåñèìåòðè÷íå òåìïåðàòóðíå ïîëå ï³âïðîñòîðó º 
ðîçâ’ÿçêîì òàêî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³: 
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òåìïåðàòóðîïðîâîäíîñò³; R  – äåÿêèé õàðàêòåðíèé ðîçì³ð ò³ëà; ( , )u ρ τ =  
2( , )u R∗= ρ τ λ/  – â³äíîñíà ïîòóæí³ñòü âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë; λ  – êî-
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åô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; ( )xδ  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà; constmτ = . Ââà-

æàºìî, ùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ( ,0) 0,  ( ,0) 0t uρ = ρ = . 

 Çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³, ÿêà â³äïîâ³äàº òåìïåðàòóðíîìó ïîëþ ( , , )T xρ τ , 
îïèøåìî òàêîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü [2, 4]: 
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; ,r zu u  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü; ,zz rzσ σ  – 

êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; ν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; Tα  – êîåô³ö³ºíò 
ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ.  

 Çàäà÷à (1)–(5) çà â³äîìèõ ôóíêö³é ³ êîåô³ö³ºíò³â, ÿê³ âõîäÿòü ó ð³âíÿí-
íÿ ³ êðàéîâ³ óìîâè, íàçèâàºòüñÿ ïðÿìîþ çàäà÷åþ òåðìîïðóæíîñò³. Ìåòîäè 
ðîçâ’ÿçàííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ íàâåäåí³ ó ïðàöÿõ [2, 4]. 
 Ñôîðìóëþºìî òàêó çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿, ÿêà â³äïîâ³äàº çàäà÷³ (1)–(5). 
Ïðèïóñòèìî, ùî ïîòóæí³ñòü âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë íåâ³äîìà, òîáòî 
íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ ( , ),  0, ,  0, mu ρ τ ρ ∈ ∞ τ ∈ τ)[ [ ] . Ïîòð³áíî âèçíà÷èòè öþ 

ôóíêö³þ, òåìïåðàòóðíå ïîëå ï³âïðîñòîðó, à òàêîæ éîãî òåðìîíàïðóæåíèé 
ñòàí, ÿêùî äîäàòêîâî â³äîìà ïîâåä³íêà ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ãðàíè÷íî¿ 
ïîâåðõí³ 0x = , òîáòî 

 ( ,0, ) ( , ),        0, ,      0,r mu ∗ρ τ = ψ ρ τ ρ ∈ ∞ τ ∈ τ)[ [ ] , (6) 

äå ( , )∗ψ ρ τ  – çàäàíà ôóíêö³ÿ. 

 2. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Âèêîðèñòàâøè â³äîì³ ìåòîäè [2, 4] ³íòåã-
ðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çàäà÷³ (4), (5), ðàä³àëüí³ òà âåðòèêàëüí³ 
ïåðåì³ùåííÿ ï³âïðîñòîðó ïîäàìî ó âèãëÿä³ 
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äå ( )J ρ  – ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó ,  0,1=  . Ïðèïóñòèìî 

ùî ôóíêö³ÿ ( , )u ρ τ  â³äîìà. Òîä³, ñêîðèñòàâøèñü ³íòåãðàëüíèìè ïåðåòâîðåí-
íÿìè Ãàíêåëÿ ³ Ëàïëàñà [3], ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (1)–(3) çàïè-
øåìî ÿê 
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äå 
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erfc ( )x  – ³íòåãðàë éìîâ³ðíîñòåé [3]. 
 Ï³äñòàâèâøè òåìïåðàòóðíå ïîëå (8) ó âèðàç äëÿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³-
ùåíü (7) ³ âèêîðèñòàâøè óìîâó (6), îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ ïåðøî-
ãî ðîäó íà øóêàíó ôóíêö³þ ( , )u ρ τ : 
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 Îòæå, çàäà÷à ³äåíòèô³êàö³¿ çâåäåíà äî îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñ-
ò³, ÿêà îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì (9) ³ â ÿê³é çà â³äîìîþ ïîâåä³íêîþ ðàä³àëüíèõ 
ïåðåì³ùåíü ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó ïîòð³áíî âèçíà÷èòè ïîòóæí³ñòü 
âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë, ðîçì³ùåíèõ ó ïëîùèí³, ïàðàëåëüí³é äî ãðà-
íè÷íî¿ ïîâåðõí³. 
 ßêùî â ð³âíÿíí³ (9) ïîêëàñòè 0τ = , òî îòðèìàºìî óìîâó íà ðîçïîä³ë 
ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó â ïî÷àòêîâèé ìî-
ìåíò ÷àñó ( ,0) 0ψ ρ = , âèêîíàííÿ ÿêî¿ çàáåçïå÷óº íåïåðåðâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó 
öüîãî ð³âíÿííÿ. 
 Ïåðåéäåìî äî ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿííÿ (9). Çàñòîñóâàâøè äî íüîãî çà êîîð-
äèíàòîþ ρ  ³íòåãðàëüíå ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ ç ÿäðîì 1( )J sρ , îòðèìàºìî 
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 Ð³âíÿííÿ (10) º ³íòåãðàëüíèì ð³âíÿííÿì Âîëüòåððà ïåðøîãî ðîäó òèïó 
çãîðòêè çà çì³ííîþ τ  íà ôóíêö³þ ( , )Hu s τ . Âèêîðèñòîâóþ÷è äèôåðåíö³þ-
âàííÿ çà çì³ííîþ τ , ð³âíÿííÿ (10) ìîæíà çâåñòè äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó, ç ÷îãî âèïëèâàº êîðåêòí³ñòü ö³º¿ çàäà÷³. 
 Ïîáóäóºìî íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (10). Äëÿ öüîãî ðîç³á’ºìî 
÷àñîâèé ³íòåðâàë 0, mτ[ ]  íà m  ³íòåðâàë³â äîâæèíè mh m= τ /  ³ çàì³íèìî íà 

êîæíîìó ç íèõ ôóíêö³þ ( , )Hu s τ  çà çì³ííîþ τ  ë³í³éíèì ñïëàéíîì [1]  
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 Âèãëÿä ñèñòåìè (11) äàº çìîãó áåçïîñåðåäíüî çàïèñàòè ðåêóðåíòíó 

ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ( ) ( ),  1j
Hu s j m≤ ≤ .  

 Çíàþ÷è ( ) ( ),  1j
Hu s j m≤ ≤ , çà ôîðìóëîþ îáåðíåííÿ äëÿ ³íòåãðàëüíîãî 

ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ [3] 

 ( ) ( )
0

0

( ) ( ) ( )j j
Hu su s J s ds

∞

ρ = ρ∫  

÷èñåëüíî çíàõîäèìî øóêàíó ôóíêö³þ. Òóò ( ) ( ) ( , ),  1j
ju u j mρ = ρ τ ≤ ≤ . 

 Âèçíà÷èâøè ïîòóæí³ñòü òåïëîâèõ äæåðåë, çà ôîðìóëîþ (8) çíàõîäèìî 
òåìïåðàòóðíå ïîëå ï³âïðîñòîðó. Òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí ï³âïðîñòîðó, ÿêèé 
â³äïîâ³äàº çíàéäåíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîëþ, çíàõîäèìî íà îñíîâ³ çàëåæ-
íîñòåé (7) ³ îñíîâíèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåðìîïðóæíîñò³ [2, 4]. 
 3. ×èñëîâà àïðîáàö³ÿ ìåòîäèêè. Ç ìåòîþ àïðîáàö³¿ çàïðîïîíîâàíî¿ ìå-
òîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ðîçãëÿíåìî ïðÿìó çàäà÷ó òåð-
ìîïðóæíîñò³ äëÿ ï³âïðîñòîðó çà óìîâ  

 2( , ) 0,          ( , ) exp 1 exp ( )t u Qρ τ = ρ τ = −βρ − −ατ( )( ) ,  

äå , , constQα β = , ³ âèçíà÷èìî ðàä³àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. 
Âèêîðèñòàºìî çíàéäåí³ ïåðåì³ùåííÿ ÿê çàäàí³ â îáåðíåí³é çàäà÷³ òà çíàé-



128 

äåìî â³äíîñíó ïîòóæí³ñòü âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë ÿê ðîçâ’ÿçîê îáåð-

íåíî¿ çàäà÷³ ( ) ( ),  1ju j mρ ≤ ≤ . Ïîð³âíþþ÷è ( ) ( ),  1ju j mρ ≤ ≤ , ³ç çàäàíîþ ó 

ïðÿì³é çàäà÷³ ôóíêö³ºþ ( , )u ρ τ , îö³íèìî âåëè÷èíó â³äõèëåííÿ ( ) ( )ju ρ , 

1 j m≤ ≤ , â³ä ( , )u ρ τ . 

 Ðîçïîä³ë â³äíîñíèõ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ ï³âïðî-
ñòîðó ( , )ψ ρ τ  çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ ρ , âèçíà÷åíèõ ç ïðÿìî¿ çàäà÷³ 

òåðìîïðóæíîñò³ ïðè 2.0α = , 2.0β = , 1.0Q = , 0 0.5x = , 1.5mτ =  äëÿ ìî-

ìåíò³â ÷àñó 0.5, 0.8, 1.5τ =  çîáðàæåíî 
íà ðèñ. 1. Ïîâåä³íêó â ÷àñ³ ðîçâ’ÿçêó 
îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ 
â³äïîâ³äíî â òî÷êàõ 0.5, 0.7, 1.0ρ =  

ïðè àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³¿ ( , )ψ ρ τ  êó-
á³÷íèì ñïëàéíîì äâîõ çì³ííèõ [1] ç 

â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ 35.0 10−⋅  ³ ðîçðà-
õóíêîâîìó êðîö³ 0.01h =  íàâåäåíî íà 
ðèñ. 2. Êðóæå÷êè íà öèõ êðèâèõ ïî-
çíà÷àþòü ïîâåä³íêó çà ÷àñîì ôóíêö³¿ 

( , )u ρ τ  ïðè â³äïîâ³äíèõ çíà÷åííÿõ êî-
îðäèíàòè ρ . Ðèñ. 3 ³ëþñòðóº ïîâåä³í-
êó ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ ó ìîìåíòè ÷àñó 

0.3, 0.6, 1.5τ =  ïðè âêàçàí³é âèùå àïðîêñèìàö³¿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü. 
Êðóæå÷êè íà öèõ êðèâèõ ïîçíà÷àþòü ïîâåä³íêó çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ 
ôóíêö³¿ ( , )u ρ τ  ó â³äïîâ³äí³ ìîìåíòè ÷àñó. 
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 Рис. 2  Рис. 3 
 Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ ïîêàçàëè, ùî äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó 
ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 ( )
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−

ρ τ − ρ
≤ ⋅ ρ ∈ ∞ ≤ ≤

ρ
[ .  

Öå ï³äòâåðäæóº ñò³éê³ñòü ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ äî ìàëèõ ïîõèáîê âõ³ä-
íèõ äàíèõ ³ ñâ³ä÷èòü ïðî çàäîâ³ëüíó òî÷í³ñòü, ç ÿêîþ çíàéäåíî öåé ðîç-
â’ÿçîê. 
 Âèñíîâîê. Äëÿ îñåñèìåòðè÷íî äåôîðìîâàíîãî ï³âïðîñòîðó ³äåíòèô³êà-
ö³þ íåâ³äîìî¿ ïîòóæíîñò³ âíóòð³øí³õ òåïëîâèõ äæåðåë, ðîçì³ùåíèõ ó ïëî-
ùèí³, ïàðàëåëüí³é äî ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³, éîãî òåïëîâîãî ³ òåðìîíàïðóæåíî-
ãî ñòàí³â çä³éñíåíî îïîñåðåäêîâàíî ÷åðåç òåìïåðàòóðó òà ðàä³àëüí³ ïåðåì³-
ùåííÿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. Ïîêàçàíî, ùî ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ³äåíòèô³-
êàö³¿ ìîæíà çâåñòè äî îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³. Íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿç-
êó ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ ïðîâåäåíî ÷èñëîâó àïðîáàö³þ ìåòîäèêè 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿. 
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ОБРАТНАЯ ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛУПРОСТРАНСТВА 
ПРИ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ О ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКЕ 
 
Äëÿ îñåñèììåòðè÷íî äåôîðìèðóåìîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøå-
íà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìîùíîñòè âíóòðåííèõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ, ðàñïî-
ëîæåííûõ â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè, åãî òåïëîâîãî è 
òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèé ïî òåìïåðàòóðå è ðàäèàëüíûì ïåðåìåùåíèÿì 
ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè. Èññëåäîâàíà îáðàòíàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè, ê êîòî-
ðîé ñâåäåíà èñõîäíàÿ çàäà÷à. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è òåðìî-
óïðóãîñòè äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ àïðîáàöèÿ ìåòîäèêè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. 
 
INVERSE AXIALLY SYMMETRIC THERMOELASTICITY PROBLEM FOR HALF-SPACE 
WITH INCOMPLETE INFORMATION ABOUT THERMAL LOADING 
 
The problem on power identification of internal heat sources in the axially symmetric 
deformed half-space is formulated and solved. The heat sources are distributed in the 
plane parallel to the boundary surface. The heat sources, thermal and thermal stressed 
states of the half-space have been also determined using the known temperature and 
radial displacements on the boundary surface. The problem is reduced to the inverse 
thermoelasticity problem. The method of solution of the inverse problem is numetically 
verified by using the solution of the direct thermoelasticity problem. 
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