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ВИЗНАЧЕННЯ ПЛОСКОГО НЕОСЕСИМЕТРИЧНОГО  
ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО СТАНУ РАДІАЛЬНО-НЕОДНОРІДНОГО КІЛЬЦЯ 
 

Ðîçâèíóòî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ íåîñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ äëÿ ðàä³àëüíî-íåîäíîð³äíèõ 
ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà òà äèñêà. Ìåòîäèêà ´ðóíòóºòüñÿ íà ³íòåãðóâàíí³ 
ð³âíÿíü ð³âíîâàãè, ÿê³ íå çàëåæàòü â³ä âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó. Öå äàº ìîæ-
ëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ íàïðóæåííÿìè, îòðèìàíèõ äëÿ âè-
ïàäêó îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó, âíàñë³äîê ÷îãî ïîñòàâëåí³ çàäà÷³ çâîäÿòüñÿ äî 
êëþ÷îâèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó. 

 
Âñòóï. Â³äîìî, ùî äîñòîâ³ðí³ñòü ðîçðàõóíê³â ì³öíîñò³ òà ³íøèõ åêñïëó-

àòàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é çàëåæèòü â³ä óðàõóâàííÿ 
òèõ ÷è ³íøèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â, çîêðåìà, â³ä óðàõóâàííÿ çàëåæíîñò³ 
òåïëîô³çè÷íèõ òà ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê â³ä êîîðäèíàòè ì³ñöÿ òî÷êè ò³-
ëà (íåîäíîð³äí³ñòü) àáî â³ä ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè (òåðìî÷óòëèâ³ñòü). Ó 
çâ’ÿçêó ç öèì ³íòåíñèâíî ðîçâèâàþòüñÿ ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³, ÿê³ äîçâîëÿþòü 
âðàõîâóâàòè ö³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àë³â ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ ìåõàí³êè 
äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà, à òàêîæ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷.  

ßê âàæëèâèé ïðèêëàä íåîäíîð³äíèõ òà òåðìî÷óòëèâèõ ìàòåð³àë³â ñë³ä 
ðîçãëÿíóòè ôóíêö³îíàëüíî-´ðàä³ºíòí³ ìàòåð³àëè. Ö³ ìåòàëî-êåðàì³÷í³ êîì-
ïîçèòè âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîêðàùåííÿ ïîêàçíèê³â åêñïëóàòàö³éíèõ õà-
ðàêòåðèñòèê åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é [17, 18], ÿê³ ôóíêö³îíóþòü ó ñåðåäîâè-
ùàõ âèñîêèõ òåìïåðàòóð. Ùîá óíèêíóòè ñòðèáê³â âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â 
ó çîíàõ êîíòàêòó ñêëàäíèê³â, ùî ï³äâèùóº ñõèëüí³ñòü äî ðóéíóâàííÿ, ö³ 
êîìïîçèòè ôîðìóþòüñÿ òåõíîëîã³÷íî ç âëàñòèâîñòÿìè, ÿê³ íåïåðåðâíî çì³-
íþþòüñÿ ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç çîíó êîíòàêòó.  

Ñåðåä îá’ºêò³â, âèãîòîâëåíèõ ç ôóíêö³îíàëüíî-´ðàä³ºíòíèõ ìàòåð³àë³â, 
ÿê³ õàðàêòåðèçóþòüñÿ íåîäíîð³äí³ñòþ â îäíîìó ç ïðîñòîðîâèõ íàïðÿìê³â, çà 
àêòèâí³ñòþ âèâ÷åííÿ â îñòàíí³ äåñÿòèë³òòÿ ïîì³òíî âèä³ëÿþòü ðàä³àëüíî-
íåîäíîð³äí³ öèë³íäðè òà äèñêè. Ùîá íå ïåðåîáòÿæóâàòè îãëÿä çíà÷íîþ 
ê³ëüê³ñòþ ðîá³ò, ïðèñâÿ÷åíèõ ðîçâ’ÿçóâàííþ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ òàêîãî 
êëàñó, îáìåæèìîñü ìåòîäàìè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ íåîñåñèìåòðè÷íèõ çà-
äà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ âêàçàíèõ ò³ë. Àíàë³òè÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Íàâ’º ïëîñêî¿ íåîñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
òà òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ äîâãîãî òîâñòîñò³ííîãî ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà ç³ 
ñòåïåíåâîþ çàëåæí³ñòþ â³ä ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé 
ìàòåð³àëó çíàéäåíî ó ôîðì³ êîìïëåêñíèõ ðÿä³â Ôóð’º ó ðîáîò³ [14]. Êð³ì 
òîãî, òàì æå çíàéäåíî íåîñåñèìåòðè÷í³ ðîçïîä³ëè òåìïåðàòóð ³ç â³äïîâ³ä-
íèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ çà çì³ííîãî êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³. Àíà-
ëîã³÷í³ ðîçâ’ÿçêè îòðèìàíî â ðîáîòàõ [19, 20]. Ó ðîáîò³ [23] ïîáóäîâàíî ðîç-
â’ÿçîê çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà, ìîäóëü ïðóæ-
íîñò³ ÿêîãî åêñïîíåíö³àëüíî çàëåæèòü â³ä ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè. Ïðè öüî-
ìó âèõ³äíèé íåïåðåðâíî íåîäíîð³äíèé öèë³íäð áóëî çàì³íåíî áàãàòîøàðî-
âèì öèë³íäðîì òèõ æå ðîçì³ð³â, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç îäíîð³äíèõ êîíöåíòðè÷-
íèõ öèë³íäðè÷íèõ øàð³â îäíàêîâî¿ ìàëî¿ òîâùèíè, ³äåàëüíî ñêð³ïëåíèõ ì³æ 
ñîáîþ. Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â îòðèìàíèõ äëÿ êîæíîãî øàðó çàäà÷ âèêî-
ðèñòàíî ôóíêö³þ íàïðóæåíü Ì³÷åëà [9, 16]. Ïîä³áíèé ï³äõ³ä çàñòîñîâàíî ó 
[15]. Çà àíàëîã³ºþ ³ç áàãàòîøàðîâèìè ò³ëàìè ôóíêö³þ ¥ð³íà äëÿ ðàä³àëüíî-
íåîäíîð³äíèõ ïîðîæíèñòîãî òà ñóö³ëüíîãî öèë³íäð³â ïîáóäîâàíî â [13]. ×è-
ñåëüíó ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ íåîñåñèìåòðè÷íèõ òåðìîíàïðóæåíü ó ðàä³-
àëüíî-íåîäíîð³äíîìó öèë³íäð³ áóëî çàïðîïîíîâàíî ó [22]. 

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçâèíóòî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ íåîñåñèìåò-
ðè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ ðàä³àëüíî-íåîäíîð³äíî¿ 
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ê³ëüöåâî¿ îáëàñò³, äî ÿêèõ çâîäÿòüñÿ òàêîãî êëàñó çàäà÷³ äëÿ äîâãîãî ïî-
ðîæíèñòîãî öèë³íäðà çà óìîâ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ (ÏÄ) òà äëÿ òîíêîãî äèñêà ç 
îñüîâèì îòâîðîì ó âèïàäêó ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó (ÏÍÑ). Ìåòîäèêà 
´ðóíòóºòüñÿ íà çâåäåíí³ âèõ³äíèõ çàäà÷ äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà [8] 
³ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó áåçïîñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ âèõ³äíèõ ð³âíÿíü [2, 3]. 
Êëþ÷îâèì ïîëîæåííÿì öüîãî ï³äõîäó º âèêîðèñòàííÿ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ 
êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðóæåíü, ÿê³ îòðèìàí³ íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè ³ 
íå çàëåæàòü â³ä âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó. Öå â³äêðèâàº ìîæëèâ³ñòü çðó÷íîãî 
ïîøèðåííÿ ìåòîäèêè äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíü â îäíîð³äíèõ ò³ëàõ íà âèïàäîê 
íåîäíîð³äíèõ. Òàêèì ÷èíîì, ìåòîäèêó [3] áóëî ðîçâèíóòî â [4, 5, 7] äëÿ ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ íåîäíî-
ð³äíèõ ³ òåðìî÷óòëèâèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë. Àíàëîã³÷íî ìåòîäèêó [2] áóëî ðîçâè-
íóòî â [11, 21] íà âèïàäîê íåîäíîð³äíî¿ â ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ ñìóãè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ïëîñêà êâàç³ñòàòè÷íà íåîñåñèìåòðè÷íà çàäà÷à òåî-
ð³¿ ïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ ó ê³ëüöåâ³é îáëàñò³ 1,k ≤ ρ ≤  0 2≤ ϕ ≤ π  
çà â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ ñèë îïèñóºòüñÿ [1, 9] ð³âíÿííÿìè ð³âíîâàãè 
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( )E E= ρ  – ìîäóëü ïðóæíîñò³; ( )ν = ν ρ  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; ( )G G= ρ  – 
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òîðö³ öèë³íäðà çàùåìëåíî ïîì³æ æîðñòêèìè ïëîùèíàìè [9]).  
Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ñèñòåìó ð³âíÿíü (1)–(3) ñë³ä äîïîâíèòè [12] 
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ÿê³ îòðèìàíî â [6] íà îñíîâ³ ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ñóö³ëüíîñò³ Êîø³ [9]. Êð³ì 
òîãî, øóêàí³ íàïðóæåííÿ ìàþòü çàäîâîëüíÿòè êðàéîâ³ óìîâè  
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3), (4) òà ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (1), ïîäà-
ìî ð³âíÿííÿ ñóö³ëüíîñò³ (2) ó íàïðóæåííÿõ 
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Ïîáóäóºìî ñïåðøó ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ íàïðóæåíü ç íèæí³ì ³íäåêñîì 
«0». ßê áóëî ïîêàçàíî ó [12], åëåìåíòàðíà ÷àñòèíà äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íå 
çàëåæèòü í³ â³ä âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó, í³ â³ä òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ 
âèçíà÷àºòüñÿ ïðîñòèì âèðàçîì 
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äëÿ äîòè÷íèõ çóñèëü. Ö³ ðîçâ’ÿçîê òà óìîâà äåòàëüíî ïðîñòåæåí³ ó [9, ñ. 140].  
Ï³äñòàâèâøè â³äïîâ³äí³ âèðàçè (8) ó ð³âíÿííÿ (7), äëÿ êîåô³ö³ºíò³â íà-

ïðóæåíü (9) îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ ñóö³ëüíîñò³  

 
2

0 0 0
0 2

1 1
2 2
Rd d d d d deT

d d G d G d dE d

σ ρ Φ        ρ + α = + + ρ        ρ ρ ρ ρ ρ         ρ
. (11) 

Ó ðîáîò³ [12] íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè áóëî îòðèìàíî âèðàç  

 2 2
0 10 0 ( )

k

R k p d
ρ

ρ = − + ησ η η∫  (12) 
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òà ³íòåãðàëüíó óìîâó äëÿ åëåìåíòàðíî¿ ÷àñòèíè ñóìàðíèõ íàïðóæåíü 

 
1

2
0 10 20

k

d k p pρσ ρ = −∫ . (13) 

Çàñòîñîâóþ÷è ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç (12), 
ð³âíÿííÿ ñóö³ëüíîñò³ (11) çâîäèìî äî âèãëÿäó 

 0 0
0

1
2

Rd d deT
d d G dE

σ   + α = +   ρ ρ ρ   
. (14) 

Ð³âíÿííÿ òèïó (14) ðîçãëÿäàëîñÿ äëÿ àíàëîã³÷íî¿ îäíîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ â [4, 5, 
7], äå ç âèêîðèñòàííÿì (12) éîãî áóëî çâåäåíî äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ  

 0 0 0 0 0 0
1 ( ) ( , )
2

k

E C e P T d
ρ 

σ = + − − α + ξσ ξ ρ ξ ξ 
 

∫ K . (15) 

Òóò 0C  – ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ, 

 
2

10
0 0 02

1 1( , ) ,        ( , )
( ) 2

k pd d P k
d G

ρ

ξ

 ρ ξ = η = ρ η η η∫K K .  (16) 

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (15) âèêîðèñòàºìî ìåòîäèêó [4, 5, 7], ÿêà ïîëÿ-
ãàº ó â³äøóêàíí³ åëåìåíòàðíî¿ ÷àñòèíè ñóìàðíèõ íàïðóæåíü ó âèãëÿä³ ãðàíèö³ 

 ( )
0 0lim m

m→∞
σ = σ  (17) 

ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü 

 (0)
0 0σ ≡ , 

 ( ) ( ) ( ) ( 1)
0 0 0 0 0 0    1 ( ) ( , ) , 1,2,

2
m m m m

k

E C e T P d m
ρ

− 
σ = + − α − + ξσ ξ ρ ξ ξ = 

 
∫ K  . 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ( )
0
mC  òà ( )me  âèêîðèñòàºìî óìîâó (13). Ó âèïàä-

êó ÏÄ öèë³íäðà ³ç çàùåìëåíèìè â³ä îñüîâèõ ïåðåì³ùåíü òîðöÿìè, à òàêîæ 
ÏÍÑ òîíêîãî äèñêà âíàñë³äîê â³äñóòíîñò³ îñüîâî¿ äåôîðìàö³¿ ìàºìî 

 ( ) 0me = . (18) 

Òîä³ ç (13) íåñêëàäíî çíàéòè, ùî 

 ( ) ( )
0 1 1/m mC b I= , (19) 

äå 

 
1 1

( ) 2 ( 1)
1 10 20 0 0 0 0

1( ) ( ) ( , )
2

m m

k k k

b k p p E T P d E d d
ρ

−= − + ρ α + ρ − ρ ξσ ξ ρ ξ ξ ρ∫ ∫ ∫ K , 

 
1

1
k

I E d= ρ ρ∫ . 

Ó âèïàäêó ÏÄ öèë³íäðà ç â³ëüíèìè òîðöÿìè äîäàòêîâó óìîâó 

 
1 1

( ) ( )
0 0

m m

k k

e E d ET dρ ρ = ν ρ α − νσ ρ∫ ∫ ( )  (20) 

îòðèìóºìî ç ô³çè÷íîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 0z Ee ETσ = + νσ − α  

òà óìîâè â³äñóòíîñò³ íàâàíòàæåíü íà òîðöÿõ öèë³íäðà: 

 
2 1

0

0z
k

d d
π

ρσ ρ ϕ =∫ ∫ . 
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Ç ñèñòåìè óìîâ (13), (20) äëÿ öüîãî âèïàäêó çíàõîäèìî 

 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1 2 2 2 1 1 2
0 2 2 2 2

1 2 1 2

,           
m m m m

m mb I b I b I b I
C e

I I I I

− ν −
= =

− −

( )
, (21) 

äå  

 
1 1

( ) ( 1)0
2 0 0 02

1 ( ) ( , )
1 1 2 1

m m

k k k

PE E
b T d d d

ρ
−νρ ρν = α + ρ − ξσ ξ ρ ξ ξ ρ − ν + ν  − ν∫ ∫ ∫ K , 

 
1

2
k

I E d= ρν ρ∫ . 

Ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ ñóìàðíèõ íàïðóæåíü çà ôîðìóëîþ (17) ãðàíèö³ ïîñë³äîâ-
íèõ íàáëèæåíü, ñêëàäîâ³ ó âèðàçàõ ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ ç (18), (19) àáî (21), 
åëåìåíòàðíó ÷àñòèíó ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ (12), à 
êîëîâèõ – çà ôîðìóëîþ 

 0 0 0RΦ = σ − , 

ùî âèïëèâàº ç (4), (8), (9). 
Äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â (10) êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü (8) âè-

êîðèñòàºìî âèðàçè, îòðèìàí³ â [12] íà îñíîâ³ ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ð³âíî-
âàãè (1): 

 2 2
1 12

1 ( , ) ( 1) ( , )
2

i i i i
n n n n nS k k q k k p+ −

= χ ρ + − χ ρ −ρ 
 

 ( 1) ( ) ( , ) ( , )i i
n n n

k

n d
ρ

+ − 
− − ησ η χ ρ η + χ ρ η η


∫ ( ) , 

 2 2
1 12

1 ( 1) ( , ) ( , )
2

i i i i
n n n n nR k k q k k p− +

= − − χ ρ + χ ρ −ρ 
 

 ( ) ( , ) ( , )i
n n n

k

n d
ρ

− + 
− ησ η χ ρ η + χ ρ η η


∫ ( ) , 

 2 2
1 12

1 ( 1) ( , ) ( , )
2

i i i i
n n n n nk k q k k p− +

Φ = − χ ρ + χ ρ −ρ 
 

 ( ) ( , ) ( , ) ,        1,2i i
n n n n

k

n d i
ρ

− + 
− ησ η χ ρ η + χ ρ η η + σ =


∫ ( ) . (22) 

Òóò ( , ) .n n n n
n x y x y x y± − −χ = ±  Êð³ì òîãî, áóëî âñòàíîâëåíî íåîáõ³äí³ óìîâè 

 
1

1 2 2
1 2 1 2( 1) ( 1)n i n i i i n i i

n n n n n
k

n d k p p k q q+ + ++ ρ σ ρ = − + − −∫ ( ) , 

 
1

1 2 2
2 1 1 2( 1) ( 1)n i i n i i n i i

n n n n n
k

n d p k p k q q− − −− ρ σ ρ = − + − −∫ ( ) . (23) 

ßê çàçíà÷àëîñÿ [12], óìîâè (23) ñëóãóâàòèìóòü äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ 
³íòåãðóâàííÿ ó øóêàíîìó ðîçâ’ÿçêó. Ïðîòå äðóãà ç íèõ âèðîäæóºòüñÿ ïðè 

1n = , ³ çàì³ñòü íå¿ ìàº áóòè âèêîðèñòàíà óìîâà (5). Íàòîì³ñòü öÿ äðóãà ç 
óìîâ (23) ïðè 1n =  ïîðîäæóº óìîâè 

 11 21 11 21( 1) ,       1,2i i i i ikp p kq q i− = − − =( ) , (24) 
ÿê³ ó òåðì³íàõ (6) ìàþòü âèãëÿä 

 
2 2

1 2 1 2
0 0

cos cos
( ) ( )

sin  sin
kp p d kq q d

π πϕ − ϕ   − ϕ = − ϕ   ϕ ϕ   ∫ ∫  

³ âèðàæàþòü ð³âíîâàãó çîâí³øí³õ çóñèëü ó ïðîåêö³ÿõ íà îñ³ äåêàðòîâèõ êî-
îðäèíàò [9, ñ. 147]. 
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Ï³äñòàâèâøè ðîçâèíåííÿ (8) ó ð³âíÿííÿ (7) àáî æ çàñòîñóâàâøè äî 
íüîãî ³íòåãðàëüí³ ïåðåòâîðåííÿ (10), çíàõîäèìî ð³âíÿííÿ  

 
2

2
1 1

2 2

i i i
in n n

n n

R d dT
G d GE d

σ Φ     ∆ + α = +     ρ ρ     ρ
, (25) 

äå 

  
2

2
1

n
d d n
d d

 ∆ = ρ − ρ ρ ρ  ρ
. 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (25) ç óðàõóâàííÿì äâîõ îñòàíí³õ âèðàç³â (22) ìàº 
âèãëÿä 

 i i n i n i i i
n n n n n nE A B P Q T−

σ = ρ + ρ + + − α +


 

 2
2

1 1 1 ( ) ( 1)
4 ( )

i n n n
n

k k

d n
d G

ρ η
− + ξσ ξ + ρ ξ η − η η η∫ ∫ [  

 2( 1) n n nn d d− − 
− − ρ ξ η ξ η 


] .  

Òóò ,i i
n nA B  – ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ, 

 1 ( , ) 1
4

i
i n n
n

k

kp k dP
n d G

−

ρ=

χ ρ  = − +  ρ  
 

 2( 1) 2( 1)1
( )

n n n n n n

k

dk k k d
d G

ρ
− − − − +  + ρ η + ρ η η  η η  ∫ ( ) , 

 
2

2( 1) 2( 1)1( 1) 1
4 ( )

i i
i n n n n n nn
n

k

k q dQ k k d
d G

ρ
− − − − +−  = ρ η − ρ η η η η ∫ ( ) . 

Çì³íèâøè ïîðÿäîê ³íòåãðóâàííÿ â îòðèìàíîìó ðîçâ’ÿçêó, çâîäèìî éîãî äî 
³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 

 1 ( ) ( , )
4

i i n i n i i i i
n n n n n n n n

k

E A B P Q T d
ρ

− 
σ = ρ + ρ + + − α + ξσ ξ ρ ξ ξ 

 
∫ K , (26) 

äå 

 2( 1) 2( 1)1( , ) ( 1) ( 1)n n n n n n
n

d n n d
d G

ρ
− + − − −

ξ

 ρ ξ = + ρ ξ η − − ρ ξ η η η  ∫K ( ) . (27) 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (26) áóäóºìî çà äîïîìîãîþ ò³º¿ æ ìåòîäèêè, ùî 
áóëà çàñòîñîâàíà äëÿ ð³âíÿííÿ (15), ó âèãëÿä³ 

 ( )limi i m
n n

m→∞
σ = σ , (28)  

äå 

 (0) 0i
nσ ≡ , 

 ( ) ( ) ( )i m i m n i m n i i
n n n n nE A B P Q−

σ = ρ + ρ + + −


 

 ( 1)1 ( ) ( , )
4

i i m
n n n

k

T d
ρ

− 
− α + ξσ ξ ρ ξ ξ


∫ K ,  (29) 

à ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ ( ) ( ),i m i m
n nA B , 2,n ≥  1,2,i =  1,2,m =  , âèçíà÷àºìî ç 

óìîâ (23) ó âèãëÿä³ 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )1 1 2 1 2 1,            
i m i m i m i m

i m i mn n n n n n
n n

n n

I F I F I F I F
A B

+ −− −
= =

γ γ
. (30) 

Òóò 

 ( ) 2 2
1 1 2 1 2

1 ( 1)
1

i m n i i i n i i
n n n n nF k p p k q q

n
+ += − + − − −

+
( )[ ]  

 
1

1 ( )( ) ( )n i m
n

k

E F d+− ρ ρ ρ ρ∫ , 

 ( ) 2 2
2 2 1 1 2

1 ( 1)
1

i m i n i i n i i
n n n n nF p k p k q q

n
− −= − + − − −

−
( )[ ]  

 
1

1 ( )( ) ( )n i m
n

k

E F d−− ρ ρ ρ ρ∫ , 

 ( ) ( 1)1( ) ( ) ( , )
4

i m i i i i m
n n n n n n

k

F P Q T d
ρ

−ρ = + − α + ξσ ξ ρ ξ ξ∫ K , 

 
1

2 2 2
1 ,          , , ( )n n

n n n n n
k

I I I I I E d− + + − −γ = − = ρ ρ ρ ρ ρ∫{ } { } . 

Àíàëîã³÷íî, ÿê ó âèïàäêó îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó [12], ñòàë³ ( )
1
i mA , i =  

1,2= , 1, 2,m =  , âèçíà÷àºìî ç âèêîðèñòàííÿì ³íòåãðàëüíî¿ óìîâè (5) òà 
óìîâ (24) ó âèãëÿä³ 

 
2

( )
1 11

1

1 1 1 14
( ) 4

i m i

k

d k dA kp k
d G G k d Gρ= ρ=

 +   = − − +    ρ ρ    
 

 
2

21
11

1 1

1 1 1 1( 1)
2 ( ) 4

i
i ip d k dkq

d G G k d Gρ= ρ=
+ −   + + − +    ρ ρ    

 

 
1

2 ( 1)
1

1

1 i m

k

d d
d G

−

ρ=

 + ρ σ ρ ρ   ∫ . (31) 

Âèðàçè äëÿ ñòàëèõ ( )
1
i mB , 1, 2,i =  1,2,m =  , îòðèìóºìî ç ïåðøî¿ óìîâè 

(23) ïðè 1n = : 

 ( ) 3 3 ( )
1 1 11 21 11 21 1 12 ( 1) 2i m i i i i i i mI B k p p k q q I A+ = − + − − − −( )  

 
1

2 ( 1)
1 1 1 1 1

12 ( ) ( , )
4

i i i i m

k k

E P Q T d d
ρ

− 
− ρ + − α + ξσ ξ ρ ξ ξ ρ 

 
∫ ∫ K , (32) 

äå ñòàë³ ( )
1
i mA  ìàþòü âèãëÿä (31).  

Âèçíà÷èâøè ñêëàäîâ³ ñóìàðíèõ íàïðóæåíü ó âèãëÿä³ ãðàíèö³ (28) ïî-
ñë³äîâíèõ íàáëèæåíü (29), ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ ó ÿêèõ ìàþòü âèãëÿä (30)–(32), 
â³äïîâ³äí³ ñêëàäîâ³ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü çíàõîäèìî çà ôîðìóëà-
ìè (22).  

Ç âèðàç³â (16), (27) ëåãêî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè constG =  ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ (15) ³ (26) âèçíà÷àþòü òî÷íèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³.  

Ïðèêëàäè ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â òà îáãîâîðåííÿ.  
Ïðèêëàä 1. Äëÿ ÷èñëîâî¿ ïåðåâ³ðêè ðîçâèíóòî¿ ìåòîäèêè ðîçãëÿíåìî 

ïðèêëàä, íàâåäåíèé ó [23] äëÿ âèïàäêó ÏÄ ïîðîæíèñòîãî öèë³íäðà, ùî 
ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ çîâí³øí³õ çóñèëü  

 1 0 2 1 2 0cos ( ),     0,    const,    constp p p q q p= − µϕ = = = µ = = , (33)  

ïðè íåõòóâàíí³ òåìïåðàòóðíèì ïîëåì Ò. Ïðè öüîìó ïðèéíÿòî ( )E ρ =  
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0 exp ( )E= βρ , äå 0const, constEβ = = , 0 constν = ν =  (ó âñ³õ ðîçðàõóíêàõ 

íèæ÷å 0 0.3ν = ), 0 exp ( )G G= βρ , äå 0 0 0/(2 2 )G E= + ν . 

Ó ðîáîò³ [23] ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíèõ íàïðóæåíü 0/ ,r pσ  

0/ ,pϕσ  ³ 0/r pϕσ  áóëè îòðèìàí³ äëÿ âèïàäêó öèë³íäðà âíóòð³øíüîãî ðàä³ó-

ñà 0 1r =  òà çîâí³øíüîãî – 5er = , êîëè 0µ =  òà 4µ = , äëÿ çíà÷åíü 0β =  

(îäíîð³äíèé ìàòåð³àë), 1.5β = ±  òà 3β = ± . Îñê³ëüêè ó ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòî-
âóºìî áåçðîçì³ðí³ êîîðäèíàòè, â³äíåñåí³ äî çîâí³øíüîãî ðàä³óñà, òî äëÿ ïî-
ð³âíÿííÿ äàíèõ íàì ñë³ä ïîêëàñòè 0 / ek r r=  ³ 0, 1.5 , 3e er rβ = ± ± .  

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó 0µ =  çóñèëëÿ (33) ³, ÿê íàñë³äîê, íàïðóæåí-
íÿ ó öèë³íäð³ íå çàëåæàòü â³ä êóòîâî¿ çì³ííî¿. Òàêèì ÷èíîì, íàïðóæåííÿ 
îïèñóþòüñÿ ëèøå åëåìåíòàðíèìè ñêëà-
äîâèìè (9). 

Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè ðà-
ä³àëüíèõ íàïðóæåíü ó ê³ëüö³, ñòîðîíè 
ÿêîãî íàâàíòàæåí³ çóñèëëÿìè (33) ïðè 

0µ = . Íåñêëàäíî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íà-
âåäåí³ çíà÷åííÿ íàïðóæåíü ñï³âïàäà-
þòü ç â³äïîâ³äíèìè, îòðèìàíèìè â [23, 
ðèñ. 2, ñ. 604]. Àíàëîã³÷íèé âèñíîâîê âè-
ïëèâàº ç ïîð³âíÿííÿ ñòð³÷îê ² (çíà÷åííÿ 
ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü, îòðèìàí³ ìåòî-
äîì [23]) òà ²² (îòðèìàí³ çà çàïðîïîíîâà-
íîþ ìåòîäèêîþ) ó òàáë. 1. 

Таблиця 1 
ρ  3 erβ =   1.5 erβ =   3 erβ = −   1.5 erβ = −    

0.4 
0.591 
0.592 

0.514 
0.513 

0.007 
0.010 

0.051 
0.047 

I 
II 

0.6 
0.450 
0.447 

0.341 
0.343 

0.004 
1E-4 

0.004 
0.004 

I 
II 

0.8 
0.343 
0.344 

0.207 
0.209 

0.000 
0.000 

9E-4 
4E-4 

I 
II 

Ïîð³âíÿííÿ ðåçóëüòàò³â äëÿ êîëîâèõ íàïðóæåíü ³, òàê ñàìî, íàïðó-
æåíü, ðîçðàõîâàíèõ ïðè 4µ = , âèÿâëÿº ¿õ ñï³âïàä³ííÿ ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ. 
Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ðîçïîä³ëè ðàä³àëüíèõ (ðèñ. 2à), êîëîâèõ (ðèñ. 2b) òà 
äîòè÷íèõ (ðèñ. 2ñ) íàïðóæåíü ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ äëÿ âèïàäêó 4µ = .  

    

Рис. 2 
Ï³ä ÷àñ îá÷èñëåíü âñòàíîâëåíî øâèäêó çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â 

(17), (28). 

 
Рис. 1 
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Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, âèâ÷åíèé ó ðîáîò³ [12], êîëè ê³ëüöå 
çàçíàº ñòàëîãî òèñêó íà äâîõ ä³àìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ ä³ëÿíêàõ ãðàíèö³ 

1ρ = : 

 1 1 2 2
, ,

0,          
0, ,
p V

p q q p
V

ϕ ∈= = = =  ϕ ∉
 

äå  

 
(2 1) (2 1)

, ,   0,1,     const,  0,
2 2 2

V p
+ π + π π  = − Θ + Θ = = Θ ∈     

   . 

Îá÷èñëåííÿ çä³éñíþâàòèìåìî äëÿ òèõ æå ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó, 
ÿê³ ðîçãëÿíóò³ ó ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàä³. 

    
Рис. 3 

Ç ðèñ. 3, íà ÿêîìó çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè ðàä³àëüíèõ (ðèñ. 3à), êîëîâèõ 
(ðèñ. 3b) ³ äîòè÷íèõ (ðèñ. 3ñ) íàïðóæåíü, ðîçðàõîâàíèõ ïðè /4Θ = π , 1.5β = , 

0.5k =  ó âèïàäêó ÏÄ, ó ïåðøîìó êâàäðàíò³ ïëîùèíè, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî, 
ÿê ³ ñë³ä áóëî î÷³êóâàòè, ÿê³ñíî âîíè ñï³âïàäàþòü ç îòðèìàíèìè äëÿ îäíî-
ð³äíîãî ê³ëüöÿ [12]. Ê³ëüê³ñíà æ ð³çíèöÿ ì³æ íàïðóæåííÿìè ó ïåðåð³çàõ 

0,  /2ϕ = π  çîáðàæåíà íà ðèñ. 4 äëÿ ðàä³àëüíèõ (ðèñ. 4à) òà êîëîâèõ (ðèñ. 4á) 

íàïðóæåíü, ðîçðàõîâàíèõ ó òèõ æå óìîâàõ äëÿ çíà÷åíü ïàðàìåòðà 0β = , 

1.5, 2.0± ± . Ñïîñòåð³ãàºìî ³ñòîòíèé âïëèâ ðàä³àëüíî¿ íåîäíîð³äíîñò³ íà ðîç-
ïîä³ë íàïðóæåíü ó ê³ëüö³. 

  
Рис. 4 

Ïðî øâèäêó çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíèõ ïðîöåäóð ñâ³ä÷àòü íàñòóïí³ ïîêàç-
íèêè. Íàïðèêëàä, äëÿ ³òåðàö³é (17) ó âèïàäêó / 4,Θ = π 1.5,β = 0.5k =  â³ä-

íîñíà ïîõèáêà ì³æ ³òåðàö³ÿìè 1m =  òà 2m =  íå ïåðåâèùóº 12%, à ì³æ 
2m =  ³ 3m =  – 0.8%. Äëÿ ³òåðàö³é (28) ïðè 2n =  – â³äïîâ³äíî 16% ³ 1.4%.  
Âàðòî çàóâàæèòè, ùî, íà â³äì³íó â³ä àíàëîã³÷íîãî âèïàäêó íàâàíòàæåíü 

ê³ëüöåâî¿ îáëàñò³ äëÿ îäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó, ó âèïàäêó ðàä³àëüíî¿ íåîäíî-
ð³äíîñò³ íàïðóæåííÿ ó ê³ëüö³ çà ÏÄ òà ÏÍÑ ð³çíÿòüñÿ ì³æ ñîáîþ. Ïðîòå, 
íàïðèêëàä, äëÿ ðàä³àëüíèõ íàïðóæåíü ïðè / 4, 2, 0.5kΘ = π β = =  ó ïåðå-

ð³çàõ 0,ϕ = π  öÿ ð³çíèöÿ íå ïåðåâèùóº 1.5%, à â ïåðåð³çàõ /2, 3 /2ϕ = π π  – 
1%. Àíàëîã³÷í³ îö³íêè ñïðàâåäëèâ³ ³ äëÿ êîëîâèõ, ³ äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. 
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Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî íàîñòàíîê ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ó â³ëüíîìó â³ä 
ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü ê³ëüö³ ç íåîñåñèìåòðè÷íèì ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóðè 

2 4 2 4/ 1 ( / ) cos 2 (1 )T k kτ = + ρ − ρ ϕ −/ . Òàêèé ðîçïîä³ë îòðèìàíî ç â³äïîâ³äíî¿ 
ñòàö³îíàðíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ [1] äëÿ ê³ëüöÿ, íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ 
ÿêîãî çàäàíî òåìïåðàòóðó constτ = , à íà çîâí³øí³é – (1 cos 2 )τ + ϕ . Ïðèé-

ìåìî ó öüîìó ïðèêëàä³ 0 ,E E=  0 ,G G=  0 ,ν = ν  0 exp ( )α = α βρ , ïðè÷îìó 

0 0,G E , 0ν , β  – ñòàë³. Îñê³ëüêè ìîäóëü 

çñóâó º ñòàëèì, òî, ÿê áóëî çàóâàæåíî 
âèùå, ðîçâèíóòà ìåòîäèêà çàáåçïå÷óº 
òî÷íèé àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
òåðìîïðóæíîñò³. Êð³ì òîãî, ÿê ïîêàçàíî 
â [1], ðîçãëÿíóòå òåìïåðàòóðíå ïîëå íå 
ñïðè÷èíþº íàïðóæåíü ó âèïàäêó îäíî-
ð³äíîãî ìàòåð³àëó ( 0β = ).  

Íà ðèñ. 5 ñïîñòåð³ãàºìî çíà÷íèé 
âïëèâ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà ë³í³éíîãî 
òåìïåðàòóðíîãî âèäîâæåííÿ â³ä ðàä³àëü-
íî¿ êîîðäèíàòè íà ðîçïîä³ë ðàä³àëüíèõ 
íàïðóæåíü, ðîçðàõîâàíèõ ïðè 2β =  äëÿ ð³çíèõ ïîêàçíèê³â âíóòð³øíüîãî 
ðàä³óñà ê³ëüöÿ.  

Âèñíîâêè. Ðîçâèíóòî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â ïëîñêèõ êâàç³ñòà-
òè÷íèõ íåîñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ 
ðàä³àëüíî-íåîäíîð³äíî¿ ê³ëüöåâî¿ îáëàñò³, ÿêà ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³ áåçïî-
ñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè, çàâäÿêè ÷îìó âäàºòüñÿ ñóòòºâî 
ñïðîñòèòè ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçêó. 

Ðîçâèíóòèé ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì âèÿâèâ øâèäêó çá³æí³ñòü, ùî ìîæå 
áóòè åôåêòèâíî âèêîðèñòàíî ÿê äëÿ òåîðåòè÷íèõ, òàê ³ äëÿ ïðàêòè÷íèõ ³í-
æåíåðíèõ äîñë³äæåíü.  

Îñê³ëüêè íå áóëî íàêëàäåíî æîäíèõ îáìåæåíü íà õàðàêòåð ôóíêö³é, 
ÿêèìè çàäàþòüñÿ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó (îêð³ì ³ñíóâàííÿ ïîòð³áíîãî ïîðÿä-
êó ïîõ³äíèõ ïðèíàéìí³ â óçàãàëüíåíîìó ñåíñ³), ìåòîäèêà ìîæå áóòè çàñòî-
ñîâàíà äëÿ øèðîêî êëàñó íåîäíîð³äíèõ ìàòåð³àë³â. 

Íàðåøò³, îòðèìàí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè âèÿâèëè çíà÷íèé âïëèâ íåîäíî-
ð³äíîñò³ ìàòåð³àëó íà ðîçïîä³ë íàïðóæåíü â ê³ëüö³, ùî ïîòð³áíî âðàõîâóâà-
òè ïðè ìîäåëþâàíí³ òà ðîçâ’ÿçóâàíí³ òàêîãî êëàñó çàäà÷. 

Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâîãî ô³íàíñóâàííÿ çã³äíî ç ¥ðàíòîì Ïðåçèäåí-
òà Óêðà¿íè äëÿ ï³äòðèìêè íàóêîâèõ äîñë³äæåíü ìîëîäèõ ó÷åíèõ 
(¹ GP/F13/0094). 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЛОСКОГО НЕОСЕСИММЕТРИЧНОГО ТЕРМОНАПРЯЖЁННОГО 
СОСТОЯНИЯ РАДИАЛЬНО-НЕОДНОРОДНОГО КОЛЬЦА 
 
Ðàçâèòà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ïëîñêèõ íåîñåñèììåòðè÷íûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñ-
òè è òåðìîóïðóãîñòè â íàïðÿæåíèÿõ äëÿ ðàäèàëüíî-íåîäíîðîäíûõ ïîëîãî öè-
ëèíäðà è äèñêà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, 
êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Ýòî äà¸ò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâà-
íèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè, ïîëó÷åííûõ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ìà-
òåðèàëà, âñëåäñòâèå ÷åãî ïîñòàâëåííûå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê êëþ÷åâûì èíòåãðàëü-
íûì óðàâíåíèÿì Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà. 
 
DETERMINATION OF PLANE NON AXIALLY SYMMETRIC THERMAL STRESSES 
IN RADIALLY INHOMOGENEOUS RING 
 
The technique for solving the plane non-axially symmetric problems of elasticity and 
thermoelasticity in terms of stresses for radially inhomogeneous hollow cylinder and 
disk is developed. The technique is based upon integration of the equilibrium equations, 
which are independent of material properties. The former fact opens the possibility to 
employ the relations between the stresses, obtained in the case of homogeneous material. 
As a result, the original problems can be reduced to the governing integral Volterra type 
equations of second kind. 
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