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ÓÄÊ 539.3 
 
В. А. Шевчук 
 
ОДНОВИМІРНІ ЗАДАЧІ ПРУЖНОСТІ ТА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
НЕОДНОРІДНИХ ОРТОТРОПНИХ ПОРОЖНИСТИХ ЦИЛІНДРІВ 
 

Ðîçâèíóòî ìåòîä áåçïîñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ð³âíîâàãè é ñóì³ñíîñò³ â íàïðóæåííÿõ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ òà 
òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ âèïàäêó íåîäíîð³äíèõ îðòîòðîïíèõ ïîðîæíèñòèõ 
öèë³íäð³â. Âèõ³äí³ çàäà÷³ çâåäåíî äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ 
ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Ïðîàíàë³çîâàíî âïëèâ ñòóïåíÿ àí³çîòðîï³¿ ³ 
ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ íà øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó ðîç-
ðàõóíêó. 

 
1. Âñòóï. Æîðñòê³ óìîâè åêñïëóàòàö³¿ åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ñó÷àñíî¿ 

òåõí³êè òà âèñîê³ âèìîãè äî íàä³éíîñò³ ¿õ ðîáîòè âèêëèêàþòü íåîáõ³äí³ñòü 
ìàêñèìàëüíî òî÷íîãî âðàõóâàííÿ ðåàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â. Çîêðå-
ìà, ñóòòºâèì º âïëèâ âëàñòèâîñòåé àí³çîòðîï³¿ ³ íåîäíîð³äíîñò³, ÿê³ ìîæóòü 
áóòè íàñë³äêîì ñïåöèô³÷íèõ îñîáëèâîñòåé òåõíîëîã³÷íîãî ïðîöåñó âèãîòîâ-
ëåííÿ òà âèñîêèõ ð³âí³â ³ ãðàä³ºíò³â òåìïåðàòóðíèõ ³ ô³çè÷íèõ ïîë³â. Òîìó 
äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó êîíñòðóêö³é ç íåîäíîð³äíèìè òà àí³çîòðîï-
íèìè âëàñòèâîñòÿìè º àêòóàëüíîþ ïðîáëåìîþ.  

Àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè ñòàòè÷íèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ àí-
³çîòðîïíèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ç äåÿêèìè çàäàíèìè çàêîíàìè çì³íè ïðóæíèõ 
õàðàêòåðèñòèê îòðèìàíî â [11–16, 19, 21, 22, 25], òåðìîïðóæíîñò³ – â [23]. 
Àíàë³òèêî-÷èñëîâ³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ äëÿ àí³çîòðîïíèõ 
öèë³íäð³â ç äîâ³ëüíîþ íåîäíîð³äí³ñòþ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé âèêëàäåíî â 
[1, 2, 8], äëÿ òåìïåðàòóðíî-çàëåæíèõ âëàñòèâîñòåé – â [7, 20, 24]. Äëÿ ðà-
ä³àëüíî íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ öèë³íäð³â ó ðîáîò³ [18] íàâåäåíî ï³äõ³ä, 
ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçóâàíí³ ñèñòåìè ð³âíÿíü äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ ôóíêö³é 
íàïðóæåíü.  

Ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â [5, 6, 9] äëÿ âèïàäêó ³çîòðîïíèõ öèë³íäðè÷-
íèõ ò³ë, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ïðÿìîìó ³íòåãðóâàíí³ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
ð³âíîâàãè òà ñóì³ñíîñò³ â íàïðóæåííÿõ, äîçâîëÿº çâåñòè âèõ³äíó çàäà÷ó 
ïðóæíîñò³ ÷è òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ íåîäíîð³äíîãî ò³ëà äî ñèñòåìè ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü, ÿêà åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ³òåðàö³éíèì ìåòîäîì [3, 9, 17]. 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïåðåâàãîþ òàêîãî ï³äõîäó º ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè 
ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé â³ä ôàêòîð³â íà-
âàíòàæåííÿ, ùî º çðó÷íèì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ òà îáåðíå-
íèõ çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè [4, 5]. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ öåé ï³äõ³ä óçàãàëüíþºòüñÿ íà âèïàäîê îðòîòðîï-
íîãî ò³ëà. Åôåêòèâí³ñòü ï³äõîäó ïðî³ëþñòðîâàíî íà ïðèêëàä³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
òåñòîâî¿ çàäà÷³ Ëÿìå äëÿ ïîðîæíèñòîãî îðòîòðîïíîãî öèë³íäðà ç êîåô³ö³ºí-
òàìè äåôîðìàö³¿, ÿê³ çì³íþþòüñÿ çà ñòåïåíåâîþ çàëåæí³ñòþ óçäîâæ ðàä³-
àëüíî¿ êîîðäèíàòè. Ïðè öüîìó ïðîàíàë³çîâàíî âïëèâ ïî÷àòêîâîãî íàáëè-
æåííÿ íà øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äîâãèé ïîðîæíèñòèé êðóãîâèé öè-
ë³íäð ( 1 2R r R≤ ≤ ) ó öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ ( r , θ , z ). Ââàæàòèìåìî, ùî 
öèë³íäð º îðòîòðîïíèé ³ íåïåðåðâíî íåîäíîð³äíèé çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíà-
òîþ. Çà óìîâè îñåñèìåòðè÷íî¿ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ çñóâí³ äåôîðìàö³¿ ³ íà-
ïðóæåííÿ â³äñóòí³, äâà ç òðüîõ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü-
ñÿ, à òðåòº çà íàÿâíîñò³ ìàñîâèõ ñèë F∗  ìàº òàêèé âèãëÿä:  

 ,         ( ,  1)r
r

d
F k

d θ
σ

ρ + σ − σ = − ρ ρ ∈
ρ

.  (1) 
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Òóò 2r Rρ = / , 1 2k R R= / ; rσ  òà θσ  – ðàä³àëüíà òà êîëîâà êîìïîíåíòè 

íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ó öèë³íäð³; 2F R F∗= . 
Ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ òåðìîïðóæíîñò³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä (ââàæàº-

ìî çàäàíîþ çì³íó òåìïåðàòóðè ( )t ρ ):  

 11 12 13r r z re a a a tθ= σ + σ + σ + α , 

 12 22 23r ze a a a tθ θ θ= σ + σ + σ + α , 

 13 23 33z r z ze a a a tθ= σ + σ + σ + α , (2) 

äå zσ  – îñüîâ³ íàïðóæåííÿ; e  – ä³àãîíàëüí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìà-

ö³é; α  – êîåô³ö³ºíòè òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ( , ,r z= θ ); ija  – êîåô³ö³-

ºíòè äåôîðìàö³¿, ÿê³ ìîæóòü áóòè çàïèñàí³ ÷åðåç ³íæåíåðí³ ñòàë³ òàê:  

 11 22 33
1 1 1,            ,           
r z

a a a
E E Eθ

= = = ,  

 12 13 23,        ,       r rz z

z z
a a a

E E E
θ θ

θ

ν ν ν
= − = − = − , 

äå zE , rE  òà Eθ  – ìîäóë³ Þíãà âçäîâæ îñüîâîãî, ðàä³àëüíîãî òà êîëîâîãî 

íàïðÿìê³â â³äïîâ³äíî; ijν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà, ùî õàðàêòåðèçóº ñòèñêàí-

íÿ ó íàïðÿìêó i -î¿ êîîðäèíàòè ïðè ðîçòÿãóâàíí³ â íàïðÿìêó j -î¿ êîîðäè-
íàòè. 

Ð³âíÿííÿ ñóì³ñíîñò³ º  

 0r

de
e e

d
θ

θρ − + =
ρ

.  (3) 

Ïðèïóñêàºìî, ùî íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ kρ =  ³ íà çîâí³øí³é 1ρ =  
çàäàí³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ: 

 1 2( ) ,           (1)r rk p pσ = − σ = − . (4) 

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè äâà âèïàäêè ïëîñêî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó: 
(³) çàäàí³ çóñèëëÿ íà ê³íöÿõ öèë³íäðà  

 
1

z
k

d pρσ ρ =∫ , (51) 

 (³³) ê³íö³ öèë³íäðà ô³êñîâàí³ â³ä îñüîâèõ ïåðåì³ùåíü 

 0ze ≡ . (52) 

3. Çâåäåííÿ äî ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è ï³äõ³ä, 
çàïðîïîíîâàíèé ó [5, 6, 9], çâåäåìî âèõ³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äî ñèñòåìè ³í-
òåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ðàä³àëüíî¿ êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü rσ  ³ íî-
âî¿ êëþ÷îâî¿ ôóíêö³¿ – ñóìàðíîãî íàïðóæåííÿ σ : 

 r θσ = σ + σ . (6) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (2) ³ ð³âíÿííÿ (1), ïîäàìî ð³âíÿííÿ ñó-
ì³ñíîñò³ (3) â íàïðóæåííÿõ σ  ³ rσ :  

 23 2
1 1 3 4 2 2

33
z r z

a dd e t e t F
d a d

β   ρ β σ + + χ = σ β + ρ + β + χ − ρβ   ρ ρ   
, (7) 

äå 

 
2
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1 22
33

a
a

a
β = − ,  23 13 23

2 22 12
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( )a a a
a a

a
−

β = − + , 
2 2
13 23

3 11 22
33

a a
a a

a
−

β = − − , 

 13 23
4

33

a a
a
−

β = , 23
1

33
z

a
aθχ = α − α , 13 23

2
33

r z

a a
aθ
−

χ = α − α − α . 
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²íòåãðóþ÷è (7), îòðèìàºìî âèðàç äëÿ ñóìàðíèõ íàïðóæåíü σ  ÷åðåç ðà-
ä³àëüí³ íàïðóæåííÿ rσ : 

 2
1 3 2

1

1 1
z r

k

d
A e t F d

d

ρ β    σ = + ξ − χ + + σ β + − β η    β η η    ∫æ ,  (8) 

äå  23
4

33

1

k

a
d

a

ρ

ξ = β η −
η∫ , 2

1

k

t d
ρ

= χ η
η∫æ . 

 Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (1), âðàõîâóþ÷è (6), ó âèãëÿä³  

 
2

2rd
F

d
ρ σ

= ρσ − ρ
ρ

( )
. (9) 

²íòåãðóâàííÿ (9) ç óðàõóâàííÿì ïåðøî¿ ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (4) äàº  

 2 2
1( ) ( )r

k

k p F d
ρ

ρ σ ρ = − + η σ − η η∫ ,  (10) 

çâ³äêè ïðè 1ρ =  ç óðàõóâàííÿì äðóãî¿ ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (4) îòðèìóºìî ³í-
òåãðàëüíó óìîâó ð³âíîâàãè 

 
1 1

2 2
1 2

k k

d k p p F dσρ ρ = − + ρ ρ∫ ∫ . (11) 

Òàêèì ÷èíîì, âèçíà÷åííÿ êëþ÷îâèõ ôóíêö³é σ , rσ  ³ êîíñòàíòè A çâå-
äåíî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (8), (10) òà (11).  

ßêùî â ð³âíÿíí³ (8) çàì³íèòè ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ rσ  íà ñóìàðí³ σ  
çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (10) ³ âèêîðèñòàòè óìîâó (11), òî îòðèìàºìî ³íòåã-
ðàëüíå ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó ò³ëüêè äëÿ êëþ÷îâî¿ ôóíêö³¿ σ : 

 
1 1

1 1( , ) ( )z
k

d A e f
ρ

σ − ρ η σ η = + ξ +
β β∫ K , (12) 

äå ( , ) ( ) ( )ρ η = η ϕ ρ − ϕ ηK ( ) ,  2
32

1 1( )
k

d
d

d

ρ β ϕ ρ = β + η η η η∫ , 

 2 2
1 1 2( ) ( ) ( )

k

f t k p F F d
ρ

= − χ + − ϕ ρ − β + η ϕ ρ − ϕ η η∫æ ( )[ ] . 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ (10) íå çàëåæèòü â³ä ô³çè÷íèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü ìîäåë³, à ð³âíÿííÿ (12) çá³ãàºòüñÿ ç â³äïîâ³äíèì ³íòåãðàëüíèì ð³âíÿí-
íÿì äëÿ êëþ÷îâî¿ ôóíêö³¿ σ , íàâåäåíèì ó [9] äëÿ ÷àñòêîâîãî âèïàäêó ³çî-
òðîïíîãî ìàòåð³àëó öèë³íäðà. 

Ñòàëó ³íòåãðóâàííÿ A  òà îñüîâó äåôîðìàö³þ ze  ó âèïàäêó (i) âèçíà-

÷àºìî ï³äñòàíîâêîþ (8), (10) â óìîâó ð³âíîâàãè (11) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 
1 1

13 23 23
33 33

1 1 ( )z r z
k k

e d a a a t d p
a a

ρ ρ + − σ − σ − α ρ ρ =∫ ∫ ( ) , (13) 

ÿêå îòðèìóºìî ç óìîâè (51) ³ òðåòüîãî ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (2). Îòæå, 

 22 1 12 2
1A G b G b= −
δ
( ) ,  11 2 21 1

1
ze G b G b= −

δ
( ) , (14) 

äå  11 22 12 212( )G G G Gδ = − , 
1

11
1

1 1
2

k

G d= ρ ρ
β∫ ,  

1

12
1

1 1
2

k

G d= ξρ ρ
β∫ ,

 
1

21
5

1 1
2

k

G d= ρ ρ
β∫ ,  

1

22 23
33 1

1 1 11
2

k

G a d
a

 = − ξ ρ ρ β ∫ , 
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1

1 1
1

1 ( , )
k k

b b d d
ρ

= − ρ ρ η σ η ρ
β∫ ∫ K , 

1 1
2 2

1 1 2
1

1

k k

b k p p f d F d= − − ρ ρ + ρ ρ
β∫ ∫ , 

1 1

2 2 4
5

1 1 ( , )
k k k k

b b d d d d
ρ ρ

= − β ησ η ρ − ρ ρ η σ η ρ
ρ β∫ ∫ ∫ ∫ K ,  22 33

5 23
23

a a
a

a
β = − , 

1 1 1 1
2 2

2 1 4 4
5 33

1 1 1 1
z

k k k k k

b p k p d F d d f d t d
a

ρ

= + β ρ + β η η ρ − ρ ρ + ρ α ρ
ρ ρ β∫ ∫ ∫ ∫ ∫ . 

 Äëÿ âèïàäêó (ii) êîíñòàíòó A  âèçíà÷àºìî ï³äñòàíîâêîþ (8) ³ (10) â 
óìîâó (11): 

 1

112
b

A
G

= . (15) 

4. Àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ 
(12) çàñòîñîâóºìî ìåòîä ïðîñòèõ ³òåðàö³é [3], ïîáóäîâàíèé íà âèêîðèñòàíí³ 
ðåêóðåíòíèõ ñï³ââ³äíîøåíü 

 1
1

1 ( , ) ,    1,2,n
n n z n

k

A e f d n
ρ

−
 σ = + ξ + + ρ η σ η = β  ∫ K  , (16) 

ç â³äïîâ³äíèì ïî÷àòêîâèì íàáëèæåííÿì. 

 Ó âèïàäêó (i) ñòàë³ nA  òà n
ze  âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè 

 22 1 12 2
1 n n

nA G b G b= −
δ
( ) ,  11 2 21 1

1n n n
ze G b G b= −

δ
( ) ,  

äå 
1

1 1 1
1

1 ( , )n
n

k k

b b d d
ρ

−= − ρ ρ η σ η ρ
β∫ ∫ K ,  

 
1 1

2 2 4 1 1
5

1 1 ( , )n
n n

k k k k

b b d d d d
ρ ρ

− −= − β ησ η ρ − ρ ρ η σ η ρ
ρ β∫ ∫ ∫ ∫ K . 

Äëÿ âèïàäêó (ii) çàô³êñîâàíèõ ê³íö³â öèë³íäðà 1

112

n

n

b
A

G
= , 0n

ze = . 

Ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü σ  ðàä³àëüí³ íàïðóæåííÿ rσ  çíàõîäèìî çà 

ñï³ââ³äíîøåííÿì (10), êîëîâ³ θσ  – ç ôîðìóë (6), à îñüîâ³ zσ  – ç òðåòüîãî ç³ 

ñï³ââ³äíîøåíü (2).  
Äëÿ ³çîòðîïíîãî öèë³íäðà [6, 9] çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ 

³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (12) âèêîðèñòîâóþòü çíà÷åííÿ σ  ïðè ( ) 0ϕ ρ ≡ . Ç öüîãî 
íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ âèïëèâàþòü òî÷í³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðóæíîñò³ 
òà òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ â³äïîâ³äíèõ îäíîð³äíèõ ³çîòðîïíèõ ³ òðàíñâåðñàëüíî 
³çîòðîïíèõ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ç ïëîùèíîþ ³çîòðîï³¿, ùî ñï³âïàäàº ç ïîïåðå÷íèì 
ïåðåð³çîì öèë³íäðà. Íà â³äì³íó â³ä öèõ âèïàäê³â, äëÿ îäíîð³äíîãî îðòîòðîïíîãî 
öèë³íäðà ( ) 0ϕ ρ ≠ . Òîìó âèðàç äëÿ σ , ÿêèé âèïëèâàº ç (12) ïðè ( ) 0ϕ ρ ≡ , íå 
áóäå ðîçâ’ÿçêîì â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ äëÿ âèïàäêó îäíîð³äíèõ âëàñòèâîñòåé ìà-
òåð³àëó. 

Äëÿ ïîáóäîâè àëüòåðíàòèâíîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ âèêîðèñòàºìî 
ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ îäíîð³äíîãî 
îðòîòðîïíîãî öèë³íäðà.  

Öåé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà îòðèìàòè ç âèêîðèñòàííÿì óçàãàëüíåííÿ ïîäàíü 
[2, 10] ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè äëÿ öüîãî âèïàäêó ó âèãëÿä³ (òóò äëÿ 
ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîçíà÷èìî íàïðÿìêè , ,r zθ  â³äïîâ³äíî ³íäåêñàìè «(1)», 
«(2)», «(3)»)  
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 1 1
( ) 1 1 1 1 2 2 2 2( ) ( ) ( )g g
j j jC d C d− − −σ ρ = + ψ ρ λ ρ + + ψ ρ λ ρ +( ) ( )  

 1 0
1

11

j
j j z j

B
t e F

B
 + Λ − Λ + ζ + 
 

 , (17) 

äå 22 1 2
1 2 1

11 11

1,      ( ) ,     ( ) ,      
2

g
g

k k

B g
g t d t d d

B B g

ρ ρ Λ − Λ
= ψ ρ = η ψ ρ = η η =

η∫ ∫ , 

 1 2
2 1 2 3 1 1 2

11
,         ,      

2 j j r j j z j j j

g
d B B B B g B

B g ϕ
Λ + Λ

= Λ = α + α + α λ = + , 

 1
2 1 2 13 2

3

, 1,
,         

ln , 1, 1
  jj

j j j j j
j j

Bm g
B g B m B

s s g g+

µ≠λ = − + ζ = = − ρ + = −
,  

 1 2
3 3 1 1 2 2 1 2          ,  , ,

2 4
j j

j j j j j j j j j

B B
s s B B B B B+

µ µ
= − = + µ = + µ = − + ,  

 

1

2
13 23 11

11 2 1 2 1

11

2
, 2,

( 4),      1,2,3
( 2 ) ln 2

, 2,
4 16

j

j
j j j j

F
g

B B B gB F j
B B B B BF

g
B

ρµ
≠−  −= = = + ρ −ρ   − + =   

 ; 

kB   – ìîäóë³ ïðóæíîñò³ äëÿ îðòîòðîïíîãî ò³ëà [1]:  

 11
1 (1 )r z zB E θ θ= − ν ν
Ω

, 12 21
1 ( )r r z rzB B E θ θ= = ν + ν ν
Ω

, 

 13 31
1 ( )r rz r zB B E θ θ= = ν + ν ν
Ω

,  23 32
1 ( )z r rzB B Eθ θ θ= = ν + ν ν
Ω

, 

 22
1 (1 )rz zrB Eθ= − ν ν
Ω

, 33
1 (1 )z r rB E θ θ= − ν ν
Ω

, 

 1 2 r z zr rz zr z z r rθ θ θ θ θ θΩ = − ν ν ν − ν ν − ν ν − ν ν .  

Íåâ³äîì³ ñòàë³ 1C , 2C  òà 0
ze  âèçíà÷àºìî ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (4) òà (5): 

 
1 0

1 2 1
1 2

11(1 )

g
z

g

k p p e
C

k

+ − − Γ
=

λ −

 
, (18) 

 
1 1 0

1 2 2
2 2

21(1 )

g g
z

g

k p k p e
C

k

+ −− + − Γ
=

λ −

 ( )
, (19) 

 

2

0 1 1 2 2 1
3

1 1 äëÿ âèïàäêó ( ),
1

0, äëÿ âèïàäêó ( ),

g

g
z

kp p p
e k +

 − − ε + ε +  = ε  −


   i

ii
 (20) 

äå 1 1 1 2 2 1 11 1 2 21 2 1( ),        (1) (1) (1)p p F k p p d d F= + = + λ ψ + λ ψ +   ,  

 
1 1

1 13 1 2 23 2
1( ) ( )g
g

k k

p p d d d d= − λ ψ ρ ρ ρ − λ ψ ρ ρ −
ρ∫ ∫  

1 1
13

1 3 3
11 k k

B
t d F d

B
 − Λ − Λ ρ ρ − ρ ρ 
  ∫ ∫  ,  

 1 1
1 1 2 3 2 1 2 3,        g g

g gZ k Z Z Z k+ −ε = − Γ ε = − Γ , 

 
2 2

3 1 1 2 2 3 41

(1 )(1 )

2(1 )

g

g g

k k
Z Z

k +
− −ε = − Γ − Γ Γ + Γ

−
, 
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1 1
1 1

1 22
14 1

(1 ), 1, (1 ), 1,            
ln , 1,(1 )( ), 1,

g gk g k g
s k gk s s g

+ −ζ − ≠ − ζ − ≠Γ = Γ =  =− − ω = 
 

1
3

1
3 4

6 3

, 1,1 , 1,
            1( 1)(1 ) , 1,

2, 1,

g

g

gk g
g k s s g

g

− +

− −
ζ ≠ − ≠ Γ = Γ =   − − − ω + =  − ω =  

 

2
3 1

1 2
1

ln,      1,2,       ,        
1 1

j
j g

j

Z k kZ j Z
g k

λ
= = = ω =

λ + −
.  

Òàêèì ÷èíîì, ÿê ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâóºìî ðîçâ’ÿçîê  

 1 1
0 1 1 1 11 12 2 2 2 21 22( )( ) ( )( )g gC d C d− − −σ = + ψ λ + λ ρ + + ψ λ + λ ρ +  

 012
1 2 1 2 1 2

11
( ) z

B
t e F F

B
 + Λ − Λ + ζ + ζ + + 
 

  , (21) 

äå äåôîðìàö³ÿ 0
ze  òà âåëè÷èíè 1C , 2C  âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (18)–(20), 

â ÿêèõ ìåõàí³÷í³ òà òåïëîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó ïðèéìàþòüñÿ çà-
ëåæíèìè â³ä ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè.  

5. Òåñòîâà çàäà÷à. ßê òåñòîâèé ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Ëÿìå äëÿ 
öèë³íäðà ç ô³êñîâàíèìè ê³íöÿìè ï³ä ä³ºþ âíóòð³øíüîãî òèñêó 1p  ( 2 0p = , 

0t = , 0F∗ = ), êîåô³ö³ºíòè äåôîðìàö³¿ ìàòåð³àëó ÿêîãî çì³íþþòüñÿ çà 

ñòåïåíåâèì çàêîíîì ïðîïîðö³éíî äåÿêîìó ñòåïåíþ â³ääàë³ ρ : 0 m
ij ija a −= ρ , à 

ìîäóë³ ïðóæíîñò³ â³äïîâ³äíî ïðîïîðö³éí³ mρ , äå 0
ija  – çàäàí³ ñòàë³, à m – 

äîâ³ëüíå ä³éñíå ÷èñëî. Òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ç òàêèìè êîåô³ö³ºíòàìè 
äåôîðìàö³¿ íàâåäåíî ó [12, 13]:  

 
1 21 2

1 2 1 2

1 11 1
1 2

1 1,           
y yy y

r y y y y

y y
p k p k

k k k k

− −− −

θ
ρ − ρρ − ρσ = − σ = −

− −
, 

 
1 2

1 2

1 1
1 2

1

( 1) ( 1)y y

r y y

y y
p k

k k

− −

θ
+ ρ − + ρ

σ = σ + σ = −
−

,  (22) 

äå  2
1,2 0.5 4 my m m = ± + γ 

 
, 11 12

22
m

mγ + γ
γ =

γ
, 

 
0 0
3 30
0
33

,         , 1,2i j
ij ij

a a
a i j

a
γ = − = . 

×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ âèïàäêó 0.1r z rzθ θν = ν = ν = , êîëè 

0
m

r rE E= ρ , 0
m

zE E Eθ θ= = ρ , äëÿ çíà÷åíü 1.0, 0.1, 10rE Eθ =  ³ 0, 0.1m = , 

0.5, 1.0, 4.0 . Ó òàáë. 1, 2 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü çíà÷åíü áåçðîçì³ð-

íèõ íàïðóæåíü 2
1( ) ( ) ( ),  0,1,2j j p k jσ ρ = σ ρ = / , – íóëüîâîãî, ïåðøîãî òà äðó-

ãîãî íàáëèæåíü çà ðåêóðåíòíèìè ôîðìóëàìè (16) – íà ïîâåðõíÿõ öèë³íäðà 
kρ =  (äëÿ âèïàäêó 0.5k =  – òàáë. 1) ³ 1ρ =  (òàáë. 2) äëÿ ïî÷àòêîâèõ íà-

áëèæåíü çà ôîðìóëîþ (21) ³ çà ôîðìóëîþ  
2

1
0

11 12
k p
G

σ =
β

,   (23) 

ÿêà âèïëèâàº ç (16) ïðè ( ) 0ϕ ρ ≡ . 



110 

 
Таблиця 1 

0 (0.5)σ  

çà ôîðìóëîþ (21) 
0 (0.5)σ  

çà ôîðìóëîþ (23) 

m  rE Eθ  

(0.5)σ  
çà ôîðìó-
ëîþ (22) –

òî÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê 0 (0.5)σ  1(0.5)σ  2 (0.5)σ  0 (0.5)σ  1(0.5)σ  2 (0.5)σ  

1.0 2.667 2.667   2.667   

0.1 1.864 1.864   2.667 1.886 1.865 0 
10 8.435 8.435   2.667 9.696 7.999 

1.0 2.459 2.667 2.460 2.459 2.555 2.460 2.459 
0.1 1.665 1.864 1.673 1.665 2.555 1.691 1.666 0.1 
10 8.170 8.435 8.116 8.188 2.555 9.359 7.772 
1.0 1.673 2.667 1.692 1.673 2.147 1.680 1.673 
0.1 0.916 1.864 0.964 0.919 2.147 0.967 0.919 0.5 
10 7.139 8.435 6.910 7.204 2.147 8.062 6.869 
1.0 0.787 2.667 0.855 0.790 1.714 0.816 0.788 
0.1 0.082 1.864 0.198 0.091 1.714 0.169 0.088 1.0 
10 5.913 8.435 5.555 5.998 1.714 6.552 5.760 
1.0    -2.582 2.667  -2.039  -2.461 0.381  -2.279  -2.495 
0.1    -2.892 1.864  -2.368  -2.810 0.381  -2.577  -2.845 4.0 
10 0.168 8.435 0.215 0.169 0.381 0.169 0.168 

 
Таблиця 2 

0 (1)σ  

çà ôîðìóëîþ (21) 
0 (1)σ  

çà ôîðìóëîþ (23) 

m  rE Eθ  

(1)σ  
çà ôîðìó-
ëîþ (22) –

òî÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê 0 (1)σ  1(1)σ  2 (1)σ  0 (1)σ  1(1)σ  2 (1)σ  

1.0 2.667 2.667   2.667   
0.1 2.863 2.863   2.667 2.853 2.862 0 
10 1.515 1.515   2.667 0.992 1.723 
1.0 2.763 2.667 2.762 2.763 2.739 2.762 2.763 
0.1 2.963 2.862 2.959 2.963 2.739 2.951 2.963 0.1 
10 1.579 1.515 1.603 1.571 2.739 1.069 1.776 
1.0 3.170 2.667 3.159 3.169 3.037 3.166 3.169 
0.1 3.388 2.862 3.360 3.387 3.037 3.363 3.387 0.5 
10 1.859 1.515 1.973 1.822 3.037 1.406 2.012 
1.0 3.731 2.667 3.685 3.729 3.429 3.714 3.730 
0.1 3.972 2.862 3.891 3.965 3.429 3.919 3.968 1.0 
10 2.264 1.515 2.472 2.207 3.429 1.894 2.367 
1.0 8.204 2.667 7.376 8.075 6.095 7.819 8.142 
0.1 8.499 2.862 7.587 8.342 6.095 8.013 8.412 4.0 
10 6.234 1.515 6.167 6.234 6.095 6.232 6.234 

 
Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíî¿ 

ïîõèáêè îá÷èñëåíü äëÿ äðóãîãî íàáëèæåííÿ 

2 2( (1) (1)) (1) 100%∆ = σ − σ σ ⋅/  â³ä ïîêàçíèêà ñòå-
ïåíÿ m äëÿ íóëüîâèõ íàáëèæåíü çà ôîðìóëîþ 
(21) (ñóö³ëüíà êðèâà) òà çà ôîðìóëîþ (23) 
(øòðèõîâà êðèâà) ó âèïàäêó 10rE Eθ = .  

Àíàë³ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â ïîêàçóº, ùî 
ó âèïàäêó ³çîòðîï³¿ ( rE Eθ = ) íóëüîâå íàáëè-

æåííÿ (23) çàâæäè º êðàùèì, í³æ íàáëèæåííÿ 

 

4

8

12

0 1 2 3 m
Рис. 1 
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(21). Ïðè÷îìó ïðè 0 0.5m< ≤  äðóã³ íàáëèæåííÿ ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàþòü ç 
òî÷íèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ îáîõ âèïàäê³â, à ïðè 0.5m >  ð³çíèöÿ â åôåêòèâíîñ-
ò³ ñòàº á³ëüø ³ñòîòíîþ.  

Äëÿ âèïàäêó rE Eθ <  ïðè ìàëèõ 0.5m <  çá³æí³ñòü º äåùî êðàùîþ ïðè 

âèêîðèñòàíí³ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ (21), à ïðè 0.5m >  – ïðè âèêîðèñòàíí³ 
íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ (23), õî÷à â ö³ëîìó âîíè ïîêàçóþòü ïðèáëèçíî îäíà-
êîâó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³.  

Äëÿ âèïàäêó rE Eθ >  (äèâ. ðèñ. 1) ïðè 1.65m <  çá³æí³ñòü º êðàùîþ 

ïðè âèêîðèñòàíí³ ôîðìóëè (21) ÿê íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ, à ïðè 1.65m >  – 
ïðè âèêîðèñòàíí³ íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ (23). Ïðè÷îìó ç³ çìåíøåííÿì m  
ð³çíèöÿ â åôåêòèâíîñò³ ³ñòîòíî çðîñòàº. 

Òàêèì ÷èíîì, çà íóëüîâå íàáëèæåííÿ äëÿ ñëàáî íåîäíîð³äíîãî ìàòåð³à-
ëó öèë³íäðà ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè ôîðìóëó (21), à äëÿ ñëàáî àí³çîòðîïíîãî 
åôåêòèâí³øèì º çàñòîñóâàííÿ ôîðìóëè (23). 

6. Âèñíîâêè. Óçàãàëüíåíî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ 
ïðóæíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ ïîðîæíèñòèõ öèë³íäð³â íà 
âèïàäîê îðòîòðîïíèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó öèë³íäðà. Öÿ ìåòîäèêà ´ðóí-
òóºòüñÿ íà áåçïîñåðåäíüîìó ³íòåãðóâàíí³ âèõ³äíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü çàäà÷³ òà â³äïîâ³äíîìó çâåäåíí³ äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ÿê³ ðîçâ’ÿçó-
þòüñÿ ìåòîäîì ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿. Åôåêòèâí³ñòü ï³äõîäó ïîêàçàíî íà ïðèêëàä³ 
ðîçâ’ÿçàííÿ òåñòîâî¿ çàäà÷³. Âñòàíîâëåíî âïëèâ ñòåïåíÿ íåîäíîð³äíîñò³ òà 
àí³çîòðîï³¿ íà øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó äëÿ ð³çíèõ âàð³àí-
ò³â ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ.  
 
 1. Áèðãåð Á. È. Òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ â àíèçîòðîïíûõ òåëàõ // Ïðèêë. ìå-

õàíèêà. – 1971. – 7, ¹ 3. – Ñ. 71–76. 
 2. Áèðãåð Á. È., Áàðàíîâ Â. Ï. Ðàñ÷åò òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â îðòîòðîïíîì 

öèëèíäðå // Ìåõàíèêà ïîëèìåðîâ. – 1972. – ¹ 2. – Ñ. 310–314. 
 3. Âåðëàíü À. Ô., Ñèçèêîâ Â. Ñ. Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ: ìåòîäû, àëãîðèòìû, ïðî-

ãðàììû: Ñïðàâî÷íîå ïîñîáèå. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. – 543 ñ. 
 4. Âèãàê Â. Ì. Óïðàâëåíèå òåìïåðàòóðíûìè íàïðÿæåíèÿìè è ïåðåìåùåíèÿìè. – 

Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1988. – 312 ñ. 
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– Ñ. 34–122. 

 6. Â³ãàê Â. Ì., Êàëèíÿê Á. Ì. Çâåäåííÿ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ òà òåðìî-
ïðóæíîñò³ äëÿ íåîäíîð³äíèõ ³ òåðìî÷óòëèâèõ ò³ë äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äðóãî-
ãî ðîäó // Äîï. ÍÀÍ Óêðà¿íè. – 1998. – ¹ 11. – Ñ. 60–67. 
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ОДНОМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ УПРУГОСТИ И ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНЫХ 
ОРТОТРОПНЫХ ПОЛЫХ ЦИЛИНДРОВ  
 
Ðàçâèò ìåòîä íåïîñðåäñòâåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
ðàâíîâåñèÿ è ñîâìåñòíîñòè â íàïðÿæåíèÿõ îäíîìåðíûõ çàäà÷ óïðóãîñòè è òåð-
ìîóïðóãîñòè äëÿ ñëó÷àÿ íåîäíîðîäíûõ îðòîòðîïíûõ ïîëûõ öèëèíäðîâ. Èñõîäíûå 
çàäà÷è ñâåäåíû ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé. Ïðîàíàëèçèðîâàíî âëèÿíèå ñòåïåíè àíèçîòðîïèè è 
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè èòåðàöèîííîãî ìåòîäà ðàñ-
÷åòà. 
 
ONE-DIMENSIONAL PROBLEMS OF ELASTICITY AND THERMOELASTICITY 
FOR NONHOMOGENEOUS ORTHOTROPIC HOLLOW CYLINDERS 
 
A method of direct integration of differential equilibrium and compatibility equations 
in terms of stresses of one-dimensional elasticity and thermoelasticity problems for the 
case of nonhomogeneous orthotropic hollow cylinders is developed. Initial problems are 
reduced to the integral equations, which are solved by the direct iteration procedure. The 
influence of degree of anisotropy and initial approximation on the rate of convergence 
of iteration calculation method is analyzed. 
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