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ВАРІАЦІЙНІ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ ВЗАЄМОЗВ’ЯЗАНОЇ 
ТЕРМОПРУЖНОСТІ НЕОДНОРІДНИХ АНІЗОТРОПНИХ ОБОЛОНОК 
 

Äëÿ âçàºìîçâ’ÿçàíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê 
ñôîðìóëüîâàíî çàãàëüíó òà ÷àñòêîâ³ âàð³àö³éí³ çàäà÷³, ÿê³ º àíàëîãàìè âàð³à-
ö³éíèõ çàäà÷ Õó – Âàñ³äçó, â³ðòóàëüíî¿ åíåðã³¿, äîäàòêîâî¿ åíåðã³¿ ³ Á³î â ë³-
í³éí³é òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Âàð³àö³éíèì øëÿõîì äîâåäåíî îñíîâíó åíåðãåòè÷íó 
òåîðåìó, à òàêîæ ïîêàçàíî, ùî âàð³àö³éí³ çàäà÷³ äîïóñêàþòü ïîäàííÿ ó 
ôîðì³ ð³âíÿíü ðóõó Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ç ðîçñ³þâàííÿì åíåðã³¿.  

  
Ïðóæí³ îáîëîíêè ÿê íàéá³ëüø ðîçïîâñþäæåí³ åëåìåíòè ñó÷àñíèõ êîí-

ñòðóêö³é ÷àñòî åêñïëóàòóþòüñÿ â ñêëàäíèõ óìîâàõ, ùî âèìàãàº óòî÷íåíèõ 
ìåòîä³â ¿õíüîãî ðîçðàõóíêó: âðàõóâàííÿ âçàºìîçâ’ÿçêó ïîë³â ð³çíî¿ ïðèðî-
äè, íåîäíîð³äíîñò³ òà àí³çîòðîï³¿ ìàòåð³àëó â ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêó, ïî-
÷àòêîâèõ äåôîðìàö³é, ³íåðö³éíèõ ÷ëåí³â òîùî. Äëÿ âèâåäåííÿ îñíîâíèõ ð³â-
íÿíü, ùî îïèñóþòü ïîâåä³íêó òàêèõ îáîëîíîê, ³ ðîçâèòêó ìåòîä³â ðîçðàõóí-
êó åôåêòèâíî ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî àïàðàò âàð³àö³éíîãî ÷èñëåííÿ [1, 2].  

Äëÿ òðèâèì³ðíî¿ ñïðÿæåíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ âàð³àö³éí³ ìåòîäè óñï³øíî 
âèêîðèñòîâóâàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 4, 7, 9, 10]). Äëÿ 
òåðìîïðóæíèõ îáîëîíîê ö³ ìåòîäè ðîçâèíóò³ çíà÷íî ìåíøå [6, 8]. Äëÿ íåîä-
íîð³äíèõ îáîëîíîê âîíè ïðàêòè÷íî â³äñóòí³.  

Ó ö³é ðîáîò³ ñôîðìóëüîâàíî çàãàëüíèé ³ ÷àñòêîâ³ âàð³àö³éí³ ïðèíöèïè 
âçàºìîçâ’ÿçàíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ç ïî-
÷àòêîâèìè äåôîðìàö³ÿìè, ÿê³ âèêîðèñòàíî äëÿ âèâåäåííÿ îñíîâíèõ ð³âíÿíü 
³ ðîçâèòêó ìåòîä³â ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. 

Ðîçãëÿíåìî îáîëîíêó ñòàëî¿ òîâùèíè 2h , òî÷êè ïðîñòîðó ÿêî¿ â³äíåñå-

í³ äî íîðìàëüíî¿ êðèâîë³í³éíî¿ êîîðäèíàòíî¿ ñèñòåìè , ,  1,2x zα= α =x { } , 

äå 0z =  ïîçíà÷àº ñåðåäèííó ïîâåðõíþ G  îáîëîíêè, îáìåæåíó êîíòóðîì g . 
Ââàæàòèìåìî, ùî ìàòåð³àë îáîëîíêè íåîäíîð³äíèé òà àí³çîòðîïíèé ç îäí³-
ºþ ïëîùèíîþ ïðóæíî¿ ³ òåïëîâî¿ ñèìåòð³¿, ÿêà ïàðàëåëüíà ñåðåäèíí³é ïî-
âåðõí³, à ïðèð³ñò òåìïåðàòóðè ( , )t τx  ³ âåêòîð ïåðåì³ùåíü ( , )τU x  òî÷îê 
îáîëîíêè º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè â³ä ïîïåðå÷íî¿ êîîðäèíàòè z :  

 1 2( , ) , ,zt T x T x
h

α ατ = τ + τx ( ) ( ) , (1) 

 ( , ) , ,x z xα ατ = τ + τU x u( ) ( ) . (2) 

Òîä³ êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ 3 33, ,e e eαβ α  â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè ìîæíà 

âèðàçèòè ÷åðåç êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 3 33, ,αβ αε ε ε , 

αβæ , 3αæ  òàêèìè ôîðìóëàìè: 

 2 ( ) ( )e z zδ δ
αβ α δβ δβ β δα δα= µ ε + + µ ε +æ æ , 

 3 3 3 33 332 ,              e z eα α α= ε + = εæ , (3) 

äå δ
αµ  – òàê çâàí³ òåíçîðè îáîëîíêè [11]. 

 Ñë³ä â³äì³òèòè, ùî ó âèïàäêó âðàõóâàííÿ äåôîðìàö³é, âèêëèêàíèõ äî-
â³ëüíèìè ô³çèêî-õ³ì³÷íèìè ïðîöåñàìè (íàçâåìî ¿õ ïî÷àòêîâèìè äåôîðìàö³-
ÿìè àáî äèñòîðñ³ÿìè [5]), êîìïîíåíòè ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿, ùî âõîäÿòü ó ñï³â-
â³äíîøåííÿ (3), ïîâèíí³ áóòè ïîäàí³ ÿê ñóìà êîìïîíåíò³â ïðóæíî¿ äåôîð-
ìàö³¿, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ³ êîìïîíåíò³â ïî÷àòêîâî¿ 
äåôîðìàö³¿ [5]. 
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Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó îáîëîíêà çíàõîäèòüñÿ â ïðèðîäíîìó 
ñòàí³ ç òåìïåðàòóðîþ 0T . Ç ìîìåíòó ÷àñó 0τ >  ï³ä ä³ºþ çîâí³øíüîãî ïî-

âåðõíåâîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ 3,q qα=q { } , 3,m mα=m { } , ïî÷àòêîâèõ 

äåôîðìàö³é 0 0 0 0
3 33, ,αβ α= ε ε ε{ } , 0 0 0

3,αβ α= { }æ ææ , êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó 

÷åðåç ïîâåðõí³ z h= ± , âíóòð³øí³õ äæåðåë òåïëà ( ) ,  1, 2t
nW n = , à òàêîæ 

êîíòóðíèõ ñèëîâèõ ³ òåìïåðàòóðíèõ ôàêòîð³â â îáîëîíö³ âèíèêíóòü: ïîëå 

óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü 3,u uα=u { } , 3,α= γ γ{ }  ³ òåìïåðàòóðíå ïîëå 

( )nT , çóñèëëÿ-ìîìåíòè 3 33, ,N N Nαβ α=N { } , 3,M Mαβ α=M { }  ³ äåôîðìàö³¿ 

3 33, , ,αβ α= ε ε ε{ } , 3,αβ α= { }æ ææ , âåêòîðè ïîòîê³â òåïëà 3
( ) ( ) ( ),n n nQ Qα=Q { }  

òà åíòðîï³¿ 3
( ) ( ) ( ),n n nH Hα=H { } . Ïåðåðàõîâàí³ âåëè÷èíè â³äíåñåí³ äî ñåðåäèí-

íî¿ ïîâåðõí³ ³ òîìó º ôóíêö³ÿìè â³ä êîîðäèíàò xα  ³ ÷àñó τ . (Ó ðîáîò³ âèêî-
ðèñòîâóºìî çàãàëüíîïðèéíÿò³ â òåîð³¿ îáîëîíîê ïîçíà÷åííÿ [6, 11].) ßêùî 
ââàæàòè, ùî ö³ ôóíêö³¿ ìàþòü íåîáõ³äí³ âëàñòèâîñò³ ãëàäêîñò³, òî âîíè ïî-
âèíí³ çàäîâîëüíÿòè â³äïîâ³äíó ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ â³äïî-
â³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè, ÿê³ âèâåäåìî âàð³àö³éíèì øëÿõîì. 

Çàãàëüíèé âàð³àö³éíèé ïðèíöèï. Ï³äñòàâèâøè ó ôóíêö³îíàë òðèâè-
ì³ðíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíîãî àí³çîòðîïíîãî ò³ëà ó ôîðì³ Õó – Âà-
ñ³äçó [2, 9] ñï³ââ³äíîøåííÿ (1)–(3) ³ âèêîíàâøè ³íòåãðóâàííÿ çà êîîðäèíàòîþ 
z , îäåðæèìî â³äïîâ³äíèé äâîâèì³ðíèé ôóíêö³îíàë òåîð³¿ îáîëîíîê 
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Òóò â³ëüíà åíåðã³ÿ F , â³äíåñåíà äî îäèíèö³ ïëîù³ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³, 
âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
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 33 33 3333 1
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 1
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h
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= δ δ µ µ µ =∫    ,  

 3 333
( ) ( ) 0,      1,2,3,      , 1,

h
ij ij ab i j

r r a b
h

D D r N M z dzαβλ α

−

= = = = µ σ δ µ∫{ } { } , 

 3, 1, 1,
h

hi i i a i a
a a h

h

q m F z dz z
+

−
−

= µ µ + µ µ σ∫{ } { } { }[ ] , 

 ,      ,      det ,      i i i iN N M M zbα α β β β β
α α α α α α= ν = ν µ = µ µ = δ −( ) ,  

ijσ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü; Fα  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ìàñîâèõ 

ñèë; ( ), ( ), ( ), ( )ijk t ij
kl ijC kα λx x x x  – êîìïîíåíòè òåíçîð³â ïðóæíèõ ñòàëèõ, 

ë³í³éíîãî ðîçøèðåííÿ, òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåïëîâîãî îïîðó àí³çîòðîïíîãî 
ò³ëà â³äïîâ³äíî; ( )ec x  – ïèòîìà òåïëîºìí³ñòü; ( )ρ x  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó; 

( )is τx,  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïîòîêó åíòðîï³¿; ( ) ( )t tw w′ τ = τx x , ,  – ³íòåí-

ñèâí³ñòü òåïëîâèõ äæåðåë; ct
±  ³ c

gt  – çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ñåðåäîâèù, ÿê³ 
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îìèâàþòü ïîâåðõí³ z h= ±  ³ êîíòóð g ; z
±α  ³ gα  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîâ³ääà÷³ 

ç öèõ ïîâåðõîíü ³ êîíòóðó; αν  – êîìïîíåíòè îäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàë³ 

äî êîíòóðó; α∇  – ñèìâîë êîâàð³àíòíî¿ ïîõ³äíî¿ â ìåòðèö³ ñåðåäèííî¿ ïî-

âåðõí³; bβ
α  – ïîâåðõíåâèé òåíçîð êðèâèíè; j

iδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà; ³íäåêñè, 

ïîçíà÷åí³ ãðåöüêèìè áóêâàìè, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 1, 2, à ëàòèíñüêèìè – 1, 
2, 3; ³íäåêñè n  ³ m  ó äóæêàõ íå ìàþòü òåíçîðíîãî õàðàêòåðó ³ ïðèéìàþòü 
çíà÷åííÿ 1, 2; âèêîðèñòîâóºòüñÿ çâè÷àéíå ïðàâèëî ï³äñóìîâóâàííÿ çà ³í-
äåêñàìè, ùî ïîâòîðþþòüñÿ; êðàïêîþ çâåðõó ïîçíà÷åíî ÷àñòèííó ïîõ³äíó çà 
÷àñîì. 

Ñòîñîâíî ôóíêö³îíàëà (4) ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà  
Òåîðåìà. Ð³âíÿííÿìè Åéëåðà âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³ 0Iδ =  º ïîâíà ñèñòå-

ìà äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü òåîð³¿ âçàºìîçâ’ÿçàíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ íå-
îäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê, à ïðèðîäíèìè (åéëåðîâèìè) ãðàíè÷íè-
ìè óìîâàìè – ìåõàí³÷í³ òà òåìïåðàòóðí³ óìîâè íà êðàþ îáîëîíêè. 

Äëÿ ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè ââàæàòèìåìî, ùî âåëè÷èíè ,  ,  ,  u æ , 

( ) ( ) 3,  ,  ,  ,  i
n nT H H±N M  º íåçàëåæíèìè. Äàë³, îá÷èñëþþ÷è ¿õ âàð³àö³¿, ÿê³ 

ïðèïóñêàºìî äîâ³ëüíèìè, îäåðæèìî îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ðîçãëÿäóâàíèõ îáîëî-
íîê [3] 

– ð³âíÿííÿ ðóõó: 

 3 3 3 30,    0N NN b N q I N b N q Iβα α β α α β βα
β β β αβ∇ − + − = ∇ + + − =  , 

 3 3 33 3 30,  0  M MM N m I M b M N m Iβα α α α β βα
β β αβ∇ − + − = ∇ + − + − =  ; (8) 

– ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 

 3 3 3,      
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2
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= − γ = ∇ γ ε = γæ æ ; (9) 

– ô³çè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ: 
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=

= ε − ε + − + ε − ε − β∑( ) ( ) ( )æ æ , 

 
2

0 0 33 0
(2) (3) (2) 33 33 ( 1) ( )

1
m m

m

M D D D h Tνα ανδγ ανδγ αν να
δγ δγ δγ δγ +

=

= ε − ε + − + ε − ε − β∑( ) ( ) ( )æ æ , 

 3 3 3 0 3 3 0
(1) 3 3 (2) 3 3N D Dα α δ α δ

δ δ δ δ= ε − ε + −( ) ( )æ æ ,  

 3 3 3 0 3 3 0
(2) 3 (3) 3 3M D Dα α δ α δ

δ δγ δ δ= ε − ε + −( ) ( )æ æ ; (10) 

– áàëàíñîâ³ ð³âíÿííÿ: 

 3
( ) ( ) (1) (3) (3)

( ) 0

2 1 2( 1) ( 1) 0 ,
2 1

n
n n

n

F h H W n H H H
T n T

α + −
α

∂  ′− ∇ − + − − − − = ∂ −  
( ) (11) 

äå  

 0 33 0
( ) ( ) 33 33

( )
n n

n

F
T

αδ
αδ αδ

∂ = − β ε − ε + β ε − ε +
∂

( ) ( )[  

 
2

0
( 1) ( , ) ( )

0 1

1 e
n n m m

m

h C T
T

αδ
+ αδ αδ

=

+ β − − ∑( )æ æ ] ; (12) 
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– ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó òåïëà: 

 
2

( , )
0 ( ) ( )

1

2 0
2 1

n m
m n

m

hT k H T
n

α
αβ β

=

+ ∇ =
−∑  , 

 
2

( , ) 3
0 33 ( ) (2)

1

2(2 ) 0n m
m

m

T k H n T
=

+ − =∑  ; (13) 

– óìîâè êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó íà ïîâåðõíÿõ z h= ± : 

 0 3 0z cT H t t± ± ± ±± α − = ( ) ; (14) 

ãðàíè÷í³ óìîâè 
– ñòàòè÷í³ íà ÷àñòèí³ êîíòóðó Ng : 

,          i i i iN N M Mα α
α αν = ν =  ; (15) 

– ãåîìåòðè÷í³ íà ÷àñòèí³ êîíòóðó ug : 

,               i i i iu u= γ = γ ; (16) 

– òåìïåðàòóðí³ äðóãîãî ðîäó íà ÷àñòèí³ êîíòóðó tg : 

( ) ( )n nH Hα α
α αν = ν ; (17) 

– êîíâåêòèâíèé òåïëîîáì³í íà ÷àñòèí³ êîíòóðó sg : 

0 ( ) ( ) ( ) 0c
n g n nT H T Tα

αν − α − = ( ) . (18) 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (11)–(14) ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ìîæíà çàïèñàòè ó 
òðàäèö³éíîìó âèãëÿä³ 

 
2 2

33
( , ) ( ) (1,1) (2) ( , ) ( ) ( )2

1 1

1 e t
n m m n m m n

m m

nT T C T W
h

αβ
α β

= =

− ∇ λ ∇ − λ − + − 
 ∑ ∑   

 0 33 0
0 ( ) ( ) 33 33n nT αν

αν αν− β ε − ε + β ε − ε +   ( ) ( )[   

 0
( 1) ( ) 0,    1,2c
n nh f nαν

+ αν αν+ β − − = = ( )æ æ ] , (19) 

äå ôóíêö³¿ ( )
c
nf  çàëåæàòü â³ä òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïîâåðõíÿõ z h= ± . 

Òàê, äëÿ óìîâ äðóãîãî ðîäó ìîæíà çàïèñàòè, ùî ( ) 0 3 3( 1)c n
nf T H H+ −= − − ( ) , à 

äëÿ óìîâ òðåòüîãî ðîäó ìàºìî ( ) (1) 1 ( ) (2) 2 (3 )
c c t c t
n n nf T t T t −= − ε + − ε( ) ( ) , äå ( )

t
nε =  

( 1)nz z
+ −= α − − α  ³ ( ) ( 1) 2c n

n c ct t t+ −= − −( )/ .  

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Òàêèì ÷èíîì, ñåðåä óñ³õ ìîæëèâèõ òåðìîìåõàí³÷íèõ ñòàí³â, ÿê³ çàäî-

âîëüíÿþòü ñèñòåìó âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ð³âíÿíü (8)–(14) ³ â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ 
óìîâè (15)–(18), ä³éñíî ³ñíóº òîé, ïðè ÿêîìó ôóíêö³îíàë (4) äîñÿãàº ñòàö³î-
íàðíîãî çíà÷åííÿ 0Iδ = . 

Ñôîðìóëüîâàíèé âàð³àö³éíèé ïðèíöèï ÿê àíàëîã â³äîìîãî ç òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ïðèíöèïó Õó – Âàñ³äçó º íàéçàãàëüí³øèì ïðèíöèïîì òåîð³¿ òåð-
ìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê ç óðàõóâàííÿì òåðìîìå-
õàí³÷íî¿ âçàºìîä³¿. Ç íüîãî ÿê ÷àñòêîâ³ âèïàäêè âèïëèâàþòü ³íø³, ìåíø çà-
ãàëüí³ ïðèíöèïè. Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ ç íèõ. 

Ïðèíöèï â³ðòóàëüíî¿ åíåðã³¿. ßêùî âàð³þâàííþ ï³äëÿãàþòü êîìïîíåí-
òè ïåðåì³ùåíü ,  i iu γ  ³ õàðàêòåðèñòèêè òåìïåðàòóðè ( )nT , òî, ââàæàþ÷è, 

ùî ð³âíÿííÿ (9), (13), (14) ³ óìîâè (16), (18) çàäîâîëüíÿþòüñÿ, îäåðæèìî àíà-
ëîã â³äîìîãî ç òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [2, 10] ïðèíöèïó â³ðòóàëüíî¿ åíåðã³¿  
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 ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) ,i i
n n n t

G

T dG D H H Pδ δ + Θ δ + δ + δ =∫∫N MW ( ) æ æ   

 0 0
( ), , i i i i
n N i M i

G G

T dG q I u m I dG= Θ δ + − δ + − δγ +∫∫ ∫∫  ( ) ( ) ( )æ [ ]  

 
2

3 3 ( ) ( )
01

1( 1)i i n
i i n n

ng G

N u M dg H H W T dG
T

+ −

=

 ′+ δ + δγ − − − − δ −  ∑∫ ∫∫( )  

 
2

( ) ( )
1

2
2 1 n n

ng

h H T dg
n

α
α

=

− ν δ
−∑∫ . (20) 

Òóò 

 3 33 3
3 33 3( , , , )

G

N N N M M dGαβ α αβ α
αβ α αβ α= ε + ε + ε + +∫∫N MW ( ) æ æ æ , 

 
2

( , ) ( , ) 3 3
( ) ( ) 0 ( ) ( ) 33 ( ) ( )

, 1

,i i n m n m
n n m n m n

n mG

D H H T k H H k H H dGα β
αβ

=

= +∑∫∫  ( ) ( ) ,  

 
2

( , ) ( ) ( )
0 , 1

1
2

e
t n m n m

n mG

P C T T dG
T =

= ∑∫∫ . 

Ïðàâó ÷àñòèíó âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ (20), ÿêà ì³ñòèòü äîáóòîê çîâí³ø-
í³õ íàâàíòàæåíü íà â³ðòóàëüí³ ïðèðîñòè ïåðåì³ùåíü ³ òåìïåðàòóðè, ìîæíà 
³íòåðïðåòóâàòè ÿê óçàãàëüíåíó òåðìîìåõàí³÷íó â³ðòóàëüíó ðîáîòó. Öå ð³â-
íÿííÿ äîçâîëÿº ó âàð³àö³éí³é ôîðì³ âèðàçèòè ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè (8) ³ ð³â-
íÿííÿ áàëàíñó (11), à òàêîæ ãðàíè÷í³ óìîâè (15) ³ (17).  

Ïðèíöèï äîäàòêîâî¿ åíåðã³¿. ßêùî âàð³þâàííþ ï³äëÿãàþòü çóñèëëÿ-

ìîìåíòè ,  N M , êîìïîíåíòè ïîòîêó åíòðîï³¿ ( )
i
nH , çîâí³øíº ïîâåðõíåâå ³ 

êîíòóðíå íàâàíòàæåííÿ òà ñèëè ³íåðö³¿, òî, ââàæàþ÷è, ùî ð³âíÿííÿ (8), (10), 
(11), (14) òà óìîâè (15), (18) çàäîâîëüíÿþòüñÿ, îäåðæèìî íàñòóïíå âàð³àö³é-
íå ð³âíÿííÿ: 

 ( ) ( ) ( )( , , , ) ( , , ) ,i i
n n n t

G

T dG D H H Pδ δ + Θ δ δ + δ + δ =∫∫N MW ( ) æ æ  

 0 0
( ), , i i i i
n N i M i

G G

T dG q I u m I dG= Θ δ δ + δ − δ + δ − δ γ +∫∫ ∫∫  æ( ) ( ) ( ) [ ]  

 
2

3 3 ( ) ( )
01

1( 1)i i n
i i n n

ng G

N u M dg H H W T dG
T

+ −

=

 ′+ δ + δ γ − δ − − δ − δ −  ∑∫ ∫∫( )  

 
2

( ) ( )
1

2
2 1 n n

ng

h H T dg
n

α
α

=

− δ ν
−∑∫ , (21) 

ÿêå âèðàæàº ïðèíöèï äîäàòêîâî¿ åíåðã³¿ â òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ 
àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê. Éîãî ïðàâà ÷àñòèíà ì³ñòèòü äîáóòîê ïðèðîñò³â çîâ-
í³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ íà ä³éñíî ³ñíóþ÷³ ïåðåì³ùåííÿ ³ òåìïåðàòóðó. Öåé 
ïðèíöèï äàº ìîæëèâ³ñòü ó âàð³àö³éí³é ôîðì³ âèðàçèòè ð³âíÿííÿ íåðîçðèâ-
íîñò³ äåôîðìàö³é, ð³âíÿííÿ ïåðåíîñó òåïëà òà ãåîìåòðè÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè. 

Ïðèíöèï Á³î. ßêùî âàð³þâàííþ ï³äëÿãàþòü êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåíü ³ 
ïîòîêó åíòðîï³¿, òî, ââàæàþ÷è, ùî ð³âíÿííÿ (9), (11), (14) ³ óìîâè (16), (18) 
çàäîâîëüíÿþòüñÿ, îäåðæèìî àíàëîã âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ Á³î ó òðèâèì³ðí³é 
òåðìîïðóæíîñò³ [1, 4]:  



100 

 tD Pεδ + δ + δ =W  

 3 33 3
0 0 3 0 33 0 0 3

G

N N N M M dGαβ α αβ α
αβ α αβ α= δε + δε + δε + δ + δ +∫∫ æ æ( )  

 i i i i i i
N i M i i i

G g

q I u m I dG N u M dg+ − δ + − δγ + δ + δγ +∫∫ ∫ ( ) ( ) ( )[ ]  

 
2 2

( ) ( ) 3 3 ( )
01 1

1 ( 1)nn n n
n nG G

W T dG H H T dG
T

+ −

= =

 ′+ δ − δ − − δ − 
 ∑ ∑∫∫ ∫∫ [ ]  

 
2

0 0
( ) ( ) ( )

1

2 , ,
2 1 n n n

ng G

h H T dg T dG
n

α
α

=

− δ ν + Θ δ δ
−∑∫ ∫∫ æ( ) . (22) 

Òóò 

 ( , )
G

V dGε ε= ∫∫W  æ ,  

 0 0 33 0 3
0 (1) (2) (1) 33 0,    N D D D Nνα ανδγ ανδγ αν ν

δγ δγ= ε + + ε = æ  ³ ò. ä. (äèâ. (10)).  

Ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (22) ì³ñòèòü â³ðòóàëüí³ ïðèðîñòè, ç îäíîãî áî-
êó, äëÿ ïåðåì³ùåíü, à ç äðóãîãî – äëÿ çîâí³øí³õ òåìïåðàòóðíèõ íàâàíòà-
æåíü. Òîìó öå ð³âíÿííÿ ïîòð³áíî ðîçãëÿäàòè ÿê âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ çì³øà-
íîãî òèïó.  

ßêùî çíåõòóâàòè ñïðÿæåí³ñòþ äåôîðìàö³éíèõ ³ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â, 
òî ìîæíà îäåðæàòè äâà íåçâ’ÿçàíèõ âàð³àö³éíèõ ð³âíÿííÿ: âàð³àö³éíå ð³â-
íÿííÿ òåìïåðàòóðíî¿ çàäà÷³ ³ âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ðîçãëÿ-
äóâàíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê. Îñòàííº ç íèõ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ),i i
t n nP D H Hδ + δ =( )  

 
2 2

( ) ( ) 3 3 ( )
01 1

1 ( 1)nn n n
n nG G

W T dG H H T dG
T

+ −

= =

 ′= δ − δ − − δ − 
 ∑ ∑∫∫ ∫∫ [ ]  

 
2

( ) ( )
1

2
2 1 n n

ng

h H T dg
n

α
α

=

− δ ν
−∑∫ . (23) 

Öå ð³âíÿííÿ º àíàëîãîì â³äïîâ³äíîãî âàð³àö³éíîãî ïðèíöèïó Á³î â ë³í³éí³é 
òðèâèì³ðí³é òåïëîïðîâ³äíîñò³ [1]. 

Îäåðæàí³ âàð³àö³éí³ ïðèíöèïè äîçâîëÿþòü ðîçâèíóòè ð³çí³ ìåòîäè ðîç-
â’ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ òåðìîïðóæíîñò³ òà òåïëîïðîâ³äíîñò³ íåîäíî-
ð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñ-
òàííÿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò äî âàð³àö³éíîãî ð³âíÿííÿ (22), ââàæàþ÷è 
äæåðåëà òåïëà çàäàíèìè ( ( ) 0nW′δ = ). 

Ð³âíÿííÿ ðóõó Ëàãðàíæà. Íåõàé êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü iu , 

iγ  ³ ïîòîêó åíòðîï³¿ ( ) ,
i
nH H±  º ôóíêö³ÿìè äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò 

( ),  1,2, ,s sq q s p= τ =  . Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè âàð³àö³éíîãî ÷èñëåí-
íÿ, ïîäàìî (22) ó ôîðì³ ð³âíÿíü ðóõó Ëàãðàíæà äëÿ ñèñòåì ç ðîçñ³þâàííÿì 
åíåðã³¿ 

 ( )t s
s s s s

d K K D P Q
d q q q q ε

∂ ∂ ∂ ∂  − + + + = τ ∂ ∂ ∂ ∂ 
W  . (24) 

Òóò K  ³ sQ  – â³äïîâ³äíî ê³íåòè÷íà åíåðã³ÿ ³ óçàãàëüíåí³ ñèëè  
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 1
2

i i
N i M i

G

K I u I dG= + γ∫∫   ( ) , 

 
2

( )
1

( 1)i i ni i
s n

s s s snG G

u H HQ q m dG T dG
q q q q

+ −

=

∂ ∂γ ∂ ∂   = + − − − +   ∂ ∂ ∂ ∂   ∑∫∫ ∫∫  

 
0 002

33 33
( ) ( ) ( ) ( )

1
n n n n

s s snG

T h dG
q q q

αδ αδαδ αδ

=

∂ε ∂∂ε + β + β + β + ∂ ∂ ∂ ∑∫∫
æ

 

 
2

( )
( )

1

2
2 1

ni ii i
n

s s sng g

Hu hN M dg T dg
q q n q

α

α
=

∂∂ ∂γ + + − ν ∂ ∂ − ∂  ∑∫ ∫ . 

Ó âèïàäêó ë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ïîëÿ ïåðåì³ùåíü ³ ïîòîêó åíòðîï³¿ â³ä 
óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ³ç (24) îäåðæèìî çâ’ÿçàíó ñèñòåìó çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè â³äíîñíî 
óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ( )sq τ :  

 is s is s is s s
i

m q a q b q Q+ + =∑  ( ) . (25) 

Òóò , ,is is ism a b  – â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíòè ³íåðö³¿, îïîðó òà â³äíîâëåííÿ. 
ßêùî êîîðäèíàòí³ ôóíêö³¿ º ôîðìàìè âëàñíèõ êîëèâàíü, ùî çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³, òî ð³âíÿííÿ (25) ñòàþòü íåçâ’ÿçàíèìè ³ ¿õí³é 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
0 0

0( ) cos sins ss s s
s s s s

s

q q
q q e e−λ τ −λ τ+ λ

τ = ω τ + ω τ +
ω


 

 ( )

0

1 ( ) sin ( )s
s s

s s
Q e d

m

τ
′−λ τ−τ′ ′ ′+ τ ω τ − τ τ

ω ∫ , 

äå 0 (0)s sq q= ; 0 (0)s sq q=  ; 2s s sa mλ = / ; 2 2
s s s sb mω = − λ/ . 

Ó âèïàäêó íåñïðÿæåíî¿ äèíàì³÷íî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ ïîòð³áíî ïî-

êëàñòè 0sλ = . Äëÿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ ìàºìî 2
s s s sq Q m= ω( )/ . 

Òàêèì ÷èíîì, ïðè íàÿâíîñò³ êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é çíàéäåí³ óçàãàëü-
íåí³ êîîðäèíàòè ïîâí³ñòþ âèçíà÷àþòü ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ íå-
îäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê.  

Îñíîâíà åíåðãåòè÷íà òåîðåìà. Âàð³àö³éíå ð³âíÿííÿ (22) âèêîðèñòàºìî 
äëÿ äîâåäåííÿ îñíîâíî¿ åíåðãåòè÷íî¿ òåîðåìè â òåîð³¿ òåðìîïðóæíîñò³ íå-
îäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê. Ââàæàþ÷è, ùî ,i iuδ δγ  ³ ( )nTδ º ä³éñíèìè 

ïåðåì³ùåííÿìè òà ä³éñíîþ òåìïåðàòóðîþ â îáîëîíö³, áóäåìî ìàòè 

 ( ) ( ),      ,      ,      i i i i n nu u d d T T d dε εδ = τ δγ = γ τ δ = τ δ = τW W , 

 ( ) ( ) ( ),      ,      t
n n nK Kd D Dd d W W d W d′ ′δ = τ δ = τ = χ τ δ = τ = τ   , 

 3 3
0

z
cH H d t t d

T

±
± ± ± ±α

δ = τ = ± − τ ( ) . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (22) ïðèéìå âèãëÿä 

 t t
d K P
d ε + + + χ =

τ
W( )  

 
2 2

( ) ( ) 1 ( ) 2 (3 ) ( )
0 01 1

1 1t c t c t
n n n n n

n nG G

W T dG t t T dG
T T −

= =

= + ε + ε +∑ ∑∫∫ ∫∫ [ ]  

 
2

( ) ( )

0 1

2

2 1

c
g n n i i i i

i i i i
ng G g

h T T
dg q u m dG N u M dg

T n=

α
+ + + γ + + γ +

−∑∫ ∫∫ ∫  ( ) ( )  
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 3 33 3
0 0 3 0 33 0 0 3

G

N N N M M dGαβ α αβ α
αβ α αβ α+ ε + ε + ε + + +∫∫     ( )æ æ  

 0 0
( ) , ,n

G

T dG+ Θ δ δ∫∫  ( )æ , (26) 

äå 

 
332
(1,1) 2

( , ) ( ) ( ) (2)2
0 , 1

1
t n m n m

n mG

T T T
T h

αβ
α β

=

λχ = λ ∇ ∇ + +


∑∫∫  

 
22 2
( )

(1) ( ) (2) (3 ) ( )
01 1

2

2 1
g nt t

n n n
n ng

h T
T T T dG dg

T n−
= =

α+ ε + ε + −
∑ ∑∫( ) . (27) 

Ð³âíÿííÿ (26) âèðàæàº çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿ â òåîð³¿ òåðìîïðóæ-
íîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê: çì³íà ïîâíî¿ ìåõàí³÷íî¿ ³ òåïëî-
âî¿ åíåðã³¿, à òàêîæ åíåðã³¿ ðîçñ³þâàííÿ â äåôîðìîâàí³é îáîëîíö³ çà îäèíè-
öþ ÷àñó äîð³âíþº çì³í³ ðîáîòè, ÿêà âèêîíàíà çîâí³øí³ì ìåõàí³÷íèì íàâàí-
òàæåííÿì ³ íàãð³âîì îáîëîíêè. 

Çàñòîñîâóþ÷è â³äîìèé ï³äõ³ä [6], åíåðãåòè÷íå ð³âíÿííÿ (26) ìîæíà âè-
êîðèñòàòè äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâèõ çàäà÷ òåî-
ð³¿ òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê. Öå ð³âíÿííÿ òà-
êîæ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíå äëÿ äîñë³äæåííÿ äèñèïàö³¿ ïðè âçàºìîçâ’ÿçà-
íèõ òåðìîïðóæíèõ ïðîöåñàõ. 

Ðîçñ³þâàííÿ ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿. Íåõàé çîâí³øí³ ä³¿ íà îáîëîíêó â³ä-
ñóòí³, òîáòî ççîâí³ åíåðã³ÿ íå ïîñòóïàº. Òîä³ ç ð³âíÿííÿ (26) îäåðæèìî, ùî 
çì³íà ïîâíî¿ åíåðã³¿ ïðè â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ äîð³âíþº â³ä’ºìíîìó çíà÷åííþ 
âåëè÷èíè ðîçñ³ÿíî¿ åíåðã³¿ çà îäèíèöþ ÷àñó:  

 t
d
d

= − χ
τ
E ,  (28) 

äå tK Pε= + +E W , à ôóíêö³ÿ çì³íè ðîçñ³ÿíî¿ åíåðã³¿ 0tχ ≥  äàºòüñÿ 

ôîðìóëîþ (27), ç ÿêî¿ âèäíî, ùî ðîçñ³þâàííÿ ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿ îáîëîíêè 
ïðè íåîáîðîòíèõ òåðìîïðóæíèõ ïðîöåñàõ çóìîâëåíî íàÿâí³ñòþ òåïëîâèõ 

ïîòîê³â âñåðåäèí³ îáîëîíêè ( 330, 0αβλ ≠ λ ≠ ) ÷åðåç ¿¿ ïîâåðõí³ z h= ±  

( 0z
±α ≠ ) ³ ÷åðåç êîíòóð g  ( 0gα ≠ ). 

Ç ôîðìóë (28) ³ (27) âèïëèâàº íàñòóïíå: ÿêùî ïðè â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ 
îáîëîíêè ïðèð³ñò òåìïåðàòóðè â³äñóòí³é ( ( ) 0nT = ), òî ïîâíà åíåðã³ÿ ¿¿ çàëè-

øàºòüñÿ ñòàëîþ 0d
d

 = τ 
E , à ÿêùî âðàõîâóºòüñÿ çì³íà òåìïåðàòóðè îáîëîí-

êè âíàñë³äîê ¿¿ äåôîðìóâàííÿ ( ( ) 0nT ≠ ), òî ïî÷àòêîâî íàêîïè÷åíà ìåõàí³÷íà 

åíåðã³ÿ ïðè â³ëüíèõ êîëèâàííÿõ îáîëîíêè â ÷àñ³ ñïàäàº 0d
d

 < τ 
E  äî ñâîãî 

ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ, ïðè ÿêîìó äîñÿãàºòüñÿ ñòàí òåðìîäèíàì³÷íî¿ ð³âíî-
âàãè. Îòæå, â³ëüí³ êîëèâàííÿ îáîëîíêè çàòóõàþòü âíàñë³äîê ðîçñ³þâàííÿ 
ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿. Ëîãàðèôì³÷íèé äåêðåìåíò çàòóõàííÿ âèçíà÷àºòüñÿ çà 

ôîðìóëîþ td = E E
 / , äå õâèëüêîþ çâåðõó ïîçíà÷åíî óñåðåäíåí³ çà ÷àñîì 

âåëè÷èíè. 
Âèñíîâêè. Ñôîðìóëüîâàíî çàãàëüíèé âàð³àö³éíèé ïðèíöèï òåîð³¿ âçàº-

ìîçâ’ÿçàíî¿ òåðìîïðóæíîñò³ íåîäíîð³äíèõ àí³çîòðîïíèõ îáîëîíîê ç ïî÷àò-
êîâèìè äåôîðìàö³ÿìè, ÿêèé ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê àíàëîã ïðèíöèïó Õó –
Âàñ³äçó ó ë³í³éí³é òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Ïîâíà ñèñòåìà äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ³ â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè âèïëèâàþòü ÿê ð³âíÿííÿ Åéëåðà ç óìîâè 



103 

ñòàö³îíàðíîñò³ âèâåäåíîãî ôóíêö³îíàëó. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîð³þ ïåðåòâî-
ðåííÿ âàð³àö³éíèõ çàäà÷, îäåðæàíî ðÿä ÷àñòêîâèõ ïðèíöèï³â, ÿê³ º àíàëî-
ãàìè â³äîìèõ ïðèíöèï³â ç òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà òåïëîïðîâ³äíîñò³. Ïîêàçàíà 
ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ îäåðæàíèõ âàð³àö³éíèõ ïðèíöèï³â äëÿ ïîáóäîâè 
ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷, äîâåäåííÿ òåîðåìè ºäèíîñò³ òà äî-
ñë³äæåííÿ ðîçñ³þâàííÿ ìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿ ïðè âçàºìîçâ’ÿçàíèõ òåðìîïðóæ-
íèõ ïðîöåñàõ.  
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ВАРИАЦИОННЫЕ ПОСТАНОВКИ ЗАДАЧ ВЗАИМОСВЯЗАННОЙ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
НЕОДНОРОДНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК 
 
Äëÿ âçàèìîñâÿçàííîé òåðìîóïðóãîñòè íåîäíîðîäíûõ àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê 
ñôîðìóëèðîâàíû îáùàÿ è ÷àñòíûå âàðèàöèîííûå çàäà÷è, ÿâëÿþùèåñÿ àíàëîãàìè 
ñîîòâåòñòâåííî âàðèàöèîííûõ çàäà÷ Õó – Âàñèäçó, âèðòóàëüíîé ýíåðãèè, äîïîë-
íèòåëüíîé ýíåðãèè è Áèî â ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âàðèàöèîííûì ïóòåì 
äîêàçàíà îñíîâíàÿ ýíåðãåòè÷åñêàÿ òåîðåìà, à òàêæå ïîêàçàíî, ÷òî âàðèàöèîííûå 
çàäà÷è äîïóñêàþò ïðåäñòàâëåíèå â ôîðìå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñèñ-
òåì ñ ðàññåÿíèåì ýíåðãèè. 
 
VARIATIONAL STATEMENTS OF PROBLEMS FOR COUPLED THERMOELASTICITY 
OF HETEROGENEOUS ANISOTROPIC SHELLS  
 
The general and individual variational problems for coupled thermoelasticity of hetero-
geneous anisotropic shells have been formulated. They are analogues of variational 
problems of Hu-Washizu, virtual energy, virtual complementary energy and Biot in the 
linear elasticity theory. The main energetic theorem has been proven by variational way. 
And it has been shown that variational problems admit their representation in the form 
of Lagrange equations of motion for disperse energy systems. 
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