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ÓÄÊ 593.3 
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ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК С 
ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ МЕТОДА R -ФУНКЦИЙ И СПЛАЙН-АППРОКСИМАЦИИ 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ïîëîãèõ èçîòðîïíûõ 
îáîëî÷åê çàäàííîé ôîðìû â ïëàíå ñ ðàçíûìè âèäàìè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà âûïîëíåíà â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè. Äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è èñïîëüçîâàí âàðèàöèîííî-ñòðóêòóðíûé ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ 
íà èñïîëüçîâàíèè òåîðèè R -ôóíêöèé è ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåí-
íûõ êîìïîíåíò ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ 
èçâåñòíûìè èëëþñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ñîçäàí-
íîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ 
ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé êðèâèçíû ñ îò-
âåðñòèÿìè.  

 
Èññëåäîâàíèå äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ÿâëÿåòñÿ îä-

íîé èç àêòóàëüíûõ ïðîáëåì ìåõàíèêè, â ñèëó øèðîêîãî èõ ïðèìåíåíèÿ â 
êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìíîãèõ òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Ýòîé ïðîáëåìå ïî-
ñâÿùåíû ìíîãî÷èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ, îáçîðû êîòîðûõ âûïîëíåíû â ðà-
áîòàõ [2, 3, 13] è äð. Àíàëèç èìåþùèõñÿ èññëåäîâàíèé ïîçâîëÿåò ñäåëàòü 
âûâîä î òîì, ÷òî ïðîáëåìà íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáà-
íèé îñòàåòñÿ àêòóàëüíîé äëÿ îáîëî÷åê, îïèðàþùèõñÿ íà ïëàí ñëîæíîé 
ôîðìû è èìåþùèõ ðàçëè÷íûå âèäû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ýòî îòíîñèòñÿ ê 
èçîòðîïíûì è îðòîòðîïíûì îáîëî÷êàì, îáîëî÷êàì ïåðåìåííîé òîëùèíû, 
ìíîãîñëîéíûì è ò. ä.  

Ê ÷èñëó íàèáîëåå èçâåñòíûõ óíèâåðñàëüíûõ ìåòîäîâ, ïðèìåíÿåìûõ 
äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî êëàññà çàäà÷, îòíîñèòñÿ ÌÊÝ [6, 9, 12]. Ìåíåå èçâåñò-
íûì, íî äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì åñòü ìåòîä R -ôóíêöèé (RFM) [5, 8, 11]. 
Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó èñêîìîå ðåøåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â àíàëèòè÷åñêîé 
ôîðìå ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðíûõ ôîðìóë, òî÷íî óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì 
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì è ñîäåðæàùèõ íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû. Îáû÷íî 
íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ðàñêëàäûâàþòñÿ â ðÿäû ïî íåêîòîðûì ïîëíûì 
ñèñòåìàì ôóíêöèé. Ê ÷èñëó íàèáîëåå ïðîñòûõ è ëåãêî ðåàëèçóåìûõ àëãî-
ðèòìè÷åñêè îòíîñèòñÿ ñèñòåìà ñòåïåííûõ ïîëèíîìîâ. Îäíàêî èñïîëüçîâàíèå 
ýòîé ñèñòåìû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ðåøåíèÿ ÑËÀÓ ñ ïëîòíî çàïîë-
íåííûìè ìàòðèöàìè, ÷òî âåäåò ê íåóñòîé÷èâîñòè âû÷èñëèòåëüíûõ ïðîöåñ-
ñîâ è ïëîõîé ñõîäèìîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè óâåëè÷åíèè êîëè-
÷åñòâà êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé.  

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìåòîä R -ôóíêöèé ïðèìåíÿåòñÿ ñîâìåñòíî ñî 
ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèåé íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò, ñîäåðæàùèõñÿ â 
ñòðóêòóðàõ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è. Èñïîëüçîâàíèå ñïëàéíîâ ïðèâîäèò ê 
ëåíòî÷íûì ìàòðèöàì è, êàê ðåçóëüòàò, ê ëó÷øåé óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèÿ. Ñ 
ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà âûïîëíåí ðàñ÷åò ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò è 
ôîðì êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê çàäàííîé ôîðìû â ïëàíå, â òîì ÷èñëå ñ 
îòâåðñòèÿìè, äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé è çíà÷åíèé êðèâèçí. 
Ïðåäñòàâëåíî ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè àïïðîêñèìàöèè íå-
îïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò ñïëàéíàìè è ñòåïåííûìè ïîëèíîìàìè, à òàêæå ñ 
èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå. 

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáà-
íèÿõ ïîëîãîé èçîòðîïíîé îáîëî÷êè, îïèðàþùåéñÿ íà çàäàííûé ïëàí, ñ ïî-
ñòîÿííûìè êðèâèçíàìè â íàïðàâëåíèÿõ îñåé Ox  è Oy . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 
êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè âî âðåìåíè, ò. å. ïåðåìåùå-
íèÿ â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû ,u v  â íàïðàâëåíèÿõ îñåé Ox  è Oy , à òàêæå ïî-

ïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ w  â íàïðàâëåíèè îñè Oz  (ïðîãèá îáîëî÷êè) ìîãóò 
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áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå 

 ( , , ) ( , ) sinu x y t U x y t= λ , 

 ( , , ) ( , ) sinv x y t V x y t= λ , 

 ( , , ) ( , ) sinw x y t W x y t= λ . (1) 

Íà îñíîâå âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ëàãðàíæà ïðîáëåìà ñâîáîäíûõ êî-
ëåáàíèé òîíêîñòåííûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìèíèìóìà 
ôóíêöèîíàëà  

 max maxJ V T= − , (2) 

ãäå V  è T  – ñîîòâåòñòâåííî ïîòåíöèàëüíàÿ è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèè îáî-
ëî÷êè. 

Â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè, áàçèðóþùåéñÿ íà ãèïîòåçàõ Êèðõãîôà 
– Ëÿâà, ôóíêöèîíàë (2) èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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 ∂ ∂ ∂ ∂ + + − − ν −    − ν ∂ ∂ ∂ ∂∫∫  

 
2 22

2 2 2( )
2

hW U V W
x y

Ω

λ ρ∂ − ∂Ω − + + ∂Ω  ∂ ∂    ∫∫ . (3) 

Çäåñü ,E h  è ν  – ìîäóëü óïðóãîñòè, òîëùèíà îáîëî÷êè è êîýôôèöèåíò Ïó-

àññîíà, à ( , , )U V W=V  – âåêòîð ïåðåìåùåíèé. 

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ñîãëàñíî ìåòîäó RFM âíà÷àëå ñòðîèòñÿ ñòðóêòóðà 
ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è [8]. Âèä ýòîé ñòðóêòóðû çàâèñèò îò âèäà ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé. Íèæå ïðåäñòàâëåíû ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ äëÿ íåêîòîðûõ âè-
äîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, ìîäåëèðóþùèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñïîñîáû îïèðà-
íèÿ îáîëî÷êè. 

1°. Êðàé îáîëî÷êè íåïîäâèæåí (æåñòêîå çàùåìëåíèå). Ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ èìåþò âèä 

 0,      0,      0,     0WU V W
n∂Ω ∂Ω ∂Ω

∂Ω

∂= = = =
∂

, (4) 

ãäå n  – âíåøíÿÿ íîðìàëü ê ãðàíèöå îáëàñòè. 
Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê 

 2
1 2 3,      ,      U V W= ωΦ = ωΦ = ω Φ . (5) 

Çäåñü ôóíêöèÿ ( , )x yω  ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ â îáùåì 

ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðèè R -ôóíêöèé òàêèì îáðàçîì, ÷òî îíà 
óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì óñëîâèÿì: 

 ( , )  0,      1,      ( , ) 0     ( , )x y x y x y
n∂Ω ∂Ω

∂ωω = = − ω > ∀ ∈ Ω
∂

,  (6) 

à 1Φ , 2Φ  è 3Φ  – íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ, ïðè 
ëþáîì âûáîðå êîòîðûõ áóäóò òî÷íî óäîâëåòâîðåíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ.  

2°. Êðàé îáîëî÷êè ñâîáîäåí. Ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 
ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê 

 0,      0,      0,      0n n n nM Q N S∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω= = = = , (7) 

ãäå nM  – èçãèáàþùèé ìîìåíò; nQ  – ïåðåðåçûâàþùàÿ ñèëà; nN  è nS  – 

íîðìàëüíûå è ñäâèãîâûå óñèëèÿ â ñðåäèííîé ïëîñêîñòè îáîëî÷êè. Óñëîâèÿ 
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(7) ÿâëÿþòñÿ ñòàòè÷åñêèìè è ïðè èñïîëüçîâàíèè âàðèàöèîííîãî ìåòîäà 
Ðèòöà óäîâëåòâîðÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì. Ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå 

 1 2 3,         ,         U V W= Φ = Φ = Φ . (8) 

3°. Íåïîäâèæíûé øàðíèð: 
 0,       0,       0,      0nU V W M∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂Ω= = = = . (9) 

Ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ êèíåìàòè÷åñêèì (ãëàâíûì) óñëîâè-
ÿì, ìîæåò áûòü âûáðàíà â âèäå 
 1 2 3,       ,       U V W= ωΦ = ωΦ = ωΦ . (10) 

4°. Êîìáèíàöèÿ æåñòêîé çàäåëêè è íåïîäâèæíîãî øàðíèðà ïðèâîäèò ê 
ñëåäóþùåé ñòðóêòóðå ðåøåíèÿ: 
 1 2 1 3,        ,      U V W= ωΦ = ωΦ = ω ωΦ , (11) 

ãäå 1 0ω =  – óðàâíåíèå æåñòêî çàùåìëåííîãî ó÷àñòêà ãðàíèöû, à 0ω =  – 

óðàâíåíèå âñåé ãðàíèöû îáëàñòè. Íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû , 1,2,3k kΦ = , 

â ñòðóêòóðíûõ ôîðìóëàõ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû íàèëó÷øèì îáðàçîì 
óäîâëåòâîðèòü èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íåîïðåäåëåííûå êîìïîíåíòû ( , )k x yΦ  áóäåì àï-

ïðîêñèìèðîâàòü êóáè÷åñêèìè ñïëàéíàìè Øåíáåðãà 3 ( )B t  [1], ò. å. ïðåä-
ñòàâèì èõ â âèäå  

 
1 1

( )
3 3

1 1

( )( )
( , )

N M
k

k ij
i j

M y cN x a
x y c B i B j

b a d c

+ +

=− =−

−−   Φ = − − =   − −   ∑ ∑  

 
1 1

( )

1 1

( , )
N M

k
ij ij

i j

c x y
+ +

=− =−

= ψ∑ ∑ . (12) 

Çäåñü , , ,a b c d  – êîîðäèíàòû âåðøèí ïðÿìîóãîëüíèêà P a x b= ≤ ≤{ , 

c y d≤ ≤ } , â êîòîðûé ïîãðóæåíà çàäàííàÿ îáëàñòü. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â 
ïðÿìîóãîëüíèêå çàäàíà ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà. Êîîðäèíàòû óçëîâ ýòîé ñåòêè 
îïðåäåëÿþòñÿ êàê  

 ( , ) ,i j
b a d cx y a i c j
N M
− − = + + 

 
. 

Êóáè÷åñêèé ñïëàéí Øåíáåðãà 3 ( )B t  ïðåäñòàâèì â âèäå 

 3 3 3
3

1( ) ( 2) ( 2) 4( 1) ( 1) 6 ( )
4

B t t t t t t t= + η + − + η + + η −(  

 3 34( 1) ( 1) ( 2) ( 2)t t t t− − η − + − η − ) , 
ãäå ( )uη  – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê 

 
1, 0,

( )
0, 0.

u
u

u

≥
η = 

<
 

Ïîäñòàâëÿÿ (12) â ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ, íàïðèìåð äëÿ æåñòêîé çàäåëêè 
(5), ïîëó÷èì 

 
1 1

(1)
3 3

1 1

( )( )N M

ij
i j

M y cN x a
U c B i B j

b a d c

+ +

=− =−

−−   = ω ⋅ − − =   − −   ∑ ∑  

 
1 1

(1)

1 1

( , )
N M

ij ij
i j

c x y
+ +

=− =−

= ω ⋅ ψ∑ ∑ , 

 
1 1

(2)
3 3

1 1

( )( )N M

ij
i j

M y cN x a
V c B i B j

b a d c

+ +

=− =−

−−   = ω ⋅ − − =   − −   ∑ ∑  

 
1 1
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1 1

( , )
N M
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i j

c x y
+ +

=− =−

= ω ⋅ ψ∑ ∑ , 



86 

 
1 1

2 (3)
3 3

1 1

( )( )N M

ij
i j

M y cN x a
W c B i B j

b a d c

+ +

=− =−

−−   = ω ⋅ − − =   − −   ∑ ∑  

 
1 1

2 (3)

1 1

( , )
N M

ij ij
i j

c x y
+ +

=− =−

= ω ⋅ ψ∑ ∑ . 

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ , ,U V W  ïîäñòàâëÿåì â ôóíêöèîíàë (3). 

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ( )k
ijc  íàõîäèì èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ýòîãî 

ôóíêöèîíàëà, ò. å. èç óñëîâèÿ ( )/ 0k
ijJ c∂ ∂ = . Â ìàòðè÷íîì âèäå ýòî óñëîâèå 

ìîæíî çàïèñàòü êàê A B= λC C . Çäåñü C  – âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî 

åñòü íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû ( )k
ijc , à ýëåìåíòû ìàòðèö A  è B  ïðåä-

ñòàâëÿþò ñîáîé äâîéíûå èíòåãðàëû îò èçâåñòíûõ ôóíêöèé ñ ôèíèòíûìè 
íîñèòåëÿìè â îáëàñòè ïëàíà îáîëî÷êè Ω . Ýòèì îáúÿñíÿåòñÿ ðàçðåæåííîñòü 
ïðîôèëåé ïîëó÷àåìûõ ìàòðèö. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëó÷àåìûõ 
ìàòðèö â íàñòîÿùåé ðàáîòå èñïîëüçîâàíî ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñ ïðè-
ìåíåíèåì ìåòîäà Ãàóññà [4], à îáîáùåííàÿ ïðîáëåìà íà ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ëàíöîøà [7]. 

3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû. Äëÿ ïðîâåðêè äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàííîãî 
ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ, ðåàëèçóþùåãî óêàçàííûé âûøå àëãîðèòì, áûëè 
ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ñôåðè÷åñêèõ, öèëèíäðè÷åñêèõ è 
äâîÿêîé êðèâèçíû îáîëî÷åê äëÿ ðàçíûõ çíà÷åíèé êðèâèçí /x xK a R= , 

/y yK a R= .  

Таблица 1. Значения параметра iΩ  квадратной в плане жестко защемленной 
оболочки при сплайн-аппроксимации ( 0.005h a= ) 

Êðèâèçíû 
îáîëî÷êè 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 349.80 355.59 355.59 367.16 369.19 388.94 
15×15 349.79 355.58 355.58 367.12 369.18 388.88 
20×20 349.79 355.58 355.58 367.17 369.18 388.87 

0.5,xK =  

0.5yK =  
[10] 349.79 355.58 355.58 367.13 369.18 388.88 

10×10 225.35 225.35 227.34 241.36 244.79 269.71 
15×15 225.35 225.35 227.33 241.36 244.77 269.68 
20×20 225.35 225.35 227.33 241.36 244.77 269.68 

0.3,xK =  

0.3yK =  
[10] 225.4 225.4 227.3 241.4 244.8 269.7 

10×10 96.74 102.82 102.82 130.35 148.56 154.12 
15×15 96.74 102.82 102.82 130.35 148.54 154.10 
20×20 96.74 102.81 102.81 130.35 148.54 154.09 

0.1,xK =  

0.1yK =  
[10] 96.75 102.8 102.8 130.4 148.6 - 

10×10 141.29 146.00 208.72 218.89 228.53 281.26 
15×15 141.26 145.98 208.68 218.83 228.23 280.70 
20×20 141.25 145.97 208.68 218.83 228.20 280.64 

0.5,xK =  

0yK =  
[10] 141.3 146.0 208.7 218.8 228.2 280.6 

10×10 243.93 243.93 244.38 247.98 325.95 325.95 
15×15 243.91 243.91 244.36 247.95 352.87 352.87 
20×20 243.91 243.91 244.36 247.95 325.86 325.86 

0.5,xK =  

0.5yK = −  
[10] 243.9 243.9 244.4 248.0 325.9 325.9 

Áåçðàçìåðíûé ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð iΩ  îïðåäåëÿåòñÿ êàê iΩ =  

2
2

2

12 (1 )
ia

Eh

ρ − ν= ω , ãäå iω  – ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé îáîëî÷êè. 



87 

Çàäà÷à 1. Ïóñòü îáîëî÷êà îïèðàåòñÿ íà êâàäðàòíûé ïëàí è æåñòêî çà-
ùåìëåíà íà âñåì êîíòóðå. Èññëåäóåì ïðàêòè÷åñêóþ ñõîäèìîñòü ñîáñòâåí-
íûõ ÷àñòîò îáîëî÷åê äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé èõ êðèâèçí ïðè èçìåíåíèè 
ñåòêè ñïëàéíîâ. Â òàáë. 1 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìî-
ùüþ ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò äëÿ ðàçëè÷íîãî 
÷èñëà ðàçáèåíèé îáëàñòè íà ôèíèòíûå íîñèòåëè. 

Êàê âèäíî èç òàáë. 1, çíà÷åíèÿ ÷àñòîòíûõ ïàðàìåòðîâ ñòàáèëèçèðóþò-
ñÿ â 4-ì çíàêå, íà÷èíàÿ ñ ñåòêè ñïëàéíîâ 15×15. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðå-
çóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè [10] ñâèäåòåëüñòâóåò î äîñòîâåðíîñòè ðàçðàáîòàí-
íîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. 

Çàäà÷à 2. Ðàññìîòðèì ñôåðè÷åñêóþ ïîëîãóþ èçîòðîïíóþ îáîëî÷êó ñ 
êâàäðàòíûì ïëàíîì, òîëùèíîé 0.005h a=  è êðèâèçíàìè ïîâåðõíîñòè 

0.5
x y

a a
R R

= = . Ôîðìà ïëàíà îáîëî÷êè èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1. Ïðåäïîëàãàåì, 

÷òî êðàÿ îáîëî÷êè æåñòêî çàùåìëåíû, à ó÷àñòîê ãðàíèöû AB  ÿâëÿåòñÿ 
ñâîáîäíûì. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëèííà îòðåçêà AB  îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è 
ðàâíîé 2a/ , à ïîëîæåíèå åãî íà ñòîðîíå êâàäðàòà îïðåäåëÿåòñÿ êîîðäèíà-

òîé åãî öåíòðà, ò. å. òî÷êîé ( , 2)C c a/ . 

 

B C A
Z

a

R

a R

Y

X

  

 

BCA

Y

c

/2a

X
O /2a/2a−

 
Рис. 1 

Ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ çàäà÷è ñòðîèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (5), â 
êîòîðîé ôóíêöèÿ ( , )x yω  îïèñûâàåò óðàâíåíèÿ æåñòêî çàùåìëåííîãî 

ó÷àñòêà. Çàìåòèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òîëüêî ñ ïîìîùüþ R -ôóíêöèé ìîæ-
íî ïîñòðîèòü ýòó ôóíêöèþ â àíàëèòè÷åñêîì âèäå. Íàïðèìåð, îíà ìîæåò 
áûòü ïðåäñòàâëåíà ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû 3 0 2 0 1( )f f fω = ∨ ∧ , ãäå  

2 2 2 2
2 2 2

1 2 3      1 1 2, , ( )
2 2 4 2
a a a af y f x f x c y

a a a
            = − = − = − − − −            
            

, 

à ñèìâîëû 0∧ , 0∨  ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëàìè R -îïåðàöèé R -êîíúþíêöèè è R -

äèçúþíêöèè ñîîòâåòñòâåííî [8], êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè 
2 2

0X Y X Y X Y∧ = + − + , 2 2
0X Y X Y X Y∨ = + + + . 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ áåçðàçìåðíûõ ÷àñòîòíûõ ïàðàìåòðîâ ,  i iΩ =  

1, , 6=  , â ñëó÷àå ñèììåòðè÷íîãî ðàñïîëîæåíèÿ îòðåçêà AB  ( 0c = ) ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáë. 2. Ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ïðè àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåí-
íûõ êîìïîíåíò êàê ñïëàéíàìè, òàê è ñòåïåííûìè ïîëèíîìàìè. Â òàáë. 2 ïî-
êàçàíà ïðàêòè÷åñêàÿ ñõîäèìîñòü ïåðâûõ 6-òè ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò îáîëî÷êè 
â çàâèñèìîñòè îò ñåòêè ñïëàéíîâ è ñòåïåíè àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ.  

Çàìåòèì, ÷òî ñòåïåíè ïîëèíîìîâ 9, 10 è 11 ñîîòâåòñòâóþò 45, 55 è 66 
êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì äëÿ êàæäîãî èç ïåðåìåùåíèé , ,u v w  ñîîòâåòñò-
âåííî. 

Â ïðîöåññå ïðîâåäåíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà áûëî óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî â ñëó÷àå æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ îáîëî÷åê ïî âñåìó êîíòóðó íàáëþ-
äàëàñü õîðîøàÿ ñõîäèìîñòü êàê ïðè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè, òàê è ïðè ïî-
ëèíîìèàëüíîé. Â äàííîì ñëó÷àå, ò. å. ïðè ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ, 
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ñõîäèìîñòü ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò ïðè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè ñóùåñòâåííî 
ëó÷øå, ÷åì ïðè ïîëèíîìèàëüíîé. Îñîáåííî ýòî íàáëþäàåòñÿ äëÿ ïåðâûõ 
äâóõ ÷àñòîò. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðàíåå îïóáëèêîâàííûìè 
â ðàáîòå [10] ñâèäåòåëüñòâóþò îá èõ äîñòîâåðíîñòè. Êàê âèäíî èç òàáë. 2, 
èñïîëüçîâàíèå ïîëèíîìèàëüíîãî áàçèñà ïðèâîäèò ê ìåäëåííîé ñõîäèìîñòè 
ðåçóëüòàòîâ. Âàæíûì òàêæå ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè ïî-
ëèíîìèàëüíîãî áàçèñà âûøå 11-é ñòåïåíè â ñèëó ïëîõîé îáóñëîâëåííîñòè 
ïëîòíî çàïîëíåííûõ ìàòðèö íå ðàáîòàþò ñòàíäàðòíûå ïðîãðàììû ëèíåéíîé 
àëãåáðû. 

Таблица 2. Значения безразмерного параметра iΩ  для оболочки (рис. 1) при 0c =  
Àïïðîêñèìàöèÿ 
íåîïðåäåëåííûõ 
êîìïîíåíò 

1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 260.02 263.84 347.00 352.88 354.63 366.31 
20×20 253.85 256.10 346.71 352.36 354.22 365.75 
30×30 253.12 254.71 346.69 352.31 354.12 365.69 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 

40×40 251.68 254.43 346.66 352.26 354.08 365.65 
9 268.14 283.95 347.85 353.96 364.40 368.55 
10 263.63 274.05 347.42 353.70 355.65 367.18 
11 261.53 267.68 347.19 353.23 355.17 366.88 

Ñòåïåíü 
ïîëèíîìîâ 

[10] 256.7 261.2 346.9 352.3 354.5 365.7 

Â òàáë. 3 ïðåäñòàâëåíû àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè â ñëó÷àå, åñëè ñâîáîäíûé îòðåçîê AB  ñìåùåí, à èìåííî, öåíòð åãî 
íàõîäèòñÿ â òî÷êå (0.25 , 0.5 )C a a .  

Таблица 3. Значения безразмерного параметра iΩ  для оболочки (рис. 1) при 0.25c a=  
Àïïðîêñèìàöèÿ 
íåîïðåäåëåííûõ 
êîìïîíåíò 

1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 269.92 291.56 349.54 353.21 356.19 366.34 
20×20 265.02 283.89 349.43 352.85 355.89 365.83 
30×30 264.13 282.38 349.41 352.81 355.84 365.79 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 

40×40 263.77 281.77 349.41 352.79 355.83 365.77 
9 277.81 313.64 350.57 354.98 357.97 371.09 
10 273.32 304.05 350.03 354.30 356.82 368.27 
11 270.77 297.49 349.85 353.72 356.41 367.40 

Ñòåïåíü 
ïîëèíîìîâ 

[10] 266.4 285.8 349.5 352.9 355.9 365.9 

Àíàëèç òàáë. 3 ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî è â ýòîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü çíà÷å-
íèé áåçðàçìåðíîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà iΩ  ëó÷øå â ñëó÷àå ñïëàéí-àï-
ïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò è áëèæå ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åí-
íûì â ðàáîòå [10]. 

Êàê ïîêàçûâàåò ïðàêòèêà, â êà÷åñòâå êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ÷àñòî 
èñïîëüçóþòñÿ ïîëîãèå îáîëî÷êè ñ îòâåðñòèÿìè. Òåì íå ìåíåå â ëèòåðàòóðå 
ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóþò ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò 
ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñ ïîäêðåïëåííûìè îòâåðñòèÿìè. Ïðèìåíåíèå ìåòîäà R -
ôóíêöèé ïîçâîëÿåò áåç ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé àëãîðèòìîâ è ïðîãðàìì 
èññëåäîâàòü òàêèå îáîëî÷êè. Íèæå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ 
ðåçóëüòàòîâ. 

Çàäà÷à 3. Èññëåäóåì âëèÿíèå íà ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû è ôîðìû êîëå-
áàíèé êâàäðàòíîãî îòâåðñòèÿ íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè (ðèñ. 2, 3) â çàâèñè-
ìîñòè îò êðèâèçíû îáîëî÷êè è ñïîñîáîâ åå îïèðàíèÿ ïî âíóòðåííåìó è 
âíåøíåìó êîíòóðàõ. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îòíîøåíèå òîëùèíû ê äëèíå ñòîðî-
íû îáîëî÷êè ïðèíÿòî ðàâíûì 0.005, ò. å. 0.005h a =/ , à çíà÷åíèÿ êðèâèçí 

,  x x y yK a R K a R= =/ /  âàðüèðóþòñÿ. 
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 Рис. 2 Рис. 3 
Ñëó÷àé I. Ïóñòü îáîëî÷êà æåñòêî çàùåìëåíà ïî âñåé ãðàíèöå, âêëþ÷àÿ 

îòâåðñòèå. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ñòðóêòóðà ðåøåíèÿ â ýòîì ñëó÷àå îï-
ðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (5). Ôóíêöèÿ ( , )x yω , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (6), 

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà ñ ïîìîùüþ R -ôóíêöèé ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

 3 0 4 0 1 0 2( ) ( )f f f fω = ∨ ∧ ∧( ) , (13) 

ãäå ôóíêöèè ,  1, , 4if i =  , îïèñûâàþò ìíîæåñòâî òî÷åê ñëåäóþùèõ ïîäîá-

ëàñòåé: 
2

2
1

1 0
2
af y

a
  = − ≥  
  

 è 
2

2
2

1 0
2
af x

a
  = − ≥  
  

 – ìíîæåñòâî òî÷åê, 

íàõîäÿùèõñÿ âíóòðè ãîðèçîíòàëüíîé è âåðòèêàëüíîé ïîëîñ, îãðàíè÷åííûõ 

ïðÿìûìè 
2
ay = ±  è 

2
ax = ±  ñîîòâåòñòâåííî; 

2
2

3
1 0

2
cf y

c
   = − ≥   
   

 è 4f =  

2
21 0

2
cx

c
   = − ≥   
   

 – ìíîæåñòâî òî÷åê, ëåæàùèõ âíå ïîëîñ, îãðàíè÷åííûõ 

ïðÿìûìè 
2
cy = ±  è 

2
cx = ±  ñîîòâåòñòâåííî. 

Èññëåäîâàíèå ïðàêòè÷åñêîé ñõîäèìîñòè iΩ  ïåðâûõ 6-òè ñîáñòâåííûõ 
÷àñòîò îáîëî÷êè ïðè èçìåíåíèè ñåòêè ñïëàéíîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé åå 
êðèâèçíû è îòíîøåíèÿ / 0.2c a =  ïðåäñòàâëåíî â òàáë. 4. Çäåñü æå ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ñî çíà-
÷åíèÿìè ñòåïåíåé 13, 13, 15 äëÿ ôóíêöèé , ,u v w  ñîîòâåòñòâåííî. 

Таблица 4. Значения параметра iΩ  для жестко защемленных оболочек с квад-
ратным отверстием при 0.2c a=  

Êðèâèçíû 
îáîëî÷êè 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 404.9 404.9 413.5 417.0 417.4 425.0 
20×20 403.4 403.4 412.3 415.8 416.1 423.7 
30×30 403.1 403.1 411.9 415.4 415.9 423.3 

0.5,xK =  

0.5yK =  
Ïîëèíîìû 405.9 405.9 414.8 418.2 418.3 425.9 

10×10 256.6 258.9 266.9 267.0 298.1 307.6 
20×20 254.9 256.6 265.4 265.4 296.8 306.1 
30×30 254.6 256.3 265.1 265.1 296.5 305.8 

0.5,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 258.1 260.2 267.5 267.6 298.7 308.3 

10×10 124.6 129.3 129.3 136.4 164.4 187.5 
20×20 124.3 127.9 127.9 135.4 161.5 185.5 
30×30 124.1 127.7 127.7 135.2 160.8 185.0 

0,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 125.5 129.7 129.7 136.7 165.7 188.9 

Êàê âèäíî èç òàáë. 4, ïðè ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäå-
ëåííûõ êîìïîíåíò ïîëó÷åíû íåñêîëüêî çàâûøåííûå ðåçóëüòàòû, ÷åì ïðè 
ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè.  
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Â òàáë. 5 ïðèâåäåíû ôîðìû êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû äëÿ 
îáîëî÷åê ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êðèâèçí. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áûëè 
ïîëó÷åíû ïðè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò ñ ñåòêîé 
20×20, äëÿ îòâåðñòèÿ ñî ñòîðîíîé 0.4c a= .  

Таблица 5. Собственные частоты iΩ  и формы колебаний жестко защемленных по 
внутреннему и внешнему контуру оболочек при 0.4c a=   

Ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà 

( 0.5,  0.5x yK K= = ) 

Öèëèíäðè÷åñêàÿ ïàíåëü 
( 0.5,  0x yK K= = ) 

Ïëàñòèíà 
( 0,  0x yK K= = ) 

  
 

471.98 343.56 225.72 

   
477.36 343.88 227.07 

 
  

477.36 355.70 227.07 

   
486.06 356.31 228.79 

Ñëó÷àé II. Ïóñòü îáîëî÷êà øàðíèðíî îïåðòà ïî âñåìó êîíòóðó, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò óñëîâèÿì (9). Ðàçìåð îòâåðñòèÿ ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì 0.2c a= . 
Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è â ðàìêàõ ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ 
îòëè÷àåòñÿ îò ïðåäûäóùåé òîëüêî ñòðóêòóðîé ðåøåíèÿ. À èìåííî, â ñòðóê-
òóðíîé ôîðìóëå ñëåäóåò âçÿòü ôóíêöèþ ( , )x yω  â ïåðâîé ñòåïåíè (ôîðìó-

ëà (10)). Âèä ôóíêöèè ( , )x yω  îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (13). Çàìåòèì, ÷òî 
ïðè ýòîì òî÷íî áóäóò óäîâëåòâîðåíû òîëüêî ãëàâíûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. 
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Â òàáë. 6 ïðåäñòàâëåíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíîãî ÷àñòîòíîãî ïàðàìåòðà, 
ïîëó÷åííûå êàê ïðè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè íåîïðåäåëåííûõ êîìïîíåíò, 
òàê è ïðè ïîëèíîìèàëüíîé àïïðîêñèìàöèè ñî çíà÷åíèÿìè ñòåïåíåé 13, 13, 
15 äëÿ ôóíêöèé , ,u v w  ñîîòâåòñòâåííî. 

Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñóùåñòâåííîå óâåëè÷åíèå ÷àñòîòíîãî 
ïàðàìåòðà ïðè âàðüèðîâàíèè êðèâèçíû. Êàê âèäíî èç òàáë. 4 è 6, â ñëó÷àå 
øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ ÷àñòîòíûé ïàðàìåòð äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè 
óâåëè÷èâàåòñÿ áîëåå ÷åì â 4 ðàçà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïëàñòèíêîé, â òî âðåìÿ 
êàê äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîé çàäåëêè ýòî óâåëè÷åíèå áûëî íåìíîãèì áîëåå ÷åì 
â 2 ðàçà. 

Таблица 6. Значения параметра iΩ  для шарнирно опертых оболочек при 0.2c a=  

Êðèâèçíû 
îáîëî÷êè 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 394.5 394.5 403.1 405.6 406.0 410.1 
20×20 393.3 393.3 402.2 404.7 404.9 409.1 
30×30 393.0 393.0 402.0 404.5 404.7 408.9 

0.5,xK =  

0.5yK =  
Ïîëèíîìû 396.0 396.0 406.9 407.4 407.5 412.4 

10×10 220.3 227.3 234.5 239.5 273.4 281.7 
20×20 219.1 224.1 233.5 239.0 272.3 278.6 
30×30 218.9 223.5 233.7 239.1 272.1 278.0 

0.5,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 223.8 228.9 234.6 240.1 274.9 282.8 

10×10 76.2 82.9 82.9 94.0 112.6 139.1 
20×20 76.8 81.5 81.5 94.1 108.0 136.8 
30×30 77.1 81.5 81.5 94.2 106.6 136.1 

0,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 78.0 83.1 83.1 93.7 113.9 140.2 

Ñëó÷àé III. Ïóñòü îáîëî÷êà æåñòêî çàêðåïëåíà íà âíóòðåííåé ãðàíèöå 
è øàðíèðíî îïåðòà íà âíåøíåé. Ðåøåíèå çàäà÷è â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé âûïîëíÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñòðóêòóðû ðåøåíèÿ (11), ãäå 
ôóíêöèÿ ( , )x yω  ñîîòâåòñòâóåò óðàâíåíèþ ãðàíèöû âñåé îáëàñòè è áûëà ïî-

ñòðîåíà (ñëó÷àè I è II), à ôóíêöèÿ 1ω  ñîîòâåòñòâóåò æåñòêî çàùåìëåííîìó 

ó÷àñòêó ãðàíèöû, â äàííîì ñëó÷àå – âíóòðåííåìó êîíòóðó. Ôóíêöèÿ 1( , )x yω  

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå 1 4 0 3( )f fω = − ∧ . Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ 

0.2c a=  è ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êðèâèçí îáîëî÷êè ïðèâåäåíû â òàáë. 7. 

Таблица 7. Значения параметра iΩ  для шарнирно опертых по внешнему контуру и 
жестко защемленных по внутреннему контуру оболочек при 0.2c a=  

Êðèâèçíû 
îáîëî÷êè 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 395.9 395.9 406.2 407.6 407.7 411.8 
20×20 394.2 394.2 404.8 405.5 406.6 410.2 
30×30 393.9 393.9 404.5 405.3 406.4 409.9 

0.5,xK =  

0.5yK =  
Ïîëèíîìû 403.1 403.1 408.3 412.2 416.7 416.8 

10×10 229.8 234.7 241.6 244.9 274.7 282.8 
20×20 228.4 232.4 239.0 242.2 273.7 281.4 
30×30 228.1 232.0 238.6 241.8 273.5 281.2 

0.5,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 233.3 242.2 250.1 255.5 277.5 288.7 

10×10 83.7 88.7 88.7 97.5 121.6 145.3 
20×20 83.1 87.3 87.3 96.2 118.6 142.9 
30×30 83.0 87.1 87.1 96.0 118.0 142.5 

0,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 85.4 91.0 91.0 101.5 128.9 156.5 
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Ñëó÷àé IV. Ïóñòü îáîëî÷êà æåñòêî çàêðåïëåíà íà âíåøíåé ãðàíèöå è 
øàðíèðíî îïåðòà íà âíóòðåííåé. Êàê è â ñëó÷àå III, áóäåì èñïîëüçîâàòü 
ñòðóêòóðíóþ ôîðìóëó (11), îäíàêî â êà÷åñòâå ôóíêöèè 1ω , ñîîòâåòñòâóþ-

ùåé æåñòêî çàêðåïëåííîìó êîíòóðó, âîçüìåì ôóíêöèþ 1 1 0 2( )f fω = ∧ . 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàññìîòðåííîãî ñïîñîáà îïèðàíèÿ îáîëî÷åê è 
îòâåðñòèÿ ïðè 0.2c a=  ïðèâåäåíû â òàáë. 8. 

Таблица 8. Значения параметра iΩ  для жестко защемленных по внешнему и 
шарнирно опертых по внутреннему контуру оболочек при 0.2c a=  

Êðèâèçíû 
îáîëî÷êè 

Ñåòêà 
ñïëàéíîâ 1Ω  2Ω  3Ω  4Ω  5Ω  6Ω  

10×10 403.2 403.2 412.2 412.3 416.5 423.6 
20×20 401.3 401.3 411.0 411.3 414.5 422.7 
30×30 400.8 400.8 410.8 411.2 413.9 422.4 

0.5,xK =  

0.5yK =  
Ïîëèíîìû 404.8 404.8 414.2 417.6 417.7 427.5 

10×10 246.9 250.3 262.7 263.2 296.0 305.4 
20×20 244.3 246.1 261.8 262.5 295.1 304.4 
30×30 243.6 245.2 261.9 262.5 295.0 304.2 

0.5,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 251.1 252.5 262.8 263.6 297.3 307.4 

10×10 114.1 121.6 121.6 132.2 152.8 179.7 
20×20 115.1 119.8 119.8 132.2 146.2 176.4 
30×30 115.4 119.7 119.7 132.5 144.2 175.4 

0,xK =  

0yK =  
Ïîëèíîìû 115.9 121.9 121.9 131.5 154.8 181.4 

Èç àíàëèçà òàáë. 7 è 8 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ñìåøàííûõ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé ïîëèíîìèàëüíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ òàêæå äàåò íåñêîëüêî çàâûøåí-
íûå ðåçóëüòàòû ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò, ÷åì ïðè ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèè. 

Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäëîæåí ýôôåêòèâíûé ìåòîä ðàñ÷åòà ñîáñò-
âåííûõ ÷àñòîò è ôîðì êîëåáàíèé ïîëîãèõ îáîëî÷åê çàäàííîé ôîðìû â ïëà-
íå, â òîì ÷èñëå îáîëî÷åê ñ îòâåðñòèÿìè ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâè-
ÿõ è äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé êðèâèçí ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Â îñíîâó 
ìåòîäà ïîëîæåíà òåîðèÿ R -ôóíêöèé ñî ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèåé íåîïðåäå-
ëåííûõ êîìïîíåíò è âàðèàöèîííûé ìåòîä Ðèòöà. Ïîëó÷åí ðÿä íîâûõ ÷èñ-
ëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê ïîëèíîìèàëüíîé, òàê è ñïëàéí-
àïïðîêñèìàöèè. Ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ èçâåñòíûìè ñâèäå-
òåëüñòâóåò îá ýôôåêòèâíîñòè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è ðåàëèçîâàííîãî ïðî-
ãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ. 
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ДОСЛІДЖЕННЯ ВЛАСНИХ КОЛИВАНЬ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК З ВИКОРИСТАННЯМ 
МЕТОДУ R -ФУНКЦІЙ І СПЛАЙН-АПРОКСИМАЦІЇ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à íà âëàñí³ êîëèâàííÿ ïîëîãèõ ³çîòðîïíèõ îáîëîíîê çàäàíî¿ 
ôîðìè â ïëàí³ ç ð³çíèìè âèäàìè ãðàíè÷íèõ óìîâ. Ìàòåìàòè÷íà ïîñòàíîâêà çàäà-
÷³ âèêîíàíà çã³äíî ç êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ îáîëîíîê. Ðîçâ’ÿçîê ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ âè-
êîíóºòüñÿ âàð³àö³éíî-ñòðóêòóðíèì ìåòîäîì ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó R -ôóíê-
ö³é ³ ñïëàéí-àïðîêñèìàö³¿ íåâèçíà÷åíèõ êîìïîíåíò ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó. Ïîð³â-
íÿííÿ îòðèìàíèõ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàò³â ç â³äîìèìè ³ëþñòðóº åôåêòèâí³ñòü çà-
ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó òà ñòâîðåíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ. Íàâåäåíî ÷èñåëüí³ 
ðåçóëüòàòè äëÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ ôîðì êîëèâàíü îáîëîíîê ð³çíî¿ êðèâèçíè ç îò-
âîðàìè. 
 
STUDY OF NATURAL VIBRATIONS OF SHALLOW SHELLS USING R -FUNCTIONS 
METHOD AND SPLINE-APPROXIMATION 
 
Natural vibrations of isotropic shallow shells with given plan form and different boun-
dary conditions are investigated. The mathematical statement is constructed according 
to the classical theory. The given problem is solved by a variation-structural method 
using spline-approximation of undefined components of the structure of solution. Com-
parison of obtained numerical results with that already known illustrates the effective-
ness of the offered method and created software. Numerical results for eigenfrequencies 
and natural modes of shells of different curvature with holes are presented. 
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