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ІНТЕРЛІНАЦІЯ ТА ІНТЕРФЛЕТАЦІЯ ФУНКЦІЙ 
І СТРУКТУРНИЙ МЕТОД В. Л. РВАЧОВА 
 

Íàâåäåíî àíàë³ç çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç ïîáóäîâîþ ïîâíèõ ñèñòåì êîîðäèíàòíèõ 
ôóíêö³é, ÿê³ íå çíàéøëè ðîçâ’ÿçàííÿ (ïîâíîãî àáî ÷àñòêîâîãî) â ðàìêàõ 
ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó, ùî áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ R -ôóíêö³é Â. Ë. Ðâà-
÷îâà: ïðîáëåìà êóòîâèõ òî÷îê; ïðîáëåìà ïðîäîâæåííÿ ñë³ä³â ôóíêö³é ³ ¿õ 
íîðìàëüíèõ ïîõ³äíèõ ç ãðàíèö³ ó âíóòð³øí³ òî÷êè îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ G 

ç³ çáåðåæåííÿì êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³ ( )rC G ; ïðîáëåìà çì³íè òèïó ãðà-
íè÷íèõ óìîâ ó äåÿêèõ äîâ³ëüíèõ òî÷êàõ ãðàíèö³; ïðîáëåìà ïîáóäîâè ñòðóê-
òóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â ³ç çàäàíèìè ñë³äàìè íà M  ë³í³ÿõ, ÿêùî ,  3m m ≥ , 
ç íèõ ïåðåòèíàþòüñÿ â îäí³é òî÷ö³. Íàâåäåíî îçíà÷åííÿ òà îñíîâí³ âëàñòè-
âîñò³ îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ. 
Âèêëàäåíî îñíîâí³ òâåðäæåííÿ ïðî ìîæëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçóâàííÿ (ïîâíîãî àáî 
÷àñòêîâîãî) âêàçàíèõ âèùå çàäà÷ çà äîïîìîãîþ ³íòåðë³íàö³¿ àáî ³íòåðôëåòà-
ö³¿ ôóíêö³é.  

 
Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ ïðîáëåìà ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ 

ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè, ÿê³ òî÷íî çàäîâîëüíÿþòü 
ïîñòàâëåí³ ãðàíè÷í³ óìîâè (Ä³ð³õëå, Íåéìàíà, ì³øàí³ òîùî) ïðè ðîçâ’ÿçó-
âàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé ñêëàäíî¿ ôîðìè (ãðàíèöÿ ÿêèõ ñêëàäà-
ºòüñÿ ç äóã â³äîìèõ êðèâèõ – ó ïëîñêîìó âèïàäêó ³ ç ÷àñòèí â³äîìèõ ïîâåð-
õîíü – ó ïðîñòîðîâîìó âèïàäêó). Öÿ ïðîáëåìà âèíèêàëà, âèíèêàº ³ áóäå âè-
íèêàòè ïðè ïîáóäîâ³ ïîâíèõ ñèñòåì êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é, ÿê³ òî÷íî çàäî-
âîëüíÿþòü ãðàíè÷í³ óìîâè â êðàéîâèõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. 

Ó ïðàöÿõ Â. Ë. Ðâà÷îâà [4, 7, 9] (äèâ. òàêîæ á³áë³îãðàô³þ ó íèõ) áóëî 
çàïðîïîíîâàíî ìåòîä R -ôóíêö³é, ùî äîçâîëèâ ñòâîðèòè çàãàëüíèé ï³äõ³ä 
äî ïîáóäîâè ïîâíèõ ñèñòåì êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é, ÿê³ òî÷íî çàäîâîëüíÿþòü 
ïîñòàâëåí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. Ó ïðàöÿõ àâòîðà [1–3, 5, 10–12] (äèâ. òàêîæ 
á³áë³îãðàô³þ â íèõ) äîñë³äæóþòüñÿ îïåðàòîðè ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ 
ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ, à òàêîæ ìîæëèâ³ ¿õ çàñòîñóâàííÿ (ïðè ðîçâ’ÿ-
çóâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ òîùî). Öÿ ñòàòòÿ º äåòàëüíèì âèêëàäîì äîïîâ³ä³ 
àâòîðà íà ì³æíàðîäí³é êîíôåðåíö³¿, ïðèñâÿ÷åí³é 80-ð³÷÷þ Â. Ë. Ðâà÷îâà, 
ùî â³äáóëàñÿ ó Õàðêîâ³ (æîâòåíü 2006). Ñôîðìóëüîâàíî îñíîâí³ ïîëîæåííÿ 
ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ó âèïàäêó îáëàñòåé ñêëàäíî¿ ôîðìè. Ïðî-
âåäåíî àíàë³ç çàäà÷, ÿê³ íå áóëè ðîçâ’ÿçàí³ â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó. 
Îñíîâíà ³äåÿ öüîãî ìåòîäó âèêëàäåíà â ñòàòò³ Â. Ë. Ðâà÷îâà [8] ³ ïîò³ì ðîç-
âèâàëàñü ó ïðàöÿõ Âîëîäèìèðà Ëîãâèíîâè÷à ³ éîãî ó÷í³â, ãîëîâíèì ÷èíîì, ó 
íàïðÿìêó ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ 
ð³çíèõ îáëàñòåé ³ ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ. 

Êð³ì òîãî, âèêëàäåìî îñíîâí³ îçíà÷åííÿ ³ òâåðäæåííÿ òåîð³¿ ³íòåðë³íà-
ö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é. Öÿ òåîð³ÿ ³ñòîòíî âèêîðèñòîâóº ³äå¿ ñòðóêòóð-
íîãî ìåòîäó òà óçàãàëüíþº ¿õ ó ê³ëüêîõ íàïðÿìêàõ. ßê âèïëèâàº ç îñíîâíèõ 
òâåðäæåíü òåîð³¿ ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é, ç äîïîìîãîþ îïåðà-
òîð³â ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é ìîæíà áóäóâàòè ñòðóêòóðè íà-
áëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ îáëàñòåé ñêëàäíî¿ ôîðìè, ÿê³ äî-
çâîëÿþòü òî÷íî çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè ð³çíèõ òèï³â áåç âèêîðèñòàí-
íÿ R -ôóíêö³é. Ö³ ñòðóêòóðè ïðèâîäÿòü äî íîâèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè – 
ìåòîä³â çâåäåííÿ äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ ë³í³éíèõ (Ë²ÄÐ) ³ íåë³í³éíèõ (Í²ÄÐ) 
³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Âîíè º óçàãàëüíåííÿìè ìåòîäó Ë. Â. Êàí-
òîðîâè÷à. 
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 Ñôîðìóëþºìî äåÿê³ çàäà÷³, ÿê³ íå ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè, çàëèøàþ÷èñü 
ëèøå â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó òà ìåòîäó R -ôóíêö³é. 

Çàäà÷à 1. Ïðîáëåìà êóòîâèõ òî÷îê. 
Ïðèïóñòèìî, ùî ðîçâ’ÿçóºìî êðàéîâó çàäà÷ó 

 ( , ) ( , ),         ( , )Lu x y f x y x y G= ∈ , (1) 

 : ( , ) ( , ) ( , )u uLu a x y b x y cu x y
x x y y
∂ ∂ ∂ ∂   = − − +   ∂ ∂ ∂ ∂   

, 

 ( , ) ( , ),      ( , ) ,     1, ,i iu x y x y x y i M= ϕ ∈ Γ =  ,  (2) 

äå 
1

M

i
i

G
=

∂ = Γ , iΓ  – â³äð³çêè äóã â³äîìèõ êðèâèõ : ( , ) 0i i x yΓ ω = . 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ , 1 1 ,1 1,   1, , 1,   i i i i M MA i M A+ += Γ Γ = − = Γ Γ   . 

ßêùî , 1 1 , 1 ,1 1 ,1( ) ( ),   1, , 1,   ( ) ( )i i i i i i M M MA A i M A A+ + +ϕ = ϕ = − ϕ = ϕ , òî ³ñíóº 

íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ( , ) ( )x y C Gϕ ∈ , ÿêà çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè (2), ÿê-

ùî ( , ) ( ),   1, ,
i

i ix y C i M
Γ

ϕ ∈ Γ =  . Öåé ôàêò âèïëèâàº ç â³äîìèõ ñòàòåé 

Ñ. Ì. Í³êîëüñüêîãî [6]. Ó òîé æå ÷àñ, íàéïîøèðåí³øèé ìåòîä ïîáóäîâè 
ôóíêö³¿ ( , )x yϕ  (äèâ., íàïðèêëàä, ìîíîãðàô³¿ ³ ñòàòò³ Â. Ë. Ðâà÷îâà [7, 9]) 

âèêîðèñòîâóº òàêó ôîðìóëó äëÿ ¿¿ ïîáóäîâè (ñòîñîâíî ôîðìóëè (4) äëÿ ih  
äèâ. [3, ñ. 49]): 

 
1

( , ) ( , ) ( , )
M

i i
i

x y h x y x y
=

ϕ = ϕ∑ , (3) 

 

1

1( , ) ( , )

( , )
i iM

j
j

h x y x y

x y
=

= Ω
Ω∑

, (4) 

 2

1,

( , ) ( , ) ,        1
M

r
i k

k k i

x y x y r
= ≠

Ω = ω ≥∏ , 

 ( , ) ( , ) ,          1, ,
i i

ix y x y i M
Γ Γ

ϕ = ϕ =  . (5) 

Ïðîàíàë³çóºìî ïîâåä³íêó ôóíêö³é ( , )ih x y  â îêîëàõ êóòîâèõ òî÷îê 

, 1p pA + , 1, , 1p M∈ −{ } , äëÿ íàéïðîñò³øîãî âèïàäêó, êîëè G  – îïóêëà 

ïëîñêà îáëàñòü, ùî º ïåðåòèíîì îáëàñòåé : ( , ) 0,  1, ,i iG x y i Mω ≥ =  . Ëåãêî 

áà÷èòè, ùî â êóòîâèõ òî÷êàõ ö³ ôóíêö³¿ ( , )ih x y  ìîæóòü áóòè íåâèçíà÷åíè-

ìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî 2M = , 1 2( , ) ,  ( , )x y x x y yω = ω = , òî ôóíêö³¿ 

 
2 2

1 22 2 2 2
( , ) ,      ( , ) ,        1,2,

r r

r r r r

y xh x y h x y r
x y x y

= = =
+ +

 , 

íåâèçíà÷åí³ ó òî÷ö³ (0,0) . Çâåðòàºìî óâàãó íà òå, ùî ó öüîìó âèïàäêó ôîð-
ìóëà (3) íàáóâàº âèãëÿäó 
 1 1 2 2( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )x y h x y y h x y xϕ = ϕ + ϕ  
³ çàäîâîëüíÿº óìîâè 
 1 2(0, ) ( ) (0, ),    0,       ( ,0) ( ) ( ,0),   0y y u y y x x u x xϕ = ϕ = ≠ ϕ = ϕ = ≠ ,  

òîáòî º íåâèçíà÷åíîþ ó ºäèí³é êóòîâ³é òî÷ö³ (0,0) íàâ³òü òîä³, êîëè 1(0)ϕ =  

2(0)= ϕ . Àíàëîã³÷íî, ÿêùî 3M = , 1 2 3,  : ,  1x y x yω = ω = ω = − − , òî ôóíêö³¿  

 
2 2 2 2 2 2

1 2 3
(1 ) (1 )

,      ,       
r r r r r ry x y x x y x y

h h h
− − − −

= = =
Ω Ω Ω

, 

 2 2 2 2 2 2(1 ) (1 )r r r r r rx y x x y y x yΩ = + − − + − − , 

íåâèçíà÷åí³ â òî÷êàõ (0,0),  (1,0),  (0,1) . Òîáòî, ÿêùî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê 
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( , )u x y  êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) íå ìàº í³ÿêèõ îñîáëèâîñòåé ó êóòîâèõ òî÷-
êàõ, òî ôîðìóëè (3), (4) òàê³ îñîáëèâîñò³ ìîæóòü ìàòè. 

Êð³ì òîãî, äîäàòêîâ³ îñîáëèâîñò³ âèíèêàþòü ó öèõ ôîðìóëàõ ïðè äèôå-
ðåíö³þâàíí³, ÿêùî äëÿ ¿õ ïîáóäîâè âèêîðèñòîâóþòü R -ôóíêö³¿ âèãëÿäó 
( 1 1− < α ≤ ) 

 2 21 2
1

u v u v u uv vα
 ∧ = + − − α + + α  

, 

 0  ( 0, 0) ( 0, 0),     0,     0 0u v u v u v u v u vα α∧ = ≥ = ∨ = ≥ ∧ > > ∧ > , 

 0     ( 0) ( 0)u v u vα∧ < < ∨ < , 

 2 21 2
1

u v u v u uv vα
 ∨ = + + − α + + α  

, 

 0  ( 0, 0) ( 0, 0),     0,     0 0u v u v u v u v u vα α∨ = = ≤ ∨ ≤ = ∧ < < ∧ < , 

 0     ( 0) ( 0)u v u vα∧ > > ∨ > . 
Ùîá ïîÿñíèòè öþ ôðàçó, íàïèøåìî ð³âíÿííÿ ãðàíèö³ ïðÿìîêóòíèêà 

: ,  ;  ,  x a b y b y b a x aΓ = ± − ≤ ≤ = ± − < <  ó âèãëÿä³ ( , ) 0,  ( , )x y x yω = ω =  
2 2 2 2

0( ) ( )a x b y= − ∧ − . Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ç âèêîðèñòàííÿì âèðàçó 

2 , 0,
, 0,

u u
u u

u u
≥= =  − <

 ìîæíà âïåâíèòèñü ó òîìó, ùî ( , ) 0,  ( , )x y x yω = ∈ Γ ; 

 ( , ) 0, ( , ) ,  ; ( , ) 0, ( , )  x y x y G x a y b x y x y G Gω > ∈ = < < ω < ∉ = Γ{ } . Òîá-

òî ð³âíÿííÿ ( , ) 0x yω =  º ð³âíÿííÿì ãðàíèö³ ïðÿìîêóòíèêà Γ , ïðè÷îìó ó 

âñ³õ ÷îòèðüîõ âåðøèíàõ ( , ),  ( , )a b a b± ± −  ïðÿìîêóòíèêà Γ  ôóíêö³ÿ ( , )x yω  

ìàº íåâèçíà÷åí³ ïîõ³äí³ 
( , ) ( , )

,  
x y x y
x y

∂ω ∂ω
∂ ∂

. Òîìó ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéî-

âèõ çàäà÷ âàð³àö³éíèìè ìåòîäàìè ç âèêîðèñòàííÿì òàêèõ ôóíêö³é çàñòîñî-
âóþòü ñïåö³àëüí³ ìåòîäè ³íòåãðóâàííÿ (íàïðèêëàä, îáëàñòü ³íòåãðóâàííÿ G  
çàì³íþþòü ³íøîþ îáëàñòþ Gε , ÿêà ïîâí³ñòþ íàëåæèòü äî îáëàñò³ G  ³ ãðà-

íèöÿ εΓ  ÿêî¿ íå ìàº êóòîâèõ òî÷îê, à ( , )ερ Γ Γ ≤ ε ). Òàêèì ÷èíîì, ïåðøó 

ïðîáëåìó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ÿê ïîáóäóâàòè ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) áåç îñîáëèâîñòåé, ÿêùî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), 
(2) íå ìàº îñîáëèâîñòåé? Ó á³ëüø çàãàëüíîìó ôîðìóëþâàíí³ ö³º¿ ïðîáëåìè 
ïîòð³áíî âì³òè áóäóâàòè òàê³ ñòðóêòóðè íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ áè ìàëè 
ïîòð³áí³ îñîáëèâîñò³ â îêîëàõ êóòîâèõ òî÷îê. 

Çàäà÷à 2. Ïðîáëåìà ïðîäîâæåííÿ ñë³ä³â íîðìàëüíèõ ïîõ³äíèõ ç 
ãðàíèö³ ó âíóòð³øí³ òî÷êè îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ G  ç³ çáåðåæåííÿì 

êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³ ( )rC G . Íèæ÷å áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íîðìà-

ë³çîâàíå ð³âíÿííÿ ãðàíèö³ Γ  îáëàñò³ G , òîáòî ð³âíÿííÿ 1 2( ) 0,  ( , )x x x xω = = , 

ó ÿêîìó ôóíêö³ÿ ( )xω  ìàº âëàñòèâîñò³ 

   ,1
( )

,           0, ,
k

kk

x
k m

Γ

∂ ω = δ =
∂ν

 , (6) 

äå ,k jδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà; ν  – íîðìàëü äî Γ . 

Çàãàëüíà ôîðìóëà, ùî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ó ñòðóêòóðíîìó ìåòîä³ äëÿ 
ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â,  

 
0

( )
( ) ( )

!

m s

s
s

x
u F x x x

s=

ω= − ω ∇ω∑ ( )  (7) 

ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³: 

 
( ) 0

( ) 0

( ) ,          0, ,
p

pp x
x

u F x p m
v ω =

ω =

∂ = =
∂
  , 
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³ òàêèé íåäîë³ê: 

 0( ),      min , ,q
mu C G q q q∈ = { } , 

äå ÷èñëà 0 , , mq q  çâ’ÿçàí³ ç ãðàíè÷íèìè ôóíêö³ÿìè òàêèì ÷èíîì: 

 ( ),         0, ,sq
sF C G s m∈ ∂ =  . (8) 

Òîáòî ó ôîðìóë³ (7) êëàñ äèôåðåíö³éîâíîñò³ ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é ïðèâíî-
ñèòüñÿ âñåðåäèíó îáëàñò³ G . 

Íàãàäàºìî, ùî ó êëàñè÷íîìó ìåòîä³ ïîòåíö³àë³â ãðàíè÷í³ ôóíêö³¿ ïðî-
äîâæóþòüñÿ óñåðåäèíó îáëàñò³ ç ï³äâèùåííÿì êëàñó äèôåðåíö³éîâíîñò³. 
Çîêðåìà, ó äåÿêèõ âèïàäêàõ íåïåðåðâí³ íà ãðàíèö³ ôóíêö³¿ ï³ñëÿ ¿õ ïðîäîâ-
æåííÿ íàëåæàòü äî êëàñó íåñê³í÷åííî äèôåðåíö³éîâíèõ ôóíêö³é óñåðåäèí³ 
îáëàñò³. Íàïðèêëàä, ôîðìóëà Ïóàññîíà, ÿêà äàº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Ä³ð³õëå 
äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà ó ï³âïëîùèí³, ïðîäîâæóº ãðàíè÷íó ôóíêö³þ òàê, ùî 
ïðîäîâæåíà ôóíêö³ÿ íàëåæèòü äî êëàñó íåñê³í÷åííå ÷èñëî ðàç³â äèôåðåí-
ö³éîâíèõ ôóíêö³é. Ôîðìóëà Äàëàìáåðà, ÿêà äàº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ Êîø³ äëÿ 

ð³âíÿííÿ êîëèâàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñòðóíè, ïðîäîâæóº ïîõ³äíó (0,1) ( , )u x t  ç ë³-
í³¿ 0t =  ó ï³âïëîùèíó 0t >  òàê, ùî ðåçóëüòóþ÷à ôóíêö³ÿ ìàº íåïåðåðâí³ 
äðóã³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³. 

Ïðîáëåìà ïðîäîâæåííÿ ñë³ä³â ç ãðàíèö³ îáëàñò³ óñåðåäèíó ö³º¿ îáëàñò³ 
ÿñêðàâî äåìîíñòðóºòüñÿ òàêèì ïðèêëàäîì 
Â. Ë. Ðâà÷îâà: íàïèñàòè ñòðóêòóðó íàáëèæå-
íîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (äèâ. ðèñ. 1) 

 ( , ) 0,       1,       1u x y x y∆ = < < , (9) 

 1( , ) ,       ( , )u x y a x y= − ∈ Γ , (10) 

 2( , ) ,       ( , ) ,      0u x y a x y a= + ∈ Γ > , (11) 

 1 ( , ) : 1 0,  1;   1,  1 1x y x y x yΓ = − ≤ < = ± = − − < <{ } , 

 2   ( , ) : 0 1,   1;  1,  1 1  x y x y x yΓ = < ≤ = ± = − < <{ } . 
Ó öüîìó ïðèêëàä³ òðåáà ðîçâ’ÿçàòè çàäà÷ó Ä³ð³õëå äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàï-

ëàñà ïðè óìîâ³, ùî íà ãðàíèö³ îáëàñò³ ó òî÷êàõ (0, 1)±  ñë³ä òî÷íîãî ðîçâ’ÿç-
êó ìàº ðîçðèâè ïåðøîãî ðîäó. ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ öüîãî ôîðìóëó 
(7), òî ö³ ðîçðèâè ç ãðàíèö³ îáëàñò³ ïåðåì³ñòÿòüñÿ ó âíóòð³øí³ òî÷êè îáëàñò³. 
Öå îçíà÷àº, ùî ñòðóêòóðà íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ çàäà÷³, ÿêà âèêîðèñ-
òîâóº ôîðìóëó (7), íå áóäå äèôåðåíö³éîâíîþ ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ îáëàñò³ 
³íòåãðóâàííÿ (ó íàâåäåíîìó ïðèêëàä³ çàäà÷³ (9)–(11) âîíà áóäå ðîçðèâíîþ 
íà ë³í³¿ 0x = ).  

Òàêèì ÷èíîì, äðóãó ïðîáëåìó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ÿê ïîáóäóâà-
òè ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) áåç îñîáëèâîñòåé óñåðå-
äèí³ îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ, ÿêùî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) àáî éîãî ïî-
õ³äíà äåÿêîãî ïîðÿäêó ìàþòü ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó ó äåÿêèõ òî÷êàõ ãðàíè-
ö³ îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ?  
 Çàäà÷à 3. Ïðîáëåìà çì³íè òèïó ãðàíè÷íèõ óìîâ ó äåÿêèõ äîâ³ëü-
íèõ òî÷êàõ ãðàíèö³. Òèïîâèì ïðèêëàäîì çàäà÷³, ó ÿê³é âèíèêàº çì³íà 
ãðàíè÷íèõ óìîâ, º çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³, ÿêà çâîäèòüñÿ äî ð³âíÿííÿ Ïó-
àññîíà (äèâ. ðèñ. 2): 

 ( , ) ( , )u x y f x y∆ = , 

 ( , ),  x a a b y b∈ − − < < , (12) 

 1( , ) ( ),       0u x b x a x−− = ϕ − ≤ ≤ , (13) 

 2 ( ),         0 
y b

u x x a
y

+

=−

∂ = ϕ < < +
∂

, (14) 

 y

x

1

1−

11− 2
u aΓ = +

1
u aΓ = −

Рис. 1 

 y

x
aa−

( )x au y+
= = η( )x au y−

=− = η

1 ( )y bu x−
=− = ϕ 2 ( )

y b

u x
y

+

=−

∂ = ϕ
∂

( )y bu x= = ψb

b−  
Рис. 2 
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 ( , ) ( ),           u a y y b y b−− = η − ≤ ≤ , (15) 

 ( , ) ( ),           u a y y b y b++ = η − ≤ ≤ , (16) 

 ( , ) ( ),             u x b x a x a= ψ − < < . (17) 

Öÿ ïðîáëåìà âèð³øóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ R -ôóíêö³é [7, ñ. 79] øëÿõîì 
ïîáóäîâè ð³âíÿíü äîäàòíî¿ 

2 2 2: ( , ) 0,   ;     ( , ) 0,    0x y y b x b x aΓ ω > > − ω − = < < , 
ó âèãëÿä³ 

 
22

2
2( , ) ( )

4 2
a ax y y b y b xα

  ω = − + ∧ − + − −    
( )  

òà â³ä’ºìíî¿  

1 1 1: ( , ) 0,   ;    ( , ) 0,  0x y y b x b a xΓ ω > > − ω − = − ≤ ≤ , 
ó âèãëÿä³ 

 
22

2
1( , ) ( )

4 2
a ax y y b y b xα

  ω = − + ∧ − + − +    
( )  

÷àñòèí ãðàíèö³ ,  a x a y bγ = − ≤ ≤ = −{ } , ùî àâòîìàòè÷íî (ïðè 1 1− < α ≤ ) 
ïðèâîäèòü äî îñîáëèâîñò³ ó ñòðóêòóð³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó ó òî÷ö³ 
(0, )b− , íàâ³òü ó òîìó âèïàäêó, êîëè òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê íå ìàº îñîáëèâîñò³ ó 
âêàçàí³é òî÷ö³.  

Îòæå, òðåòþ ïðîáëåìó ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ÿê ïîáóäóâàòè 
ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷, àíàëîã³÷íèõ çàäà÷³ (12)–(17), áåç 
îñîáëèâîñòåé óñåðåäèí³ îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ, ÿêùî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
íå ìàº îñîáëèâîñòåé óñåðåäèí³ îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ, àëå ó äåÿêèõ òî÷êàõ 
ãðàíèö³ çì³íþºòüñÿ òèï ãðàíè÷íèõ óìîâ (Ä³ð³õëå, Íåéìàíà òîùî)?  

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º àíàë³ç äåÿêèõ çàäà÷, ÿê³ íå áóëè ðîçâ’ÿçàí³ (ïîâ-
í³ñòþ àáî ÷àñòêîâî) â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó ç âèêîðèñòàííÿì R -
ôóíêö³é Â. Ë. Ðâà÷îâà ³ ÿê³ ìîæóòü áóòè ðîçâ’ÿçàí³ (ïîâí³ñòþ àáî ÷àñòêîâî) 
çà äîïîìîãîþ ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ. 
Ìàþòüñÿ íà óâàç³ îïèñàí³ âèùå òðè ïðîáëåìí³ çàäà÷³. 

Îñíîâí³ ïîëîæåííÿ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Áóäåìî äîñë³äæóâàòè ìåòîäè ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëè-
æåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõ³äíèìè 

 1
0

( 1) ( ) ( ),    ( , , )
m

s s s n
s n

s

Au D a x D u f x x x x G
=

≡ − = = ∈ ⊂∑ ( )  , (18) 

 ( ) ( ),       ,     0,1, , 1j jB u x x x G j n= ϕ ∈ ∂ = − , (19) 

äå ,m n  – çàäàí³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà; ( ),  0 ;  ( )sa x s m f x≤ ≤  – çàäàí³ ôóíê-

ö³¿; 1( , , )ns s s=  , 
1

n

k
k

s s
=

= ∑ ; 
1

1

n

n

s
s

ss
x x

D
x x

∂=
∂ ∂

; ,
0

( ) ( )
jm

s
j j s

s

B u b x D u x
=

= ∑  – çà-

äàí³ äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè ïîðÿäêó jm ; G  – çàäàíà îáëàñòü. Øèðîêî 

âèêîðèñòîâóâàíèìè ìåòîäàìè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ 
(18), (19) ³ íåñòàö³îíàðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ 

  
( , )

( , ) ( , ),       ,        0
u x t

Au x t f x t x G t T
t

∂ − = ∈ < <
∂

, (20) 

ó ÿêèõ øóêàíà ôóíêö³ÿ ( , )u x t  çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷í³ óìîâè  

 ( , ) ( , ),          ,        0, , 1j jB u x t x t x D j n= ϕ ∈ ∂ = − , (21) 

òà ïî÷àòêîâó óìîâó  
 ( ,0) ( ),                u x x x G= ψ ∈ , (22) 
º âàð³àö³éí³ òà ïðîåêö³éí³ ìåòîäè. 



66 

Çã³äíî ç òåîð³ºþ ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó Â. Ë. Ðâà÷îâà äëÿ çíàõîäæåííÿ 
íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó âêàçàíèõ âèùå çàäà÷ íåîáõ³äíî âèêîíàòè òàê³ êðî-
êè: 

– ïîáóäóâàòè ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷ (18), (19) àáî 
(20)–(22); 

– çíàéòè íåâ³äîì³ êîìïîíåíòè ñòðóêòóðè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó (ïà-
ðàìåòðè, íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ t  òîùî) øëÿõîì ðîçâ’ÿçàííÿ â³ä-
ïîâ³äíèõ ñèñòåì ð³âíÿíü (ë³í³éíèõ àáî íåë³í³éíèõ, àëãåáðà¿÷íèõ àáî òðàíñ-
öåíäåíòíèõ), ÿê³ ìîæóòü áóòè òàêîæ ñèñòåìàìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, 
ùî ïîâèíí³ ðîçâ’ÿçóâàòèñü ñóì³ñíî ç â³äïîâ³äíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè – 
óìîâàìè Êîø³. 

Íàéá³ëüø ïîøèðåíèì ïðè ïîáóäîâ³ ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â º 
ìåòîä, çã³äíî ç ÿêèì ñïî÷àòêó áóäóþòü ôóíêö³þ 0 ( )xΦ , ÿêà òî÷íî çàäî-

âîëüíÿº íåîäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè (19) àáî (21) (äèâ. ôîðìóëè (3) ³ (7)), ³ 
ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó øóêàþòü ó âèãëÿä³  

 0 ( )u B= Φ + Φ , 

äå B  – äåÿêèé îïåðàòîð, ÿêèé çàëåæèòü â³ä ôîðìè îáëàñò³ G , äèôåðåíö³-
àëüíèõ îïåðàòîð³â jB u , çàäàíèõ ó òî÷êàõ ãðàíèö³ G∂ , ôóíêö³é jϕ ; ôóíêö³ÿ 

Φ  ìîæå áóòè äîâ³ëüíîþ ñêàëÿðíîþ ôóíêö³ºþ ( )xΦ = Φ  àáî âåêòîðîì ç äî-

â³ëüíèìè êîìïîíåíòàìè 1( ) ( ), , ( )Nx x xΦ = Φ = Φ Φ( )  ó ñòàö³îíàðíîìó âè-

ïàäêó ³ 1( ), , ( )Nt tΦ = Φ Φ( )  ó íåñòàö³îíàðíîìó âèïàäêó. Ïðè öüîìó ôóíê-

ö³ÿ ( )B Φ  çàäîâîëüíÿº îäíîð³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè ( ) 0,  jB B x DΦ = ∈ ∂[ ] . Âàæ-

ëèâîþ º âèìîãà (ÿêó âàæêî çàäîâîëüíèòè íà ïðàêòèö³), ùîá ñòðóêòóðà 
âêëþ÷àëà â ñåáå òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³. 

Ìåòîä R -ôóíêö³é ³ ñòðóêòóðíèé ìåòîä. Ìåòîä R -ôóíêö³é Â. Ë. Ðâà-
÷îâà ñïî÷àòêó ñòâîðþâàâñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ àíàë³òè÷íî¿ 
ãåîìåòð³¿ – çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ ð³âíÿíü ÷àñòèí äåÿêî¿ ë³í³¿ àáî ïîâåðõí³ 
ïîáóäóâàòè ð³âíÿííÿ ö³º¿ ë³í³¿ àáî ïîâåðõí³ â³äïîâ³äíî. Òàêå âì³ííÿ áóäóâà-
òè ð³âíÿííÿ ñêëàäíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â çà äîïîìîãîþ â³äîìèõ ð³âíÿíü 
éîãî ÷àñòèí çíàéøëî ñâîº çàñòîñóâàííÿ ó áàãàòüîõ ðîçä³ëàõ íàóêè. Çîêðåìà, 
îäíèì ³ç íàéâàæëèâ³øèõ éîãî çàñòîñóâàíü º çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè 
ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ âèïàäêó îáëàñòåé 
ñêëàäíî¿ ôîðìè, ãðàíèöÿ ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ç äóã â³äîìèõ êðèâèõ (ó äâîâè-
ì³ðíîìó âèïàäêó) àáî ç êóñê³â â³äîìèõ ïîâåðõîíü (ó òðèâèì³ðíîìó âèïàäêó).  

Íå çóïèíÿþ÷èñü äåòàëüíî íà ìåòîä³ R -ôóíêö³é, â³äì³òèìî ëèøå, ùî ó 
ñòðóêòóðíîìó ìåòîä³ â³í âèêîðèñòîâóºòüñÿ â îñíîâíîìó íà ñòàä³¿ ïîáóäîâè 
ð³âíÿíü ( ) 0i xω =  êóñê³â ë³í³é àáî ïîâåðõîíü, ç ÿêèõ ñêëàäàºòüñÿ ãðàíèöÿ 

îáëàñò³ G , à òàêîæ íà ñòàä³¿ ïîáóäîâè ð³âíÿííÿ ( ) 0xω =  âñ³º¿ ãðàíèö³ îá-
ëàñò³ G . 

Çàóâàæèìî, ùî â ñòðóêòóðíîìó ìåòîä³ íåÿâíî âèêîðèñòîâóºòüñÿ òàêå 
ïðèïóùåííÿ: â îäí³é òî÷ö³ íà ãðàíèö³ ïëîñêî¿ îáëàñò³ ìîæóòü ïåðåòèíàòèñü 
ëèøå äâ³ ë³í³¿ – ÷àñòèíè ãðàíèö³, àáî äâ³ ë³í³¿, ùî íàëåæàòü îáëàñò³ ³íòåã-
ðóâàííÿ. Ïðî öå í³äå ÿâíî íå íàïèñàíî, àëå àíàë³ç ïóáë³êàö³é ñâ³ä÷èòü 
âëàñíå ïðî öå. Ó íàâåäåí³é âèùå çàäà÷³ 3 ïîòð³áíî çàáåçïå÷óâàòè â³äïîâ³äí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ íà ê³ëüêîõ ë³í³ÿõ, ùî ìàþòü ñï³ëüí³ òî÷êè ïåðåòèíó ó ñåðå-
äèí³ îáëàñò³ àáî íà ãðàíèö³. Êëàñè÷íà ñõåìà Â. Ë. Ðâà÷îâà ïîáóäîâè ñòðóê-
òóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â íå ñòâîðèëà çàãàëüíîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷.  

²íòåðë³íàö³ÿ òà ³íòåðôëåòàö³ÿ ³ ì³øàíà àïðîêñèìàö³ÿ ôóíêö³é ñòâîðþ-
âàëèñÿ ÿê àïàðàò íàáëèæåííÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ ³í-
ôîðìàö³¿ ïðî íèõ ó âèãëÿä³ ñë³ä³â òà ñë³ä³â ¿õ ïîõ³äíèõ (äî çàäàíîãî ïîðÿä-
êó) íà ô³êñîâàí³é ñèñòåì³ ë³í³é àáî ïîâåðõîíü. Ï³çí³øå ñòàëî çðîçóì³ëèì, 
ùî öåé àïàðàò ìîæå áóòè åôåêòèâíî âèêîðèñòàíèé äëÿ ïîáóäîâè ñòðóêòóð 
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íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â êðàéîâèõ çàäà÷ ó âèïàäêó îáëàñòåé ñêëàäíî¿ ôîðìè 
³ ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ. 

Äàìî îçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó åë³ïòè÷íèõ êðàéî-
âèõ çàäà÷ ç äâîìà çì³ííèìè, ÿêå âêëþ÷àº îçíà÷åííÿ ñòðóêòóðè ó ñòðóêòóð-
íîìó ìåòîä³ Â. Ë. Ðâà÷îâà ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê: 

 2( , ) ( , ),          ( , )Lu x y f x y x y D= ∈ ⊂  , 

 ( , ) ( , ), ( , )      j jB u x y x y x y D= ϕ ∈ ∂ . (23) 

Îçíà÷åííÿ 1. Ñòðóêòóðîþ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (23) 
áóäåìî ââàæàòè äîâ³ëüíó ôóíêö³þ 1, 2,, , , ( ) , ( ) , ( , )k i j pF x y C F x F y x yΦ( { } { } { } { }) , 
ÿêà çàäîâîëüíÿº âêàçàí³ ãðàíè÷í³ óìîâè ³ çàëåæèòü òàêîæ â³ä äåÿêî¿ ñèñòå-
ìè íåâ³äîìèõ ñòàëèõ , 1, ,kC k N=  , íåâ³äîìèõ ôóíêö³é 1, ( ),  1, ,iF x i M=  , 

2, ( ),  1, ,jF y j N=  , îäí³º¿ çì³ííî¿ (x  àáî y ) òà (àáî) íåâ³äîìèõ ôóíêö³é 

( , ),  1, ,p x y p PΦ =  , äâîõ çì³ííèõ.  

Óçàãàëüíåííÿ öüîãî îçíà÷åííÿ íà âèïàäîê êðàéîâèõ çàäà÷ á³ëüøî¿ ðîç-
ì³ðíîñò³ àáî íà âèïàäîê ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïàðàáîë³÷íîãî òèïó òîùî º, íà íàø ïîãëÿä, äîñèòü ïðîçîðèì. 

Ôàêòè÷íî òåïåð º î÷åâèäíèì òå, ùî ñòðóêòóðíèé ìåòîä íàáëèæåíîãî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷, ÿêèé âèêîðèñòîâóº R -ôóíêö³¿ Â. Ë. Ðâà÷î-
âà, º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó, ùî âèêîðèñòîâóº ïîë³íîì³-
àëüíó, ðàö³îíàëüíó, òðèãîíîìåòðè÷íó ³íòåðë³íàö³þ òà ³íòåðôëåòàö³þ, 
ñïëàéí- ³íòåðë³íàö³þ àáî ñïëàéí-³íòåðôëåòàö³þ, ³íòåðë³íàö³þ ç âèêîðèñòàí-
íÿì R -ôóíêö³é, ì³øàíó àïðîêñèìàö³þ ôóíêö³é äâîõ ³ á³ëüøå çì³ííèõ îïå-
ðàòîðàìè, ùî ä³þòü íà îäíó çì³ííó àáî á³ëüøå çì³ííèõ (ó âèïàäêó ïðîñòî-
ðîâèõ çàäà÷), òîùî. Àäæå ³íòåðë³íàö³ÿ òà ³íòåðôëåòàö³ÿ ôóíêö³é äîçâîëÿ-
þòü òî÷íî çàäîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè (Ä³ð³õëå, Íåéìàíà, ì³øàí³ òîùî) 
áåç âèêîðèñòàííÿ R -ôóíêö³é. 

Íàâåäåìî äåÿê³ òâåðäæåííÿ òåîð³¿ ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíê-
ö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ ³ ïðîàíàë³çóºìî ìåòîäè, ùî äîçâîëÿþòü ðîçâ’ÿçàòè 
ïîâí³ñòþ àáî ÷àñòêîâî âêàçàí³ âèùå òðè çàäà÷³, ÿê³ â ðàìêàõ ñòðóêòóðíîãî 
ìåòîäó íå çíàéøëè ñâîãî çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ.  

Îçíà÷åííÿ ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é. Ó òåîð³¿ íàáëèæåí-
íÿ ôóíêö³é äâîõ ³ á³ëüøå çì³ííèõ 1( ) ( , , ),  2nf x f x x n= ≥ , â îñòàíí³ äåñÿ-

òèë³òòÿ ³íòåíñèâíî ðîçâèâàºòüñÿ ðîçä³ë, ïðèñâÿ÷åíèé ïîáóäîâ³, äîñë³äæåí-
íþ ³ äåÿêèì çàñòîñóâàííÿì îïåðàòîð³â, ÿê³ â³äíîâëþþòü (ìîæëèâî, íàáëè-
æåíî) ôóíêö³¿ ( )f x  çà â³äîìèìè ¿õ ñë³äàìè òà ñë³äàìè ¿õ ÷àñòèííèõ ïîõ³ä-
íèõ äî ô³êñîâàíîãî ïîðÿäêó N  íà M , äå 2M ≥ , m -âèì³ðíèõ (0 )m n≤ <  

ïîâåðõíÿõ â n  (ç ìåòîþ óí³ô³êàö³¿ òâåðäæåíü áóäåìî ââàæàòè òî÷êè 
íóëü-âèì³ðíèìè ïîâåðõíÿìè, à ë³í³¿ – îäíîâèì³ðíèìè ïîâåðõíÿìè). Ó âè-
ïàäêó 0,  1m n= ≥  ³íôîðìàö³ÿ ïðî ôóíêö³þ ( )f x  çàäàºòüñÿ â M  òî÷êàõ 
(ïîëþñàõ) ³ òàê³ îïåðàòîðè íàáëèæåííÿ íàçèâàþòüñÿ îïåðàòîðàìè ³íòåðïî-
ëÿö³¿ (inter – ì³æ, pol – ïîëþñ, òî÷êà). Ó âèïàäêó 1,  2m n= ≥  ³íôîðìàö³ÿ 
ïðî ôóíêö³þ ( )f x  çàäàºòüñÿ ñë³äàìè ( )f x  òà ñë³äàìè ¿¿ ÷àñòèííèõ ïîõ³äíèõ 

1
1

1

( )
,  ,  1

n

s

nss
n

f x
s s s s N

x x

∂ = + + ≤ ≤
∂ ∂




, íà M  ë³í³ÿõ ³ òàê³ îïåðàòîðè áó-

äåìî íàçèâàòè îïåðàòîðàìè ³íòåðë³íàö³¿ (inter – ì³æ, line – ë³í³ÿ). 
 Ó âèïàäêó 2 1,  3m n n≤ ≤ − ≥  ³íôîðìàö³ÿ ïðî ôóíêö³þ ( )f x  çàäàºòü-

ñÿ ñë³äàìè ( )f x  ³ ñë³äàìè ¿¿ ïîõ³äíèõ 
1

1
1

( )
,  ,  1

n

s

nss
n

f x
s s s s

x x

∂ = + + ≤ ≤
∂ ∂




 

N≤ , íà M  ïîâåðõíÿõ â n , ³ òàê³ îïåðàòîðè íàáëèæåííÿ áóäåìî íàçèâàòè 
îïåðàòîðàìè ³íòåðôëåòàö³¿ (inter – ì³æ, flat – ïîâåðõíÿ ïëîñêà).  
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Ó çàðóá³æí³é ë³òåðàòóð³ äëÿ îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ 
âèêîðèñòîâóºòüñÿ äåê³ëüêà íàçâ. Íàéïîøèðåí³øîþ º íàçâà «blending func-
tion interpolation» – «ì³øàíà ³íòåðïîëÿö³ÿ ôóíêö³é». 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ³íòåðë³íàö³ÿ òà ³íòåðôëåòàö³ÿ º ïðèðîäíèìè óçàãàëü-
íåííÿìè ³íòåðïîëÿö³¿, â òåîð³¿ ³íòåðë³íàö³¿, ³íòåðôëåòàö³¿ âèêîðèñòîâóºìî 
òåðì³íîëîã³þ ç òåîð³¿ ³íòåðïîëÿö³¿ (³íòåðïîëþþ÷à ôóíêö³ÿ – ³íòåðë³íóþ÷à 
ôóíêö³ÿ – ³íòåðôëåòóþ÷à ôóíêö³ÿ, âóçëè ³íòåðïîëÿö³¿ – ë³í³¿ ³íòåðë³íàö³¿ 
– ïîâåðõí³ ³íòåðôëåòàö³¿ òîùî). 

Äàìî îçíà÷åííÿ ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îïåðàòî-
ð³â ( ),  0, , 1B f x mα α = − .  

Íåõàé ,  1, ,k k ÌΓ =  , – ñèñòåìà ν -âèì³ðíèõ ïîâåðõîíü, 0 1n≤ ν ≤ − , 

â ,  3n n ≥ . Ôóíêö³þ 1( ),  ( , , )nf x x x x=  , áóäåìî ââàæàòè âèçíà÷åíîþ ðà-

çîì ³ç ñèñòåìîþ îïåðàòîð³â (äèôåðåíö³àëüíèõ, ³íòåãðàëüíèõ, ³íòåãðî-äèôå-
ðåíö³àëüíèõ) , ( ),  0, , 1kB f x mα α = − , ó òî÷êàõ ,  1, ,k k ÌΓ =  . 

Îçíà÷åííÿ 2. Îïåðàòîð , , ( ; ; )n M qL f xν Γ{ }  ç âëàñòèâîñòÿìè  

 , , , , ,( ; ; ) ( ) ( )
k kk

k n M q k kB L f x B f x g xα ν α αΓ ΓΓ
Γ = ={ } , 

 1, , ,     0, , 1k M m= α = −  , (24) 
áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòîðîì ³íòåðôëåòàö³¿ (³íòåðïîëÿö³¿ – ïðè 0ν = , ³íòåð-
ë³íàö³¿ – ïðè 1ν = ) ôóíêö³¿ f  ç³ ñë³äàìè îïåðàòîð³â , ( ),  0, , 1kB f x mα α = − , 

íà ñèñòåì³ ν -âèì³ðíèõ ïîâåðõîíü ,  1, ,k k ÌΓ =  . 

Íåõàé , ,( ) ( ) ,  1, , ,   0, , 1
q k

k kB f x g x k M mα αΓ Γ
= = α = −  , ³ îïåðàòîð 

³íòåðôëåòàö³¿ ìàº âèãëÿä  

 
1

, , , , , ,
1 0

; ; ; ; ; ; ; ; ( )
M m

k k k i k k k i
i

B BL f g x P f g x x
−

α α β α α β
= β=

Γ = Γ ψ∑ ∑{ } { } { } { } { } { }( ) ( ) , 

äå , ( )i xβψ  – äåÿêà ñèñòåìà äîïîì³æíèõ ôóíêö³é, ïîáóäîâà êîòðèõ çàëåæèòü 

â³ä ïàðàìåòð³â ïîâåðõîíü kΓ{ }  ³ îïåðàòîð³â ,kB α  ³ íå çàëåæèòü â³ä ôóíêö³¿ 

( )f x , à , , ,; ; ; ;i k k kBP f g xβ α αΓ{ } { } { }( )  – äåÿêà ñèñòåìà ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â 

(äèôåðåíö³àëüíèõ, ³íòåãðàëüíèõ àáî ³íòåãðàëüíî-äèôåðåíö³àëüíèõ òîùî). 
Îçíà÷åííÿ 3. Îïåðàòîð ³íòåðôëåòàö³¿ , ,; ; ; ;k k kBL f g xα αΓ{ } { } { }( )  ç âëàñ-

òèâîñòÿìè (24) áóäåìî íàçèâàòè ë³í³éíèì îïåðàòîðîì ïîë³íîì³àëüíî¿ ³íòåð-
ôëåòàö³¿, ñïëàéí-³íòåðôëåòàö³¿, òðèãîíîìåòðè÷íî¿ ³íòåðôëåòàö³¿, ðàö³î-
íàëüíî¿ ³íòåðôëåòàö³¿, ³íòåðôëåòàö³¿ çà äîïîìîãîþ R -ôóíêö³é òîùî, ÿêùî 
äîïîì³æí³ ôóíêö³¿ , ( )i xβψ  (íåçàëåæí³ â³ä f ) º â³äïîâ³äíî àëãåáðà¿÷íèìè ïî-

ë³íîìàìè, ñïëàéíàìè, òðèãîíîìåòðè÷íèìè ïîë³íîìàìè, ðàö³îíàëüíèìè 
ôóíêö³ÿìè, ôóíêö³ÿìè, ïîáóäîâàíèìè çà äîïîìîãîþ R -ôóíêö³é òîùî. 

Öå îçíà÷åííÿ ïîâí³ñòþ ïîøèðþºòüñÿ íà âèïàäîê äîâ³ëüíî¿ ñèñòåìè 

ïîâåðõîíü â n  ð³çíî¿ ðîçì³ðíîñò³ ν . 
Ïðèêëàäè ³íæåíåðíèõ çàäà÷, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³é. 
1°. Êàðòîãðàô³ÿ äíà îêåàíó çà äàíèìè ã³äðîëîêàö³¿. Çàäà÷à ïîáóäîâè 

ïîâåðõí³ äíà îêåàíó çà äàíèìè ã³äðîëîêàö³¿, ùî îäåðæàí³ íà ð³çíèõ ë³í³ÿõ 
– êóðñàõ êîðàáëÿ ç ã³äðîëîêàòîðîì, – º òèïîâîþ çàäà÷åþ ³íòåðë³íàö³¿ 
ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ çà äàíèìè ¿¿ ñë³äàìè íà äåê³ëüêîõ ë³í³ÿõ. Äëÿ òîãî 
ùîá ïîáóäóâàòè ð³âíÿííÿ ( , )z f x y=  ðåëüºôó äíà îêåàíó (òóò ,x y  – êîîð-
äèíàòè çì³ííî¿ òî÷êè íà ïîâåðõí³ îêåàíó (ïîòî÷í³ êîîðäèíàòè) â äåÿê³é ñèñ-
òåì³ êîîðäèíàò, âèáðàí³é äîñë³äíèêîì; z  – â³ääàëü â³ä ïîâåðõí³ îêåàíó â 

òî÷ö³ ç êîîðäèíàòàìè ( , )x y  äî äíà), âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñë³äè ( , )
kk x y Γϕ =  
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( , )
k

f x y Γ=  ôóíêö³¿ f  (äàí³ ã³äðîëîêàö³¿) íà ,  2M M ≥ , ë³í³ÿõ kΓ , k =  

1, ,M=  , – êóðñàõ êîðàáëÿ.  
Çà âêàçàíèìè ë³í³ÿìè ³ ôóíêö³ÿìè ( , )k x yϕ  (àáî ¿õ çíà÷åííÿìè â äå-

ÿêèõ òî÷êàõ ë³í³é kΓ ) ìîæíà ïîáóäóâàòè ôóíêö³þ ( , )f x y  íà îñíîâ³ îäí³º¿ ç 

ôîðìóë ³íòåðë³íàö³¿. Òîìó ïîáóäîâó ôóíêö³¿ ( , )f x y  òà ¿¿ ë³í³é ð³âíÿ ìîæíà 
äîðó÷èòè áîðòîâ³é ÏÅÎÌ. Âèá³ð êóðñ³â êîðàáëÿ âèçíà÷àºòüñÿ äîñë³äíèêîì. 

2°. Ïîáóäîâà ïîâåðõí³ êîñì³÷íîãî ò³ëà çà äàíèìè ðàä³îëîêàö³¿ íà ñèñ-
òåì³ ë³í³é. Íåõàé ïðîì³íü ðàä³îëîêàòîðà ðóõàºòüñÿ âçäîâæ äåÿêî¿ íàïåðåä 
âèáðàíî¿ äîñë³äíèêîì ñèñòåìè ë³í³é kΓ , 1, ,k M=  , íà êîñì³÷íîìó îá’ºêò³, 

ùî âèâ÷àºòüñÿ (àáî ïðîñòî íà äîñòàòíüî â³ääàëåíîìó îá’ºêò³). Ïðîì³íü â³ä-
áèâàºòüñÿ â³ä îá’ºêòà, ùî äîçâîëÿº îäåðæóâàòè â³ääàëü äî òî÷êè â³äáèòòÿ, 
òîáòî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ( , )z f x y=  ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò Oxyz , âèáðàí³é 

â³äïîâ³äíèì ÷èíîì; z  – â³ääàëü â³ä òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè ( , )x y  íà îá’ºêò³ 
äî ðàä³îëîêàòîðà (íà âêàçàíèõ ë³í³ÿõ-êóðñàõ ïðîìåíÿ ëîêàòîðà). Îáðîáêà 
òàêî¿ ³íôîðìàö³¿ ÷àñòî ïîâèííà ïðîõîäèòè äîñèòü øâèäêî ³, çíà÷èòü, òóò 
òðåáà çàñòîñóâàòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ùî íàéá³ëüø ïðèðîäíî âèêîðèñòî-
âóº îäåðæóâàí³ äàí³, òîáòî ³íòåðë³íàö³þ. Òàêèé ï³äõ³ä ìîæíà âèêîðèñòàòè, 
çîêðåìà, äëÿ îïèñó ïîâåðõí³ Âåíåðè, ÿêó íå âèäíî â îïòè÷íèé òåëåñêîï. 
Çàäà÷à ó îïèñàí³é ïîñòàíîâö³ º äåÿêîþ ³äåàë³çàö³ºþ ðåàëüíî¿ ñèòóàö³¿ (äèâ. 
ïðèêëàä 6°). 

3°. Ïðîåêòóâàííÿ êîðïóñ³â ë³òàê³â, ñóäåí, àâòîìîá³ë³â. ²íòåðë³íàö³ÿ 
ôóíêö³é ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äëÿ îïèñó ïîâåðõîíü 
êîðïóñ³â ë³òàê³â, ñóäåí, àâòîìîá³ë³â (äèâ. [1, 2]). Ó ñó÷àñí³é òåõí³ö³, îñîáëèâî 
â àâ³à- òà ñóäíîáóäóâàíí³, â êîñì³÷í³é òåõí³ö³, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü êîí-
ñòðóêö³¿ ñêëàäíî¿ ôîðìè, ÿê³ ðîçðàõîâóþòüñÿ ³ ïðîåêòóþòüñÿ ÿê îáîëîíêè. 
Ó ìåòîäàõ àïðîêñèìàö³¿ ³ çàäàííÿ ñåðåäèííèõ ïîâåðõîíü öèõ îáîëîíîê 
çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò òåîð³¿ ñïëàéí-³íòåðïîëÿö³¿, 
ñïëàéí-³íòåðë³íàö³¿ òà ñïëàéí-³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é òîùî. 

Ð³âíÿííÿ ( , ),  1, 2,iz f u v i= =  , i -¿ ÷àñòèíè (ó â³äïîâ³äí³é ïàðàìåòðè÷-
í³é ôîðì³ çàäàííÿ) òàêî¿ ïîâåðõí³ ïîâèííî çàáåçïå÷óâàòè íåïåðåðâí³ñòü ïî-
âåðõí³ ì³æ ð³çíèìè ÷àñòèíàìè òà íåîáõ³äí³ àåðîäèíàì³÷í³ âëàñòèâîñò³ ³ òåõ-
íîëîã³÷í³ âèìîãè. 

4°. Ïëàíóâàííÿ åêñïåðèìåíòó äëÿ â³äíîâëåííÿ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ. 
Íà ïðàêòèö³, ïðè ïëàíóâàíí³ ³ ïðîâåäåíí³ åêñïåðèìåíò³â, øèðîêî âèêîðèñ-
òîâóºòüñÿ íàñòóïíèé ï³äõ³ä. Íåõàé ïîòð³áíî çíàéòè ôîðìóëó ( , )z f x y= , ùî 
îïèñóº äåÿêó õàðàêòåðèñòèêó ïðîöåñó, ÿêà çàëåæèòü â³ä äâîõ çì³ííèõ 
(ïàðàìåòð³â) x  òà y . Äëÿ öüîãî çâè÷àéíî ô³êñóþòü çíà÷åííÿ 1, , mx x  ïà-

ðàìåòðà x  ³ äëÿ öèõ çíà÷åíü kx x=  çíàõîäÿòü ôóíêö³¿ ( ) ( , )k ky f x yψ = , 

1, ,k m=  , (ôóíêö³¿ ( )k yψ  ìîæóòü áóòè ïîäàí³ ó âèãëÿä³ ãðàô³ê³â, íàêðåñ-

ëåíèõ ñàìîïèñîì àáî íàáëèæåíî ¿õ çíà÷åííÿìè â äåê³ëüêîõ òî÷êàõ 1y <  

2 ny y< < < ). Çâè÷àéíî çì³íí³ x  òà y  ìîæíà ïîì³íÿòè ì³ñöÿìè: ô³êñóºìî 

çíà÷åííÿ 1, , ny y  ïàðàìåòðà y  ³ äëÿ öèõ çíà÷åíü y y=   çíàõîäèìî ôóíê-

ö³¿ ( ) ( , )x f x yϕ =  , 1, ,n=  . Îòðèìàíó ³íôîðìàö³þ âèêîðèñòîâóºìî äëÿ 

ïîáóäîâè øóêàíî¿ ôóíêö³¿ ( , )f x y  ó âèãëÿä³ ïîë³íîìà Ëà´ðàíæà â³ä çì³ííèõ 
x  òà y  àáî ó âèãëÿä³ äåÿêî¿ êóñêîâî-ïîë³íîì³àëüíî¿ ôóíêö³¿ (ñïëàéíà), ÿêà 

³íòåðïîëþº äàí³ íà âèáðàí³é ìíîæèí³ âóçë³â ( , )kx y , àáî ó âèãëÿä³ çãëàä-

æóâàíîãî ñïëàéíà, êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî çíàõîäèìî ìåòîäîì íàéìåíøèõ êâàä-
ðàò³â ³ ò. ï. 
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Âàæëèâî òå, ùî íà ïðàêòèö³ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü àáî ò³ëüêè ôóíêö³¿ 
( )k yψ , àáî ò³ëüêè ôóíêö³¿ ( )xϕ . Âèêîðèñòàííÿ ³íòåðë³íàö³¿ äîçâîëÿº âðà-

õóâàòè ³ ôóíêö³¿ ( )k yψ , ³ ôóíêö³¿ ( )xϕ  îäíî÷àñíî, ùî, ïðèðîäíî, äàº 

á³ëüø òî÷í³ íàáëèæåííÿ äî ôóíêö³¿ ( , )f x y . Ëåãêî çàóâàæèòè, ùî äëÿ âè-
ïàäêó, êîëè íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ ìàº âèãëÿä 

 1 1 1 1 2 2 2 2 1 2 2 1( , ) ( ) ( ),      0f x y g a x b y c g a x b y c a b a b= + + + + + ∆ = − ≠ , 

ðàö³îíàëüí³øå áóëî áè çä³éñíþâàòè âèá³ð âóçë³â ( , )kx y  òàê, ùîá âîíè ëå-

æàëè íà ïåðåòèí³ ïðÿìèõ 

 1 1 1ka x b y c+ = ξ − , 

 2 2 2a x b y c+ = η − , 

íàïðèêëàä, 1 1,  m nξ < < ξ η < < η  :  

 1 1 1 1
, ,

2 2 2 2

1 1,   ,   1, , ,   1, ,k k
k k

c b a c
x y k m n

c b a c
ξ − ξ −

= = = =
η − η −∆ ∆

  
 

 . 

Òîáòî òðåáà ïðîâîäèòè åêñïåðèìåíò òàê, ùîá çíàõîäèòè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 
( , )f x y  (àáî ¿¿ ñë³äè) íå íà ñåð³¿ ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ îñÿì êîîðäèíàò, à íà 

ñåð³¿ ïðÿìèõ (àáî êðèâèõ) á³ëüø çàãàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Äëÿ îáðîáêè òàêî¿ 
³íôîðìàö³¿ òðåáà ìàòè ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ÿêèé äîçâîëèâ áè áóäóâàòè 
â³äïîâ³äí³ íàáëèæåííÿ çà äîïîìîãîþ ö³º¿ ³íôîðìàö³¿. Òàêèì àïàðàòîì º 
³íòåðë³íàö³ÿ ôóíêö³é. 

Ïðèêëàäè ³íæåíåðíèõ çàäà÷, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî ³íòåðôëåòàö³¿. 
5°. Íàáëèæåííÿ ôóíêö³é òðüîõ çì³ííèõ çà äîïîìîãîþ òîìîãðàì, ùî 

íàäõîäÿòü ç êîìï’þòåðíîãî òîìîãðàôà. Ïðèïóñòèìî, ùî ïðè äîñë³äæåíí³ 
âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè òðèâèì³ðíîãî ò³ëà çà äîïîìîãîþ òîìîãðàôà (ìå-
äè÷íîãî òîìîãðàôà ïðè äîñë³äæåíí³ ò³ëà ïàö³ºíòà àáî òåõí³÷íîãî òîìîãðà-
ôà ïðè äîñë³äæåíí³ îá’ºêò³â íà ìèòíèö³ òîùî) îòðèìàíî òîìîãðàìè iT , 

1, ,i M=  , ÿê³ º ñë³äàìè äåÿêî¿ ôóíêö³¿ ( , , )f x y z  íà â³äïîâ³äí³é ñèñòåì³ 

ïëîùèí ,  1, ,i i MΠ =  , ùî ïåðåð³çàþòü äàíèé îá’ºêò. Çàäà÷à ïîëÿãàº ó â³ä-
íîâëåíí³ (ìîæëèâî, íàáëèæåíîìó) âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè ò³ëà â ³íøèõ òî÷-
êàõ äîñë³äæóâàíî¿ îáëàñò³ (íàïðèêëàä, ó òî÷êàõ ³íøî¿ ïëîùèíè Π , ùî ïå-
ðåð³çàº îá’ºêò, àëå íå çá³ãàºòüñÿ í³ ç îäí³ºþ ³ç çàäàíèõ ïëîùèí). Ôóíêö³ÿ 

( , , )f x y z  ìîæå õàðàêòåðèçóâàòè ïîãëèíàííÿ ïðîíèêàþ÷îãî îïðîì³íåííÿ ïðè 
éîãî ïðîõîäæåíí³ ÷åðåç îá’ºêò äîñë³äæåííÿ. Ïðè íåâåëèêèõ ³íòåíñèâíîñòÿõ 
îïðîì³íåííÿ ( , , )f x y z  ìîæå ââàæàòèñÿ ãóñòèíîþ (ù³ëüí³ñòþ) ò³ëà â òî÷ö³ 

( , , )x y z . 
Çàóâàæèìî, ùî íà ñüîãîäí³ ³ñíóº ïîòóæíà ñèñòåìà êîìï’þòåðíî¿ ãðàô³-

êè 3D Max, ÿêà äîçâîëÿº â³äíîâëþâàòè âíóòð³øíþ ñòðóêòóðó òðèâèì³ðíîãî 
ò³ëà ëèøå çà â³äîìèìè éîãî ïåðåð³çàìè íà ñèñòåì³ ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ 
îäí³é ïëîùèí³. Âñ³ ñó÷àñí³ êîìï’þòåðí³ òîìîãðàôè ìàþòü öåé íåäîë³ê. Àëå 
âèêîðèñòàííÿ îäíî÷àñíî äàíèõ ïðî ïåðåð³çè ò³ëà íà ê³ëüêîõ ñèñòåìàõ ïàðà-
ëåëüíèõ ïëîùèí âèìàãàº çàñòîñóâàííÿ îïåðàòîð³â ³íòåðôëåòàö³¿ àáî ì³øà-
íî¿ àïðîêñèìàö³¿ ôóíêö³é òðüîõ çì³ííèõ.  

6°. Êàðòîãðàô³ÿ ïîâåðõí³ ïëàíåòè çà äàíèìè ðàä³îëîêàö³¿ íà ñèñòåì³ 
ñìóã. Ïðèïóñòèìî, ùî øòó÷íèé ñóïóòíèê ïëàíåòè ðóõàºòüñÿ íàâêîëî ïëà-
íåòè íà ð³çíèõ òðàºêòîð³ÿõ (îðá³òàõ). Îòðèìóâàí³ â³ä ñóïóòíèêà äàí³ íàäà-
þòü ³íôîðìàö³þ ïðî äîñë³äæóâàíó ïîâåðõíþ ïëàíåòè (íàïðèêëàä, ôîòî-
ãðàô³¿ ïîâåðõí³ ïëàíåòè âçäîâæ îðá³òè) íå íà ë³í³ÿõ, à íà ñìóãàõ âçäîâæ ë³-
í³é, ÿê³ º ïðîåêö³ÿìè îðá³òè ñóïóòíèêà íà ïîâåðõíþ ïëàíåòè. Ó ïðèïóùåíí³ 
äîñòàòíüî âåëèêî¿ âèñîòè ïîëüîòó ñóïóòíèêà ìîæíà ââàæàòè, ùî âñ³ òî÷êè 
äàíî¿ ñìóãè çíàõîäÿòüñÿ â îäíàêîâèõ óìîâàõ â³äíîñíî ïðîìåíÿ ëîêàòîðà 
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(àáî â³äíîñíî îñ³ îá’ºêòèâó ôîòîàïàðàòà). Çàäà÷à ïîëÿãàº ó â³äíîâëåíí³ 
(ìîæëèâî, íàáëèæåíîìó) ðåëüºôó ïîâåðõí³ ì³æ çàäàíèìè ñìóãàìè çà â³äî-
ìèìè ðåëüºôàìè ïîâåðõí³ íà öèõ ñìóãàõ (äèâ. [3]).  

Ïîáóäîâà îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ íà ñèñòåì³ ë³í³é. Ïîáóäîâà îïåðà-
òîð³â ³íòåðë³íàö³¿ íà ñèñòåì³ âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ. 
Íåõàé çàäàíî äâ³ ìíîæèíè âçàºìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ, ÿê³, íå 
çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñò³, ââàæàºìî ïàðàëåëüíèìè â³äïîâ³äíèì îñÿì 
êîîðäèíàò: 

 1 1 1: ,            1, ,i ix x i MΓ = =  , 

 2 2 2: ,           1, ,j jx x j NΓ = =  . 

Íåõàé ôóíêö³ÿ 2
1 2( ) ( , ) ( ),  1rf x f x x C r= ∈ ≥ , çàäàíà ñâî¿ìè ñë³äàìè 

íà öèõ ïðÿìèõ: 

 
1 1

1 2 0 2( , ) ( ),          1, ,
i

i ix x
f f x x x i M

=
= = ϕ =  , 

 
2 2

1 2 0 1( , ) ( ),          1, ,
j

j jx x
f f x x x j N

=
= = ψ =  , (25) 

³ 1 2( , )i j ijf x x f= . Òîä³, âðàõîâóþ÷è, ùî 2( )rf C∈  , ìîæíà äîâåñòè, ùî 

ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ (äèâ [6]) 

 0 2 0 1( ) ( ) ,       1, , ,    1, ,i j j i ijx x f i M j Nϕ = ψ = = =  . (26) 

Ââåäåìî äî ðîçãëÿäó ³íòåðïîëÿö³éí³ îïåðàòîðè Ëà´ðàíæà (1)( ; )ME f x  òà 
(2) ( ; )NE f x  çà çì³ííèìè 1x  òà 2x  â³äïîâ³äíî: 

 (1)
1 2 1 1

1

( ; ) ( , ) ( )
M

M i Mi
i

E f x f x x e x
=

= ∑ , 

 (2)
1 2 2 2

1

( ; ) ( , ) ( )
N

N j Nj
j

E f x f x x e x
=

= ∑ , 

äå 1 1 2 2( ),  1, , ,  ( ),  1, ,Mi Nje x i M e x j N= =  , – áàçèñí³ ïîë³íîìè Ëà´ðàíæà 

ñòåïåí³â 1,  1M N− −  â³äïîâ³äíî ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè: 

 1 1 2 2( ) ,   , 1,2, , ,    ( ) ,   , 1,2, ,Mi k ki Nj je x k i M e x j N= δ ∈ = δ ∈   { } { } . 

Äëÿ öèõ áàçèñíèõ ïîë³íîì³â ìîæíà íàïèñàòè ÿâí³ ôîðìóëè: 

 
1 1 2 2

1, 1,
1 1 2 2

1 1 2 2
1, 1,

( ) ( )

( ) ,      ( )

( ) ( )

M N

k
k k i j

Mi NjM N

i k j
k k i j

x x x x

e x e x

x x x x

= ≠ = ≠

= ≠ = ≠

− −

= =
− −

∏ ∏

∏ ∏


 


 

. 

Îïåðàòîðè (1) (2),M NE E  ìàþòü òàê³ âëàñòèâîñò³ ( 0, 0,,kϕ ψ   – çàäàí³ 

ôóíêö³¿): 

 
1 1

(1)
1 2 0 2( ; ) ( , ) ( ),       1, ,

k
M k kx x

E f x f x x x k M
=

= = ϕ =  , 

 
2 2

(2)
1 2 0 1( ; ) ( , ) ( ),        1, ,N x x

E f x f x x x N
=

= = ψ =


    . (27) 

Î÷åâèäíî, ùî 

 (1) (2) (2) (1)
1 1 2 2

1 1

( ; ); ( ; ); ( ) ( )
M N

M N N M ij Mi Nj
i j

E E f x x E E f x x f e x e x
= =

= = ∑ ∑( ) ( ) . (28) 
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Òåîðåìà 1 [2]. Îïåðàòîð 

 ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; );MN M N M NE f x E f x E f x E E f x x= + − ( )  (29) 

³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( )f x  íà ïðÿìèõ 1iΓ  òà íà ïðÿìèõ 2jΓ : 

 
1 0 2( ; ) ( ),          1, ,
iMN iE f x x i MΓ = ϕ =  , 

 
2 0 1( ; ) ( ),          1, ,
jMN jE f x x j NΓ = ψ =  . (30) 

Äëÿ ïðàêòèêè ìîæå áóòè êîðèñíèì òàêîæ äåòàëüíèé çàïèñ îïåðàòî-
ðà MNE : 

 1 2 1 1 1 2 2 2
1 1

( ; ) ( , ) ( ) ( , ) ( )MN i Mi j Nj
i j

E f x f x x e x f x x e x
Μ Ν

= =

= + −∑ ∑  

 1 2 1 1 2 2
1 1

( , ) ( ) ( )i j Mi Nj
i j

f x x e x e x
Μ Ν

= =

− ∑ ∑ . (31) 

Ïîçíà÷èìî çàëèøêîâ³ ÷ëåíè íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ ( )f x  îïåðàòîðàìè 
(1) (2)( ; ),  ( ; ),  ( ; )M N MNE f x E f x E f x  òàê:  

 (1) (1)( ; ) ( ) ( ; )M MR f x f x E f x= − , 

 (2) (2)( ; ) ( ) ( ; )N NR f x f x E f x= − , 

 ( ; ) ( ) ( ; )MN MNR f x f x E f x= − . 

Òîä³ âèêîíóºòüñÿ òàêà  
Òåîðåìà 2 [2]. Äëÿ çàëèøêó ( ; )MNR f x  ñïðàâäæóºòüñÿ ôîðìóëà 

 (1) (2)( ; ) ( ; );MN M NR f x R R f x x= ( ) . (32) 

Íàñë³äîê 1. ßêùî , 2( ) ( )M Mf x C∈  , òî 

 2 2
1 2      ( ) ( , )x x∀ ∈ ∃ η = η η ∈  , 

 ! !

( , )

1 1 2 2
1 1

( )
( ; ) ( ) ( )

( ) ( )

M NM N

MN i j
i j

f
R f x x x x x

M N
= =

η= − −∏ ∏ . (33) 

Íàñë³äîê 2. Ç ôîðìóë (32), (33) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº, ùî îïåðàòîðè 

MNE  º òî÷íèìè íà ïîë³íîìàõ â³ä äâîõ çì³ííèõ ñòåïåíÿ 1M −  çà 1x  òà 

1N −  çà 2x  1 2
1 2( : )x x xα αα = : 

 1 2 1 2( ; ) ,    ( , ),    0 1,    0 1MNE x x x M Nα α≡ α = α α ≤ α ≤ − ≤ α ≤ − . (34) 

Âèñíîâîê 1. Ç ôîðìóëè (34) âèïëèâàº, ùî îïåðàòîð ³íòåðë³íàö³¿ (31) 
ìîæå äàòè ìàëó ïîõèáêó íàáëèæåííÿ äî ( )f x  ïðè çá³ëüøåíí³ ,  M M → ∞ , ³ 

ïðè ñòàëîìó ,  constN N = , àáî ïðè constM =  ³ N → ∞ . 
Ïðèêëàä 1. Îïåðàòîð 

  2 2 1 1 2( ) (0, ) ( ,0) (0,0),           ( , )O f x f x f x f x x x= + − = ,  

ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³: 

 2 2 2 2 1 1(0, ) (0, ),     ( , 0) ( , 0)O f x f x O f x f x= = , 

òîáòî öåé îïåðàòîð ³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( )f x  íà äâîõ ïðÿìèõ – îñÿõ êîîð-
äèíàò. 
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Ïðè öüîìó äëÿ çàëèøêó 2 2( ) ( ) ( )R f x I O f x= −  ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

 
1 2

(1,1)
2 1 2 1 2

0 0

( ) ( , )
x x

R f x f d d= ξ ξ ξ ξ∫ ∫ . 

Ïðèêëàä 2. Îïåðàòîð  

 
2 2

3
1 1

( , ) ( ,0) ( ) ( , 0) ( ) ( , )Ni i Ni i
i i

O f x t f x h x f x h x f x t
= =

= − +∑ ∑ , 

,      ,       ( ) ,       , 1,2Nis j ijx t h x i j∈ ∈ = δ =  , 

ìàº òàê³ âëàñòèâîñò³: 2 2
3( , ) ( ) ( ) ( ),  2r rf x t C O f x C r∈ ⇒ ∈ ≥  , 

 
0

( ,0),         ( , ),      1,2
i

it x x
f f x f f x t i

= =
= = = . 

Ïðè öüîìó äëÿ çàëèøêó 3 3( ) ( ) ( )R f x I O f x= −  ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

 
2

(2,1)
3

1 0

( , ) ( ) ( , )( )

i

x t

Ni i
i x

R f x t h x f x d d
=

= ξ τ − ξ ξ τ∑ ∫ ∫ . 

Öåé îïåðàòîð ³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( )f x  íà òðüîõ ïðÿìèõ: ,  1, 2,  0.ix x i t= = =  
Ïðèêëàä 3. Îïåðàòîð  

 
2 2

1 11 2 21
40 1 2 1 2

12 11 22 211 1

( ) ( , ) ( , )k k
k

x x x x
O f x h f x x h f x x

x x x x= =

− −   = + −   − −   ∑ ∑  


 

 
2 2

1 11 2 21
1 2

12 11 22 211 1

( , )k k
k

x x x x
h h f x x

x x x x= =

− −   −    − −   ∑ ∑  


, 

1 2 1 2( , ),       ( ) 1 ,        ( )x x x h t t h t t= = − = , 

³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( )f x  íà ÷îòèðüîõ ïðÿìèõ: 1 1 2 2,  1,2,  kx x k x x= = =  , 

1, 2= , òîáòî ìàº âëàñòèâîñò³:  

 
1 1

40 1 2( , ),        1,2
k

kx x
O f f x x k

=
= = , 

 
2 2

40 1 2( , ),        1,2
x x

O f f x x
=

= =


  . 

Ïðè öüîìó äëÿ çàëèøêó 40 40( ) ( ) ( )R f x I O f x= −  ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

 40 ( )R f x =  

 
1 2

1 2

2 2
(2,2) 1 21 11 2 21

12 11 22 211 1

( )( )
( , )

1!1!
k

x x
k

k
k x x

x xx x x x
h h f d d

x x x x= =

− ξ − η− −   = ξ η ξ η =   − −   ∑ ∑ ∫ ∫






 

 
12 22

11 21

(2,2)
1 1 2 2( , ) ( , ) ( , )

x x

x x

f G x G x d d= ξ η ξ η ξ η∫ ∫ . 

ßâíèé âèãëÿä äëÿ ôóíêö³é 1 1( , )G x ξ  òà 2 2( , )G x η  ìîæíà çíàéòè â [2]. 
Çàóâàæèìî (äèâ. [1, 2]), ùî àíàëîã³÷í³ îïåðàòîðè ìîæíà ïîáóäóâàòè äëÿ 

ïîë³íîì³àëüíî¿ ³íòåðë³íàö³¿ íà ,  2M M ≥ , äîâ³ëüíèõ ïåðåòèííèõ ïðÿìèõ, íå 
îáîâ’ÿçêîâî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ÷è ïàðàëåëüíèõ: 

   2 2
1 2: ( ) : 0,     1,      1, ,k k k k k k kx x a x b c a b k MΓ ω = + − = + = =  .  

Îïåðàòîðè ïîë³íîì³àëüíî¿ ³íòåðë³íàö³¿ ³ñòîòíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè 
ïîáóäîâ³ ñïëàéí-³íòåðë³íàíò³â. 
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Ïîáóäîâà îïåðàòîð³â ³íòåðôëåòàö³¿. Ïîáóäóºìî îïåðàòîð ³íòåðôëåòà-

ö³¿ , 1 2 3( ),  ( , , )m nP f x x x x x= , ñë³äè ,
p

m nx x
D P f

µ µ µ= α
 ÿêîãî íà ô³êñîâàí³é ñèñ-

òåì³ ïëîùèí ,  1, , ,  3i ix i n n= α = ≥ , ïàðàëåëüíèõ êîîðäèíàòíèì, çá³ãà-

þòüñÿ ç³ ñë³äàìè ,  1, ,p
x x

D f n
µ µ µ= α

µ =  , ôóíêö³¿ ( )f x , ùî îïèñóº âíóò-

ð³øíþ ñòðóêòóðó òðèâèì³ðíîãî ò³ëà (ù³ëüí³ñòü ò³ëà â òî÷ö³, êîåô³ö³ºíò ïî-
ãëèíàííÿ ðåíòãåí³âñüêèõ ïðîìåí³â òîùî), íà öèõ ïëîùèíàõ. Íåõàé 

1, ,i n=  , 
11( , , ),  ( , , )

i

k
i i k kk k k a a a= =  ; çàïèñ i

kx a=  îçíà÷àº, ùî ó âåê-

òîð³ 1( , , )nx x x=   òðåáà âçÿòè 1,  1, , ,  1
j jk k ix a j i k k n= = ≤ < < ≤  . 

Òåîðåìà 3 [2]. Íåõàé ( ) ( ),  ( 1)r nf x C r n m∈ ≥ − . Òîä³ îïåðàòîð 

 , ( )m nL f x =  

 1

1
1 1

1 , ,1
, ,

1 1 , , 0 1

( )
( 1) ( )

!

kj

j j k ki
ik ki k

ji k ki

s
in m k k s si

x x x a
ki k k n s s j

x a
D f x

s

−
+

=
= ≤ < < ≤ = =

−
= −∑ ∑ ∑ ∏




 
 (35) 

çàäîâîëüíÿº óìîâè 

, ,      1, , ,      0,1, , 1p p
m nx xx x

D P f D f n p m
µ µµ µ µ µ= α = α

= µ = = −  .  

Òåîðåìà 4 [2]. Íåõàé , ,( ) ( )m m nf x C∈   . Òîä³ äëÿ çàëèøêó , ( )m nr f x =  

,( ) ( )m nI P f x= −  âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 
1

1

1

1
, ,

, 1 1, ,
1

( )
( ) ( , , )

( 1) !

n

n

n

x mx n
j jm m

m n n nt t
ja a

x t
r f x D f t t dt dt

m

−

=

−
=

−∏∫ ∫ 
   . 

Çàóâàæåííÿ 1. Õî÷ ó ôîðìóë³ (35) äëÿ îïåðàòîðà , ( )m nL f x  âèêîðèñòî-

âóþòüñÿ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ð³çíèõ ïîðÿäê³â ó òî÷êàõ ïåðåð³çó ð³çíèõ ïëîùèí 
,  1, ,j jx a j n= ∈ { } , àáî â êóòîâ³é òî÷ö³ 1( , , )na a : 

 1 1

1 1

, ,

, ( )k k

ik k
k

s s

x x
x a

D f x
=


 ,  

 , ( ) ( ) ,    1, , ,     0,1, , 1
j

j j

p
j p x

x a
g x D f x j n p m

=
= = = −  , 

àëå íàñïðàâä³ âñ³ ö³ äàí³ ìîæíà îòðèìàòè ç m n×  ñë³ä³â. Íàïðèêëàä, 

 1 2 2
1 1 11 2 2 2 2
2 2

,
, 1, 1 2 3, ( ) ( , , , , )s s s

x a s nx x x x ax a

D f x D g a x x x= ==
= =  

 1
21 1 1

2, 1 2 3 1 2( , , , , ) ,       , 0,1, , 1s
s nx x a

D g x a x x s s m
=

= = −  . 

Öå çàóâàæåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ âñ³õ ôîðìóë ³íòåðôëåòàö³¿, ùî àíàë³çó-
þòüñÿ íèæ÷å. 

Äëÿ ïðàêòèêè âàæëèâèì º âèïàäîê 1m = . Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî 

 1,2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )P f x x f a x f x a f a a= + − , 

 1,2 1 2 1 2( , ) ( , ) ,              1,2
j jj j

x ax a
P f x x f x x j==

= = , 

 1,3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )P f x x x f a x x f x a x f x x a= + + −  

 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )f x a a f a x a f a a x f a a a− − − + , 

 1,3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ,       1,2,3
j j j jx a x a

P f x x x f x x x j
= =

= = . 
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Ñôîðìóëþºìî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 1. 
²íòåðë³íàö³ÿ íà ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ êîîðäèíàòíèì îñÿì, ³ íà 

ãðàíèö³ äîâ³ëüíî¿ îáëàñò³ 2G ⊂  . 
Ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó âàæëèâîþ º ïîáóäîâà îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ 

íà ë³í³ÿõ ðåêòàíãóëÿö³¿ òà òð³àíãóëÿö³¿ â îáëàñòÿõ ñêëàäíî¿ ôîðìè, îáìåæå-

íèõ äóãàìè â³äîìèõ êðèâèõ. Íèæ÷å áóäåìî ââàæàòè, ùî 2G ⊂   – îáëàñòü 
íà ïëîùèí³, ãðàíèöÿ ÿêî¿ G∂  º îá’ºäíàííÿì äóã â³äîìèõ êðèâèõ. Äëÿ ñïðî-
ùåííÿ âèêëàäó ìàòåð³àëó ïðèïóñòèìî, ùî îáëàñòü G  ïîâí³ñòþ ðîçì³ùåíà â 
ïðÿìîêóòíèêó , ,a b c d×[ ] [ ] . Ðîç³á’ºìî G  íà ï³äîáëàñò³ ïðÿìèìè 

 1 2,     0, , ,          ,     0, ,kx x k M y y M= = = =   , 

 
1 20 1 0 1,      M Ma x x x b c y y y d= < < < = = < < < =  . 

Â ðåçóëüòàò³ îáëàñòü G  ðîç³á’ºòüñÿ íà ï³äîáëàñò³, ÿê³ ìîæóòü áóòè ïðÿìî-

êóòíèêàìè , 1 1, ,i j i i j jR x x y y G+ += × ⊂[ ] [ ]  àáî ÷îòèðèêóòíèêàìè:  

 (1) (2)
, 1 1 , 1 1, , ( ) ,    , ( ), ,i j i i j j i j i i j jR x x y y x G R x x y x y G+ + + += × ⊂ = × ⊂[ ] [ ] [ ] [ ]  

 (3) (4)
, 1 1 , 1 1( ), , ,     , ( ) , ,i j i i j j i j i i j jR x y x y y G R x x y y y G+ + + += × ⊂ = × ⊂[ ] [ ] [ ] [ ]  

ó ÿêèõ òðè ïðÿì³ ïàðàëåëüí³ îñÿì êîîðäèíàò, à îäíà – êðèâîë³í³éíà ñòîðî-
íà º ÷àñòèíîþ ãðàíèö³ îáëàñò³ G∂ . 

Êð³ì òîãî, ï³äîáëàñò³, íà ÿê³ ðîçáèâàºòüñÿ îáëàñòü G , ìîæóòü áóòè 
òðèêóòíèêàìè: 

 (1)
, 1 1 1( , ) | ,  ,  ( ),  ( ) 0,  i j i j j j i iT x y x x y y y x x x x x+ + +

′= ≥ ≥ ≤ η η < < <{ } , 

 (2)
, 1 1 1( , ) | ,  ,  ( ),  ( ) 0,  i j i j j j i iT x y x x y y y x x x x x− − +

′= ≥ ≤ ≥ η η > < <{ } , 

 (3)
, 1 1 1( , ) | ,  ,  ( ),  ( ) 0,  i j i j j j i iT x y x x y y y x x x x x+ + −

′= ≤ ≥ ≤ η η > < <{ } , 

 (4)
, 1 1 1( , ) | ,  ,  ( ),  ( ) 0,  i j i j j j i iT x y x x y y y x x x x x− − −

′= ≤ ≤ ≥ η η < < <{ } , 

ó ÿêèõ îäíà ç³ ñòîð³í º êðèâîë³í³éíîþ (âçàãàë³ êàæó÷è) ÷àñòèíîþ ãðàíèö³ 
G∂  îáëàñò³ G . 

 Çàïèøåìî ôîðìóëó äëÿ ³íòåðë³íàö³¿ íà ÷îòèðèêóòíèêó (1)
, 1,i j i iR x x += ×[ ]  

1, ( )j jy y x G+× ⊂[ ] , îäíà ç³ ñòîð³í ÿêîãî º êðèâîë³í³éíîþ ÷àñòèíîþ ãðàíèö³ 

G∂  îáëàñò³ G : 

 (1)
, 1 2 1 2( , ) ( ) ( , )i jO f x y F F F F f x y= + − , 

 1
1 1

1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y y x y y
F f x y f x y f x y x

y y x y x y
+

+
+ +

− −
= +

− −
, 

 1
2 1

1 1
( , ) ( , ) ( , )i i

i i
i i i i

x x x x
F f x y f x y f x y

x x x x
+

+
+ +

− −
= +

− −
, 

 1
1 2 2 2 1

1 1

( )
( , ) ( , ) ( , ( ))

( ) ( )
j j

j j
j j j j

y y x y y
F F x y F f x y F f x y x

y y x y x y
+

+
+ +

− −
= +

− −
. 

Òâåðäæåíííÿ 1. Îïåðàòîð (1)
, ( , )i jO f x y  ³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( , )f x y ∈ 

(1)
,i jC R∈ ( )  íà ãðàíèö³ ÷îòèðèêóòíèêà (1)

,i jR  ç êðèâîë³í³éíîþ ñòîðîíîþ: 

(1) (1)
, ,( , ) ( , ),  ( , )i j i jO f x y f x y x y R= ∈ ∂ , òîáòî  

 (1)
, ( , ) ( , ),           , 1i j q qO f x y f x y q i i= = + ,  

 (1) (1)
, , 1 1( , ) ( , ),         ( , ( )) ( , ( ))i j j j i j j jO f x y f x y O f x y x f x y x+ += = . 
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Àíàëîã³÷íî áóäóþòüñÿ ³íòåðë³íàíòè, ùî ³íòåðë³íóþòü ôóíêö³þ ( , )f x y  

íà ñòîðîíàõ ÷îòèðèêóíèê³â (2) (3) (4)
, , ,, ,i j i j i jR R R  ç êðèâîë³í³éíèìè ñòîðîíàìè.  

 Òåîðåìà 5. Íåõàé îïåðàòîðè ( )
, ( , ),  0,1, , 4q

i jOR f x y q =  , ³íòåðë³íóþòü 

ôóíêö³þ ( , )f x y  íà ñòîðîíàõ ÷îòèðèêóòíèê³â ( )
, ,  0,1, , 4q

i jR q =  , äå 
(0)
, 1 1, , , ,i j i i j jR x x y y G a b c d+ += × ⊂ ⊆ ×[ ] [ ][ ] [ ] , à ³íø³ òèïè ÷îòèðèêóòíèê³â ç 

îäí³ºþ êðèâîë³í³éíîþ ñòîðîíîþ îçíà÷åí³ âèùå. Íåõàé îïåðàòîðè 
( )
, ( , ),  1, , 4q

i jOT f x y q =  , ³íòåðë³íóþòü ôóíêö³þ ( , )f x y  íà ñòîðîíàõ â³äïî-

â³äíèõ òðèêóòíèê³â ( )
,
q

i jT G⊂  ç êðèâîë³í³éíîþ (âçàãàë³ êàæó÷è) ã³ïîòåíó-
çîþ. Òîä³ îïåðàòîð 

 
( ) ( )
, ,

( ) ( )
, ,

( , ), ( , ) , 0 1 4,
( , )

( , ), ( , ) , 1 4,

q q
i j i j

G q q
i j i j

OR f x y x y R q
O f x y

OT f x y x y T q

 ∈ ∂ = ∨ ∨ ∨= 
∈ ∂ = ∨ ∨




 

³íòåðë³íóº ôóíêö³þ ( , )f x y  íà ïðÿìèõ , ,  ,k ix x a b y y c d= ∈ = ∈[ ] [ ] , à òà-
êîæ íà ãðàíèö³ G∂  äîâ³ëüíî¿ îáëàñò³ G  íåçàëåæíî â³ä âèáîðó âêàçàíèõ 
âèùå ïàðàìåòð³â.  

Òàêîãî òèïó ôóíêö³¿ ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ 
( , )f x y , âèõîäÿ÷è ç òèõ àáî ³íøèõ âèìîã. Íàâåäåìî äâà âàæëèâèõ ïðèêëàäè. 

Ïðèêëàä 1′. Ó ìåòîä³ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéî-
âèõ çàäà÷ âàæëèâîþ º çàäà÷à çàäîâ³ëüíåííÿ êðàéîâèõ óìîâ (îñîáëèâî íå-
îäíîð³äíèõ). Ó òàêèõ çàäà÷àõ âèêîðèñòàííÿ îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³é 
º íåîáõ³äíèì. 

Ïðèêëàä 2′. Âèêîðèñòàííÿ îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³é º êîðèñíèì 
òàêîæ ó ìåòîä³ íàéìåíøèõ êâàäðàò³â ïðè íàáëèæåíí³ ôóíêö³¿ çà äîïîìîãîþ 
ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ¿¿ çíà÷åíü ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ îáëàñò³ G  ³ â³äîìèìè ¿¿ 
ñë³äàìè íà äóãàõ â³äîìèõ êðèâèõ âñåðåäèí³ îáëàñò³ G  àáî òàêèõ êðèâèõ, 
ùî ¿õíº îá’ºäíàííÿ º ãðàíèöåþ îáëàñò³ G , òîùî. Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî êëà-
ñè÷íèé âàð³àíò ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàò³â äëÿ íàáëèæåííÿ ôóíêö³é äâîõ 
çì³ííèõ âèêîðèñòîâóº ëèøå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ó äåÿê³é ñèñòåì³ òî÷îê (àáî 
äåÿêó ³íøó ñèñòåìó ôóíêö³îíàë³â â³ä íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿) ³ íå âèêîðèñ-
òîâóº ñë³äè íàáëèæóâàíî¿ ôóíêö³¿ íà äåÿêèõ ë³í³ÿõ. Î÷åâèäíî, òàêà ³íôîð-
ìàö³ÿ, ÿê ñë³äè íàáëèæóâàëüíî¿ ôóíêö³¿ íà äåÿê³é ñèñòåì³ ë³í³é, º çíà÷íî 
á³ëüø ³íôîðìàòèâíîþ, àëå äî ïîÿâè ³íòåðë³íàö³¿ ôóíêö³¿ äîñë³äíèêè íå çíà-
ëè, ùî ç íåþ ðîáèòè. 

²íòåðôëåòàö³ÿ íà ñèñòåì³ ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ êîîðäèíàòíèì, ³ íà 

ãðàíèö³ äîâ³ëüíî¿ îáëàñò³ 3G ⊂  . Îïèøåìî àëãîðèòì, ÿêèé äàº çìîãó çà-

äîâîëüíÿòè ãðàíè÷í³ óìîâè Ä³ð³õëå íà ãðàíèö³ òðèâèì³ðíî¿ îáëàñò³ 3G ⊂  , 
îáìåæåíî¿ ÷àñòèíàìè â³äîìèõ ïîâåðõîíü. Àëãîðèòì çðó÷íî ðîçáèòè íà êðî-
êè. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñò³, ââàæàºìî, ùî 1 1 2 2 3 3, , ,G a b a b a b⊂ × ×[ ] [ ] [ ] . 

Êðîê 1. Ðîç³á’ºìî îáëàñòü G  íà ï³äîáëàñò³ ïëîùèíàìè ,  ix x i= =  

1 2 30, , ,  0, , ,  ,  0, ,j km y y m z z k m= = = = =   , ïàðàëåëüíèìè êîîðäèíàò-

íèì, 
1 21 0 1 1 2 0 1 2 3 0 1      , ,m ma x x x b a y y y b a z z= < < < = = < < < = = < <   

32 3mz z b< < < = .  

Ö³ ï³äîáëàñò³ áóäóòü òðüîõ òèï³â: 
– ïàðàëåëåï³ïåäè 1 1 1, , ,ijk i i j j k kÏ x x y y z z+ + += × ×[ ] [ ] [ ] ; 

– ïàðàëåëåï³ïåäè 1 1 1, , , ( , )ijk i i j j k kÏ x x y y z z x y+ + += × × [ ] [ ] [ ]  ç îäí³ºþ êðè-

âîë³í³éíîþ (âçàãàë³ êàæó÷è) ãðàííþ, ÿêà º ÷àñòèíîþ ãðàíèö³ G∂  îá-
ëàñò³ G . Òàêèõ ïàðàëåëåï³ïåä³â äëÿ êîæíî¿ òî÷êè , , ( , , )i j k i j kA x y z  ìî-

æå áóòè ø³ñòü, çàëåæíî â³ä òîãî, ÿê ðîçì³ùåíà êðèâîë³í³éíà ãðàíü: 
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 (1)
1 1 1, , , ( , )ijk i i j j k kÏ x x y y z z x y+ + += × × [ ] [ ] [ ] , 

 (2)
1 1 1, , ( , ),ijk i i j j k kÏ x x y y z x y z+ + += × × [ ] [ ] [ ], 

 (3)
1 1 1, ( , ) , ,ijk i i j j k kÏ x x y z y y z z+ + += × × [ ] [ ] [ ] , 

 (4)
1 1 1( , ), , ,ijk i i j j k kÏ x y z x y y z z+ + += × × [ ] [ ] [ ] , 

 (5)
1 1 1, , ( , ) ,ijk i i j j k kÏ x x y y x z z z+ + += × × [ ] [ ] [ ] , 

 (6)
1 1 1, ( , ), ,ijk i i j j k kÏ x x y x z y z z+ + += × × [ ] [ ] [ ]; 

– ï³ðàì³äè (ñèìïëåêñè) ijkT  ç îäí³ºþ êðèâîë³í³éíîþ (âçàãàë³ êàæó÷è) 

ãðàííþ, ÿêà º ÷àñòèíîþ ãðàíèö³ G∂  îáëàñò³ G . Òàêèõ ï³ðàì³ä äëÿ 
êîæíî¿ ïðèãðàíè÷íî¿ òî÷êè , , ( , , )i j k i j kA x y z  ìîæå áóòè â³ñ³ì, çàëåæíî 

â³ä òîãî, ÿê ðîçì³ùåíà êðèâîë³í³éíà ãðàíü: 

 (1)
1 1 1, , ( ) , ( , )ijk i i j j k kT x x y y x z z x y+ + += × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (2)
1 1 1, ( ), , ( , )ijk i i j j k kT x x y x y z z x y+ − += × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (3)
1 1 1, , ( ) , ( , )ijk i i j j k kT x x y y x z z x y− + += × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (4)
1 1 1, ( ), , ( , )ijk i i j j k kT x x y x y z z x y− − += × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (5)
1 1 1, , ( ) ( , ),ijk i i j j k kT x x y y x z x y z+ + −= × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (6)
1 1 1, ( ), ( , ),ijk i i j j k kT x x y x y z x y z+ − −= × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (7)
1 1 1, , ( ) ( , ),ijk i i j j k kT x x y y x z x y z− + −= × ×[ ] [ ] [ ] , 

 (8)
1 1 1, ( ), ( , ),ijk i i j j k kT x x y x y z x y z− − −= × ×[ ] [ ] [ ] . 

Êðîê 2. Áóäóºìî ³íòåðôëåòàíòè òðüîõ òèï³â ( , , ), ( , , )ijk ijkOÏ x y z OÏ x y z , 

( , , )ijkOT x y z  ç òàêèìè ³íòåðôëåòàö³éíèìè âëàñòèâîñòÿìè:  

 ( , , ) ( , , ),          ( , , )ijk ijkOÏ x y z u x y z x y z Ï= ∈ ∂ , 

 ( , , ) ( , , ),          ( , , )ijk ijkOÏ x y z u x y z x y z Ï= ∈ ∂  ,  

 ( , , ) ( , , ),           ( , , )ijk ijkOT x y z u x y z x y z T= ∈ ∂ . 

Êðîê 3. Áóäóºìî îïåðàòîð Ou  ç âëàñòèâîñòÿìè:  

 

( , , ), ( , , ) ,

( , , ) ( , , ), ( , , ) ,

( , , ), ( , , ) .

ijk ijk

ijk ijk

ijk ijk

OÏ x y z x y z Ï

Ou x y z OÏ x y z x y z Ï

OT x y z x y z T

∈
= ∈
 ∈

   

Òåîðåìà 6. Äëÿ êîæíî¿ íåïåðåðâíî¿ â îáëàñò³ G  ôóíêö³¿ ( , , )u x y z ∈  

( )C G∈  îïåðàòîð ( , , )Ou x y z  ìàº âëàñòèâîñò³: 

 ( , , ) ( )           ( , , ) ( )Ou x y z C G u x y z C G∈ ∀ ∈ , 

 ( , , ) ( , , ),        ( , , )Ou x y z u x y z x y z G= ∈ ∂ , 

 ( , , ) ( , , ),        ( , , )Ou x y z u x y z x y z GXYZ= ∈ , 
äå 

1 2( , , ) : ,   0, , ,     ,  0, ,i jGXYZ x y z x x i m y y j m= = = = = { , 

3,   0, ,kz z k m= =  } . 

Çàóâàæåííÿ 2. Òàêèì ÷èíîì, öÿ òåîðåìà ñòâåðäæóº, ùî îïåðàòîð 
( , , )Ou x y z  òî÷íî çàäîâîëüíÿº óìîâè Ä³ð³õëå íà ãðàíèö³ äîâ³ëüíî¿ òðèâèì³ð-

íî¿ îáëàñò³ G  é ³íòåðôëåòóº ( , , )u x y z  íà ìíîæèí³ ïëîùèí GXYZ . 
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Çàóâàæåííÿ 3. Ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 
Ä³ð³õëå ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè ñë³äè ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
ëèøå íà ãðàíèö³ G∂ . Ó öüîìó ðàç³ âèáîðîì ñë³ä³â íà ìíîæèí³ ïëîùèí 
GXYZ  (ç óìîâè ì³í³ìóìó â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà) ìîæíà äîáèòèñü íàáëè-
æåííÿ äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ç âèñîêîþ òî÷í³ñòþ. Öÿ ³äåÿ çíàéøëà âò³ëåííÿ 
ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ ìåòîäàìè çâåäåííÿ äî ñèñòåì çâè÷àéíèõ 
ë³í³éíèõ (Ë²ÄÐ) ³ íåë³í³éíèõ (Í²ÄÐ) ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. 

Ñôîðìóëþºìî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 2. Çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäî-
âè ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî çáåð³ãàþòü êëàñ äèôåðåíö³éîâíîñò³ 

( )mC G , ÿêîìó íàëåæèòü òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³, íàäàþòü îïåðà-
òîðè ³íòåðë³íàö³¿ òà ³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é ç³ çáåðåæåííÿì êëàñó äèôåðåí-
ö³éîâíîñò³, äî ÿêîãî íàëåæèòü íàáëèæóâàíà ôóíêö³ÿ [3, 5, 10–12]. 

Íàâåäåìî ôîðìóëè äëÿ ïîáóäîâè îïåðàòîð³â ðàö³îíàëüíî¿ ³íòåðë³íàö³¿ 

ôóíêö³¿ äâîõ çì³ííèõ íà ñèñòåì³ ïðÿìèõ ç³ çáåðåæåííÿì êëàñó 2( )rC  . Äî-

ñë³äèìî ³íòåðë³íàö³þ ôóíêö³é äâîõ çì³ííèõ 2( , ) ( ),  1rf x y C r∈ ≥  íà M , 

2M ≥ , ïðÿìèõ ,  1, ,k k MΓ =  : 

 2 2: ( , ) : 0,   1,   ( , )k k k k k k k k k k kx y xa yb a b a bΓ ω = + − γ = + = ν = = ∇ω , 
äîâ³ëüíèì ÷èíîì ðîçì³ùåíèõ íà ïëîùèí³. 

Íåõàé ( , )k kt ω  – îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà êîîðäèíàò, ïîâ’ÿçàíà ç ,  k ktΓ =  

( , ) :k k kt x y b x a y= = − , ( , )k k x yω = ω . Äëÿ ôóíêö³¿ 2( , ) ( ),  0rf x y C r N∈ > ≥ , 
óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ 
 ( , ) : ( , ) ( , )k k k k k k k k k k k k k k kt f t b a a t a b b f x yΦ ω = + ω + γ − + ω + γ ≡ , 

 
0

(0, ) (0, )      ( , ) : ( ), 1, , , 0, , ,   :
k

s
s s k

k k k ks k k s
k

t t k M s N
=ω

∂ Φ
Φ ω = ϕ = = Φ =

∂ω
  ,  

 
( , )

( , )
ss

k ks
k

f x y
a b f x y

x y
∂ ∂ ∂ = + ∂ ∂ ∂ν

. 

Óâåäåìî îïåðàòîðè 

 0 0
0

( , ) ( , ) ( )
N

Nk N k k k N i k k i k
i

D f x y D t t
=

= Φ ω = λ ϕ + β ω +∑  

 
1

1 0 0

( )
( )

( 1) !

k i kt sN N
k i k

Nsi ks
s i

t
d

s

+β ω −

= =

+ β ω − ξ
+ λ ϕ ξ ξ

−∑ ∑ ∫ , 

ÿê³ ìàþòü âëàñòèâîñò³  

 2( , ) ( )r
NkD f x y C∈  , 

 
0

( , ) ( , )
( ) ,    1, , ,    0, ,

k k

s s
Nk

ks ks s
k k

D f x y f x y
t k M s N

ω = Γ

∂ ∂
= ϕ = = =

∂ω ∂ν


  . 

Ëåìà. Ñèñòåìà ðàö³îíàëüíèõ ôóíêö³é (ïðè m ∈  ) 

 
1,

1 1,

1, 2 1,1( , ) ( , ),     
2, 2 ,

( , )

M
N

Nk iMM
N i i k
i

i i

N N m
H x y x y N

N N m
x y = ≠

µ= = ≠µ

+ = += ω =  + =ω
∏

∑ ∏




  

º ðîçêëàäîì îäèíèö³, 
1

( , ) 1
M

Nk
k

H x y
=

≡∑ , ³ â óñ³õ òî÷êàõ (çà âèíÿòêîì òî÷îê 

ik i kA = Γ Γ ) 

 0 ,       1 , ,      0

q

p
Nk

kq pp
q

H
k q M p N

Γ

∂
= δ δ ≤ ≤ ≤ ≤

∂ν
. 
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Òåîðåìà 7. Îïåðàòîð  

 
1

( ; , ) ( , ) ( , )
M

MN Nk Nk
k

O f x y H x y D f x y
=

= ∑   

â óñ³õ òî÷êàõ (çà âèíÿòêîì ìíîæèíè òî÷îê ikG A= { } ) ìàº âëàñòèâîñò³ 

 2( ; , ) ( \ )r
MNO f x y C G∈  , 

 
( ; , )

( ),       1, , ,     0, ,

qq

p p
MN

qp qp p
q q

O f x y f
t q M p N

Γ Γ

∂ ∂= = ϕ = =
∂ν ∂ν

  . 

Ïðè öüîìó, ÿêùî ( ) ( , )Nk Nkr f I D f x y= −  , òî 

1

( ; , ) ( , ) ( , )
M

MN Nk Nk
k

f O f x y H x y r f x y
=

− = ∑ . 

ßêùî ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ ( ; , ),  0
p s

MNp s
O f x y p s N

x y

+∂ ≤ + ≤
∂ ∂

, ó òî÷êàõ ,k iA =  

i k= Γ Γ  äîîçíà÷èòè çíà÷åííÿìè ( , )
,( )p s

k if A , òî òàêèì ÷èíîì äîïîâíåíà 

ôóíêö³ÿ ( ; , )MNO f x y  íàëåæàòèìå äî êëàñó 2 2( ) ( \ )N rC C G  . 

Çàóâàæåííÿ 4. Îïåðàòîðè ( ; , )MNO f x y  âèêîðèñòîâóþòü îïåðàòîðè 

( , )ND f x y , ùî âõîäÿòü â óçàãàëüíåíó ôîðìóëó Äàëàìáåðà. Ç òàêèì æå óñï³-
õîì ìîæíà âèêîðèñòàòè ³íòåãðàëüí³ àíàëîãè óçàãàëüíåíî¿ ôîðìóëè Äàëàì-
áåðà [2, ï. 2.1.2]. 

Çàóâàæåííÿ 5. Ó âèïàäêó, êîëè çàïðîïîíîâàí³ ôîðìóëè ³íòåðë³íàö³¿ 
âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ G  áàãàòîêóò-

íî¿ ôîðìè, îáìåæåíèõ â³äð³çêàìè 1
kΓ  ë³í³é kΓ , âèíèêàº çàäà÷à ïðîäîâæåí-

íÿ ñë³ä³â ( )ks ktϕ  ç 1
kΓ  íà kΓ . Öå ïðîäîâæåííÿ ìàº çáåð³ãàòè êëàñ äèôåðåí-

ö³éîâíîñò³ ( ) ( )r s
ks kt C −ϕ ∈  , ùî ô³ãóðóâàâ ó âñ³õ ïîïåðåäí³õ òâåðäæåííÿõ.  

Çàóâàæåííÿ 6. Ìîæíà çàì³ñòü îïåðàòîðà , ,
1

( , ) ( , )
M

N k N k
k

H x y D f x y
=

∑   âèêî-

ðèñòîâóâàòè îïåðàòîðè 

 , ,0 0 0
1 0

( , ) ( , ) ( )
M N

MN n k N i k k i k
k i

O f x y H x y t
= =

= λ ϕ + β ω +∑ ∑  

 
1

1 1 0 0

( )
( , ) ( )

( 1) !

k i kt sN M N
k i k

Nks Nsi ks
s i i

t
H x y d

s

+β ω −

= = =

+ β ω − ξ 
+ λ ϕ ξ ξ − 

∑ ∑ ∑ ∫ , 

äå NksH{ }  – ñèñòåìà äîïîì³æíèõ ôóíêö³é ç âëàñòèâîñòÿìè 

 ,0

0

,         0, ,

k

p
Nks

pp
k

H
p N s

ω =

∂
= δ = −

∂ν
 . 

Ñôîðìóëþºìî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ 3. 
Ìåòîäè Ë²ÄÐ òà Í²ÄÐ äîïóñêàþòü òàêó ñòðóêòóðó íàáëèæåíîãî ðîç-

â’ÿçêó, ÿêó, çîêðåìà ó âêàçàí³é êðàéîâ³é çàäà÷³ (12)–(17) ïðè ãðàíè÷íèõ 
óìîâàõ 

 , ,( ),        ( ),     , 1, 2,    , 0,1
k

s p

k s ps p
x x y y

u uy x k s p
x y= =

∂ ∂= ϕ = ψ = =
∂ ∂




   , 

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 
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2 1 2 1

, , , ,
1 0 1 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )k s k s p p
k s p

u x y h x y H y x
= = = =

= ϕ + ψ −∑ ∑ ∑ ∑  


  

 
,

2 1 2 1
( )

, ,
1 0 1 0

( ) ( ) ( )
k s

p
k s p

k s p

h x H y y
= = = =

− ϕ +∑ ∑ ∑ ∑  


 

 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , )x a y y b F x y+ − − , 

äå ( , )F x y  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, , ( )k s yϕ  òà , ( )p xψ  – ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ 

ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè Ñ. Ì. Í³êîëüñüêîãî ( ) ( )
, ,( ) ( ),  0 , 1s p
p k k sx y s pψ = ϕ ≤ ≤  , 

, 1,2k = , 1 2 1 2,  ,  ,  x a x a y b y b= − = = − = . Ïðè öüîìó ôóíêö³¿ 1,0 ( )xψ  òà 

1,1( )xψ  âèçíà÷àþòüñÿ òàê: 

 1
1,0

1

( ), 0,
( ,0) ( )

( ),   0 ,

x a x
u x x

x x a

−

+

ϕ − < ≤
= ψ = 

ϕ < <
  

 2
1,1

0 2

( ), 0,
( )

( ),    0 ,y

x a xu x
y x x a

−

+
=

ϕ − < ≤∂ = ψ = ∂ ϕ < < +


 

äå 1 2( ),  ( )x x+ −ϕ ϕ  – íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 

1 1 2 2(0 0) (0 0),  (0 0) (0 0)+ − − +ϕ + = ϕ − ϕ − = ϕ +  (ÿêùî ãðàíè÷í³ óìîâè äîçâîëÿþòü, 
òî ìîæíà âèìàãàòè òàêîæ íåïåðåðâí³ñòü ïîõ³äíèõ äî äåÿêîãî ïîðÿäêó 

1r ≥ ). Ôóíêö³¿ ,0 ( ),  1,2k y kϕ = , òà 2,0 ( )xψ  ìîæíà çàì³íèòè â³äïîâ³äíèìè 

ãðàíè÷íèìè ôóíêö³ÿìè ç ãðàíè÷íèõ óìîâ; ,1( ),  1,2k y kϕ = , ó 2,1( )xψ  â ³í-

øèõ òî÷êàõ ãðàíèö³ ìîæíà âèáðàòè äîâ³ëüíî. Çã³äíî ç ìåòîäàìè Ë²ÄÐ òà 
Í²ÄÐ ö³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ îäí³º¿ çì³ííî¿ òà ôóíêö³ÿ ( , )F x y  ìîæóòü áóòè 
çíàéäåí³ ç óìîâè ì³í³ìóìó â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà. 

Çàóâàæåííÿ 7. Ç ïðîáëåìîþ 1 ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëèæåíèõ ðîçâ’ÿç-
ê³â áåç îñîáëèâîñòåé ó êóòîâèõ òî÷êàõ, ÿêùî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê íå ìàº öèõ 
îñîáëèâîñòåé, ò³ñíî ïîâ’ÿçàíà òàêîæ ïðîáëåìà ïîáóäîâè ñòðóêòóð íàáëèæå-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â ç â³äîìèìè ñë³äàìè íà ,  3M M ≥ , âíóòð³øí³õ ë³í³ÿõ, ÿêùî 

,  3m m M≤ ≤ , ç íèõ ïåðåòèíàþòüñÿ â îäí³é òî÷ö³. 
Íàâåäåìî ïðèêëàä çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³, ó ÿê³é ìîæå âèíèêíóòè 

íàïèñàíà âèùå ñèòóàö³ÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òðåáà çíàéòè òåìïåðàòóðó ( , )u x y  

ïëîñêîãî ò³ëà, ùî ìàº ôîðìó îáëàñò³ 2G ⊂  , ÿêùî 

 
1 1

( , ) ( , ),         ( , ) \ \
M N

i j
i j

u x y f x y x y G
= =

∆ = ∈ Γ γ  , 

 
1

( , ) ( , ),       ( , ) ,    1, , ,      
M

i i i
i

u x y x y x y i M G
=

= ϕ ∈ Γ = ∂ = Γ  , (36) 

 ( , ) ( , ),        ( , ) ,     1, ,j ju x y x y x y G j N= ψ ∈ γ ⊂ =  .  (37) 

Òóò ââàæàºìî, ùî ãðàíèöÿ îáëàñò³ G ñêëàäàºòüñÿ ç îá’ºäíàííÿ ë³í³é iΓ , 

1, ,i M=  , à íà ñèñòåì³ ë³í³é ,  1, ,j j Nγ =  , óñåðåäèí³ îáëàñò³ G òåìïåðà-

òóðà öüîãî ïëîñêîãî ò³ëà çàäàíà (àíàëîã áàãàòîòî÷êîâî¿ çàäà÷³). Ëåãêî áà÷è-
òè (äèâ. ïðîáëåìó 1): ÿêùî âñ³ êðèâ³ ,  1, ,j j Nγ =  , ïåðåòèíàþòüñÿ â îäí³é 

òî÷ö³, òî ôîðìóëà (3) íå ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ïîáóäîâè ñòðóêòóðè 
íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³, ùî çàäîâîëüíÿº â³äïîâ³äí³ óìîâè 
(36) íà ãðàíèö³ îáëàñò³ òà óìîâè (37) íà ë³í³ÿõ óñåðåäèí³ ö³º¿ îáëàñò³. Î÷å-
âèäíî, ñêàçàíå ñòîñóºòüñÿ òàêîæ òîãî âèïàäêó, êîëè ó çàäàí³é òî÷ö³ qP  ïå-
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ðåòèíàþòüñÿ á³ëüøå í³æ äâ³ êðèâ³ jγ , òîáòî äëÿ 3N ≥ . Àäæå ó öüîìó âè-

ïàäêó ó ôîðìóë³ (3) áóäå îáîâ’ÿçêîâî õî÷à áè îäèí ìíîæíèê, ÿêèé äîð³âíþº 
íóëåâ³ ó ö³é âíóòð³øí³é òî÷ö³ (òîáòî âñÿ ôîðìóëà ó ö³é òî÷ö³ äîð³âíþº 
íóëåâ³). 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî àâòîðó íåâ³äîì³ ³íø³ ìåòîäè, ÿê³ áè äàâàëè ðîçâ’ÿ-
çîê ïîñòàâëåíèõ ïðîáëåì. 

Òîáòî ó âêàçàíèõ òðüîõ âèïàäêàõ âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü óçàãàëüíèòè 
³äå¿ Â. Ë. Ðâà÷îâà íà á³ëüø ñêëàäí³ êîíñòðóêö³¿.  

Âèñíîâêè. Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòàííÿ îïåðàòîð³â ³íòåðë³íàö³¿ òà 
³íòåðôëåòàö³¿ ôóíêö³é äîçâîëÿº ðîçøèðèòè ðàìêè ñòðóêòóðíîãî ìåòîäó 
Â. Ë. Ðâà÷îâà, íå çàïåðå÷óþ÷è âæå ñòâîðåíîãî. Ðåêîìåíäóºìî îçíàéîìèòèñü 
òàêîæ ç ïóáë³êàö³ÿìè [5, 10–12] ³ á³áë³îãðàô³ºþ â íèõ. 

Êð³ì òîãî, íàâåäåìî äåÿê³ òâåðäæåííÿ ùîäî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íøèõ çà-
äà÷, íå ïîâ’ÿçàíèõ áåçïîñåðåäíüî ç ðîçâ’ÿçóâàííÿì êðàéîâèõ çàäà÷. Çîêðå-
ìà, öå ñòîñóºòüñÿ êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿ – îäíîãî ç âèäàòíèõ äîñÿãíåíü 
ëþäñòâà. Îñòàííÿ ÷âåðòü 20-ãî ñòîë³òòÿ îçíàìåíóâàëàñÿ ïîÿâîþ, ³íòåíñèâ-
íèì ðîçâèòêîì ³ øèðîêèì çàïðîâàäæåííÿì êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿ ó òåî-
ð³þ òà ïðàêòèêó. Â îñíîâ³ êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿ ëåæàòü òåîðåòè÷í³ ðå-
çóëüòàòè í³ìåöüêîãî â÷åíîãî É. Ðàäîíà, ÿêèé íà ïî÷àòêó 20-ãî ñòîë³òòÿ ðîç-
âèíóâ òåîð³þ ïåðåòâîðåííÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ (öå ïåðåòâîðåííÿ òå-
ïåð íàçèâàºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ðàäîíà). Çã³äíî ç öèì ïåðåòâîðåííÿì ôóíê-
ö³þ áàãàòüîõ çì³ííèõ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè íå ò³ëüêè ¿¿ çíà÷åííÿìè ó 
òî÷êàõ áàãàòîâèì³ðíîãî ïðîñòîðó, àëå òàêîæ ë³í³éíèìè ³íòåãðàëàìè â³ä ö³º¿ 
ôóíêö³¿, âçÿòèìè ïî íåñê³í÷åíí³é ñóêóïíîñò³ ë³í³é àáî ïëîùèí (ÿêùî ê³ëü-
ê³ñòü çì³ííèõ á³ëüøà äâîõ). Íà ïðàêòèö³, â ðàäîí³âñüê³é êîìï’þòåðí³é òîìî-
ãðàô³¿, ³íôîðìàö³ÿ ïðî ôóíêö³þ ìîæå áóòè îòðèìàíà ò³ëüêè ó âèãëÿä³ ô³ê-
ñîâàíîãî ÷èñëà âêàçàíèõ ë³í³éíèõ ³íòåãðàë³â, îòðèìàíèõ ïî äåÿê³é ñê³í÷åí-
í³é ìíîæèí³ ë³í³é àáî ïîâåðõîíü. Òîìó ïðàêòè÷íà ðåàë³çàö³ÿ ³äåé É. Ðàäîíà 
ó âèãëÿä³ êîìï’þòåðíèõ òîìîãðàô³â, ùî âèêîðèñòîâóþòü îïðîì³íåííÿ îá’ºê-
òà ðåíòãåí³âñüêèìè ïðîìåíÿìè, ç’ÿâèëàñÿ ëèøå â ê³íö³ 20-ãî ñòîë³òòÿ. Çà 
îñòàíí³ òðè äåñÿòèë³òòÿ êîìï’þòåðíà òîìîãðàô³ÿ çðîáèëà ïîòóæí³ êðîêè ó 
íàïðÿìêó óäîñêîíàëåííÿ àëãîðèòì³â, ïðîãðàìíèõ çàñîá³â òà àïàðàòíî¿ ðåà-
ë³çàö³¿. Çíà÷íî çðîñëà øâèäê³ñòü, òî÷í³ñòü ³ ÿê³ñòü â³çóàë³çàö³¿ ïåðåòèí³â 
äîñë³äæóâàíîãî ò³ëà íà åêðàíàõ ìîí³òîð³â êîìï’þòåðíèõ òîìîãðàô³â. Ðîçâè-
âàþòüñÿ íîâ³ íàïðÿìêè êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿, â îñíîâ³ ÿêèõ ëåæàòü äå-
ùî ³íø³ ï³äõîäè, í³æ ò³, ùî âèïëèâàþòü áåçïîñåðåäíüî ç ïðàöü É. Ðàäîíà – 
åì³ñ³éíà, ìàãí³òíî-ðåçîíàíñíà òîìîãðàô³ÿ òà ³íø³ âèäè òîìîãðàô³÷íîãî â³ä-
íîâëåííÿ âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè òðèâèì³ðíîãî ò³ëà, ÿê³ ìîæóòü íå âèêîðèñ-
òîâóâàòè îïðîì³íåííÿ îá’ºêòà ðåíòãåí³âñüêèìè ïðîìåíÿìè (äèâ. [3, 5, 12]). 
Àâòîð ö³º¿ ïóáë³êàö³¿ ââàæàº, ùî ìåòîäè êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿ ìîæóòü 
çíàéòè ñâîº çàñòîñóâàííÿ ³ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ 
ô³çèêè (ïðÿìèõ ³ îáåðíåíèõ). Çîêðåìà, öå ñòîñóºòüñÿ òèõ çàäà÷, ó ÿêèõ â 
ãðàíè÷í³ óìîâè, â óìîâè ñïðÿæåííÿ òîùî âõîäÿòü ÿâíî ³íòåãðàëè â³ä 
íåâ³äîìîãî ðîçâ’ÿçêó âçäîâæ äåÿêèõ ë³í³é îáëàñò³ ³íòåãðóâàííÿ. ² ó öüîìó 
âèïàäêó ³íòåðë³íàö³ÿ òà ³íòåðôëåòàö³ÿ ôóíêö³é ìîæóòü çíàéòè ùå îäíå 
çàñòîñóâàííÿ.  
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ИНТЕРЛИНАЦИЯ И ИНТЕРФЛЕТАЦИЯ ФУНКЦИЙ 
И СТРУКТУРНЫЙ МЕТОД В. Л. РВАЧОВА 
 
Ïðèâåäåí àíàëèç çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ïîëíûõ ñèñòåì êîîðäèíàòíûõ 
ôóíêöèé, êîòîðûå íå íàøëè ðåøåíèÿ (ïîëíîãî èëè ÷àñòè÷íîãî) â ðàìêàõ ñòðóê-
òóðíîãî ìåòîäà, îñíîâàííîãî íà èñïîëüçîâàíèÿ R -ôóíêöèé Â. Ë. Ðâà÷îâà: ïðîáëå-
ìà óãëîâûõ òî÷åê; ïðîáëåìà ïðîäîëæåíèÿ ñëåäîâ ôóíêöèé è èõ íîðìàëüíûõ ïðî-
èçâîäíûõ èç ãðàíèöû âî âíóòðåííèå òî÷êè îáëàñòè èíòåãðèðîâàíèÿ G  ñ ñîõðà-

íåíèåì êëàññà äèôôåðåíöèðóåìîñòè ( )rC G ; ïðîáëåìà èçìåíåíèÿ òèïà ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé â íåêîòîðûõ ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ ãðàíèöû; ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ 
ñòðóêòóð ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñ çàäàííûìè ñëåäàìè íà M  ëèíèÿõ, êîãäà m , 

3m ≥ , èç íèõ ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Ïðèâåäåíû îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå 
ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ èíòåðëèíàöèè è èíòåðôëåòàöèè ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåí-
íûõ. Èçëîæåíû îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ î âîçìîæíîñòè ðåøåíèÿ (ïîëíîãî èëè ÷àñ-
òè÷íîãî) óêàçàííûõ âûøå çàäà÷ ñ ïîìîùüþ èíòåðëèíàöèè èëè èíòåðôëåòàöèè 
ôóíêöèé.  
 
INTERLINEATION AND INTERFLATATION OF FUNCTIONS 
AND RVACHOV STRUCTURAL METHOD 
 
The analysis is presented for the problems concerned with construction of complete 
systems of coordinate functions not solved (completely or partially) within the 
structural method based on using the Rvachov R -functions: the problem of corner 
points; the problem of continuation of function traces and their normal derivatives 
from the boundary into the interior points of the integration domain G  remaining the 

differentiation class ( )rC G ; the problem of changing the boundary condition type at 
some arbitrary points of the boundary; the problem of constructing the structures of 
approximate solutions with given traces on M  lines when  ( 3)m m ≥ , from them cross 
at one point. The definition and basic properties of interlination operators and 
interflatation of functions of many variables are presented. The basic statements about 
the possibility of solution (complete or partial) of the above problems using the 
interlination or interflatation of functions are stated.  
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