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ÓÄÊ 514.76 
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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ ИНВАРИАНТЫ РАССЛОЕНИЙ КРИВЫХ 
НА ПЛОСКОСТИ МИНКОВСКОГО 
 

Ïðèâîäèòñÿ ïîëíîå îïèñàíèå àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðàñ-

ñëîåíèé êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî 1,1  îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæå-
íèé. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ëþáîãî ïîðÿäêà ïî-
ëó÷àþòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïðè ïîìîùè 
èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 

 

1. Ââåäåíèå. Ïóñòü 1,1  – ïëîñêîñòü Ìèíêîâñêîãî ñ êîîðäèíàòàìè 1x , 

2x  è ñ ìåòðèêîé 2 2 2
2 1ds dx dx= − . Ðàññìîòðèì ðàññëîåíèå êðèâûõ 1,1:ϕ →  

→   íà ýòîé ïëîñêîñòè. Â êîîðäèíàòàõ òàêîå ðàññëîåíèå ìîæíî çàäàòü ñ 

ïîìîùüþ íåêîòîðîé ãëàäêîé (êëàññà C∞ ) ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ u =  

1 2( , )f x x=  òàêîé, ÷òî åå äèôôåðåíöèàë 0df ≠ . Ëèíèè óðîâíÿ ýòîé ôóíê-
öèè ñîâïàäàþò ñ êðèâûìè ðàññëîåíèÿ.  

Ôóíêöèÿ f  îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñòüþ äî êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 

( )f F f→ , ãäå F  – ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ, 0F′ ≠ .  
Â ïðåäëàãàåìîé ðàáîòå íàéäåì àëãåáðó ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 

èíâàðèàíòîâ ýòîãî ðàññëîåíèÿ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæåíèé.  
Äâèæåíèÿ ïëîñêîñòè ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî âìåñòå ñ êàëèáðîâî÷íûì 

ïðåîáðàçîâàíèåì ïîðîæäàþò ïñåâäîãðóïïó Ëè G  ïðîñòðàíñòâà 3 1,1= ×   
×   ñ êîîðäèíàòàìè 1 2, ,x x u .  

Áàçèñ àëãåáðû Ëè ýòîé ïñåâäîãðóïïû ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ âåêòîð-

íûõ ïîëåé íà ïðîñòðàíñòâå 3 :  

• ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ â ïëîñêîñòè 1,1   

 
1 2
,  

x x
∂ ∂

∂ ∂
;  (1) 

• ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïîâîðîòîâ â ïëîñêîñòè 1,1  îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 
êîîðäèíàò  

 1 2
2 1

x x
x x
∂ ∂+

∂ ∂
; (2)  

• êaëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ    

 ( )h u
u
∂

∂
, (3)  

çäåñü ( )h C∞∈  .  
2. Àëãåáðà ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Ñêàëÿðíûå 

äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû, òî åñòü èíâàðèàíòû, ïðèíèìàþùèå ÷èñëî-
âûå çíà÷åíèÿ, – åäèíñòâåííûé òèï èíâàðèàíòîâ, êîìïîíåíòû êîòîðûõ íå 
ìåíÿþòñÿ ïðè çàìåíå êîîðäèíàò. Ïî ýòîé ïðè÷èíå ñêàëÿðíûå äèôôåðåíöè-
àëüíûå èíâàðèàíòû ýôôåêòèâíî èñïîëüçóþòñÿ ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ýêâè-
âàëåíòíîñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Ñàìó æå ïðîáëåìó ýêâèâàëåíòíîñòè 
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîáëåìó ïîñòðîåíèÿ ïîëíîé ñèñòåìû ñêàëÿðíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.  

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. 
Ïóñòü M  – ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ïñåâäîãðóïïà Ëè 

G . Ïóñòü kJ M  – ïðîñòðàíñòâî k -äæåòîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà M  è ( )kG  – 

ïðîäîëæåíèå ïñåâäîãðóïïû Ëè G  íà kJ M .  
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Ôóíêöèÿ ( )kI C J M∞∈  íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì èí-

âàðèàíòîì ïîðÿäêà k≤  ïñåâäîãðóïïû Ëè G , åñëè îíà ñîõðàíÿåòñÿ ïîä 

äåéñòâèåì k -ãî ïðîäîëæåíèÿ G , òî åñòü ( ) ( )k I I∗ϕ =( )  äëÿ ëþáîãî ïðåîáðà-

çîâàíèÿ ( ) ( )k kGϕ ∈ .  

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïñåâäîãðóïïû G  
óäîáíî èñïîëüçîâàòü èíôèíèòåçèìàëüíûé àíàëîã ýòîãî îïðåäåëåíèÿ. À 
èìåííî, ïóñòü ℑ  – àëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé, îòâå÷àþùàÿ ïñåâäîãðóïïå 

Ëè G . Ôóíêöèÿ ( )kI C J M∞∈  ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì äèôôåðåíöèàëüíûì èí-
âàðèàíòîì ïñåâäîãðóïïû Ëè G  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà  

 ( )( ) 0kX I =  

äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ ℑ . Çäåñü ( )kX  – ïîäíÿòèå âåêòîðíîãî ïîëÿ 

X  â kJ M .  
Êàê èçâåñòíî, ñêàëÿðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ïîðÿäêà 

k≤  îáðàçóþò ïîäàëãåáðó â àëãåáðå ãëàäêèõ ôóíêöèé íà kJ M , à îáúåäè-
íåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âñåõ ïîðÿäêîâ – àëãåáðó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ (ïîäàëãåáðó â ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ äæå-

òîâ J M∞ ) [1].  
Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ – ýòî êî-

ðàçìåðíîñòü îðáèò îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ ïñåâäîãðóïïû Ëè G  â 

ðàññëîåíèå kJ M .  
Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ðàññëîåíèþ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî. 

Ïóñòü òåïåðü 1,1,k kJ J= ( )   – ïðîñòðàíñòâî k -äæåòîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé 
1,1 →  .  

Çàìåòèì, ÷òî âåêòîðíûå ïîëÿ (1)–(3) – êîíòàêòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ ñ 
ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè 1 2 1 2 2 1, ,p p x p x p+  è ( )h u  ñîîòâåòñòâåííî [2, 6]. 

Ïîýòîìó àëãåáðó Ëè ℑ  ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ àëãåáðîé Ëè êîíòàêòíûõ 
âåêòîðíûõ ïîëåé ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöèÿìè âèäà  

 1 1 2 2 3 1 2 2 1( , , ) ( ) ( )f x u p h u a p a p a x p x p= + + + + ,  (4) 

ãäå 1 2 3, ,a a a  – êîíñòàíòû.  

Êàê èçâåñòíî, êîíòàêòíîå âåêòîðíîå ïîëå ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé f  
â êîîðäèíàòàõ Äàðáó èìååò âèä  

 
2 2 2

1 1 1
f i i

i i i i ii i i

f f f f
X f p p

p x p u x u p= = =

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂   = − + − + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∑ ∑ ∑ . 

Ôîðìóëà ïîäíÿòèÿ êîíòàêòíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïðîñòðàíñòâî äæåòîâ 
âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðèâåäåíà â [2].  

Ôóíêöèÿ ( )kg C J∞∈  ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïñåâ-

äîãðóïïû Ëè G  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíòåãðà-

ëîì âåêòîðíîãî ïîëÿ ( )k
fX  ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (4) [1].  

Î÷åâèäíî, ÷òî ó ðàññëîåíèÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî íå ñó-
ùåñòâóåò äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â ñàìîì äåëå, 

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà 1-äæåòîâ 1J  ðàâíà 5, è ðàçìåðíîñòü îðáèòû îá-
ùåãî ïîëîæåíèÿ òîæå ðàâíà 5.  

Îäíàêî, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ó òàêîãî ðàññëîåíèÿ ñóùåñòâóåò ðîâ-
íî äâà íåçàâèñèìûõ ñêàëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà âòîðîãî ïî-
ðÿäêà, êîòîðûå áóäóò óêàçàíû íèæå.  

Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ìîæíî âû÷èñëèòü ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâè-
ñèìûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ k -ãî ïîðÿäêà â íàøåì ñëó÷àå.  
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Ðàçìåðíîñòü îðáèòû îáùåãî ïîëîæåíèÿ â 1,1,kJ ( )   ðàâíà 4k + , à 

ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà kJ  ðàâíà 22 k
kC ++ . Ïîýòîìó êîðàçìåðíîñòü îðáè-

òû îáùåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíà  

 2( ) 2k
kk C k+ν = − − .  (5)  

Ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ, ïîðÿäîê êîòîðûõ íå âûøå k .  

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî ( )kµ  äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ k -ãî ïî-
ðÿäêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå  

 ( ) ( ) ( 1)k k k kµ = ν − ν − = .  (6)  

Àíàëîãè÷íûå îöåíêè äëÿ ðàññëîåíèé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ áûëè 
ïîëó÷åíû â [3]. 

3. Ñòðóêòóðà àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Ñ ðàññëîåíè-
åì ϕ , çàäàííûì ôóíêöèåé 1 2( , )f f x x= , ñâÿçàíû äâà âåêòîðíûõ ïîëÿ íà 
ïëîñêîñòè [7]:  

 
1 2

2 1

2 2 1 2

1
f x x

x x

A f f
x xf f

∂ ∂ = − ∂ ∂ −
 

è  

 
2 1

2 1

2 2 1 2

1
f x x

x x

B f f
x xf f

∂ ∂ = − + ∂ ∂ −
 

– ïîëÿ åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ, íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ê êðèâûì ðàññëîå-
íèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè âåêòîðíûå ïîëÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äâèæå-
íèé ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî è êàëèáðîâî÷íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.  

Ïîëíûå ïðîèçâîäíûå, îòâå÷àþùèå âåêòîðíûì ïîëÿì fA  è fB , èìåþò 

âèä  

 1 1 2 22 2
2 1

1 ( )A p p
p p

= ∆ − ∆
−

 

è  

 2 1 1 22 2
2 1

1 ( )B p p
p p

= − ∆ + ∆
−

, 

ãäå 1∆  è 2∆  – îïåðàòîðû ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì 1x  è 

2x  ñîîòâåòñòâåííî.  
Èñïîëüçóÿ ýòè îïåðàòîðû èíâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, îïðåäå-

ëèì ñêàëÿðíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû 2-ãî ïîðÿäêà 1I  è 2I  ñëå-
äóþùåé ôîðìóëîé:  

 2 1,A B I A I B= −[ ] . (7)  

Íåñëîæíî ïîäñ÷èòàòü êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ ýòèõ èíâàðèàíòîâ:  

 
2 2
2 11 1 2 12 1 22

1 2 2 3 2
2 1

2p p p p p p p
I

p p

+ +
=

−( ) /
 

è  

 
2 2
1 2 12 1 2 11 22

2 2 2 3 2
2 1

( )p p p p p p p
I

p p

+ − +
=

−

( )
( ) /

. 

Èíâàðèàíò 1I  ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâèçíó êðèâîé ñåìåéñòâà, à èíâà-

ðèàíò 2I  – êðèâèçíó îðòîãîíàëüíûõ òðàåêòîðèé ñåìåéñòâà êðèâûõ.  
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Ïîêàæåì, ÷òî àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ïîðîæäàåòñÿ 
ýòèìè èíâàðèàíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà.  

Çàìåòèì, ÷òî äèàãðàììû 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

êîììóòàòèâíû äëÿ âåêòîðíûõ ïîëåé fX  ñ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé (4). Ïî-

ýòîìó, åñëè ôóíêöèÿ 1kg J −∈  ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì ïîðÿäêà 1k − , òî 

ôóíêöèè ( )A g  è ( )B g  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû 

ïîðÿäêà k .  
Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíÿÿ îïåðàòîðû A  è B  ê èíâàðèàíòàì 1I  è 2I , 

ïîëó÷èì ñëåäóþùèé íàáîð äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà:  

 11 1 21 1 12 2 22 2( ), ( ), ( ), ( )I A I I B I I A I I B I= = = = . (8)  

Óêàæåì èõ êîîðäèíàòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ:  

 5 4 2
11 2 112 1 12 11 22 1 1222 2 3

2 1

1 (2 )I p p p p p p p p
p p

= − + + − +
−( )

[  

 2 2 2 2 2
1 2 11 12 11 22 22 1 111 1 122(3 8 4 3 )p p p p p p p p p p p+ + + + − − +  

 4 2
2 12 11 22 1 111 1222 ( 2 )p p p p p p p+ + + + −( )  

 3
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222(6 6 )p p p p p p p p p p− + + + +  

 3
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222( 6 6 2 )p p p p p p p p p p+ − − + + ] , 

 5 4
21 2 111 2 11 12 1 1122 2 3

2 1

1 3 ( )I p p p p p p p
p p

= − + + −
−( )

[  

 3 2 2
1 2 12 11 22 22 1 1223 (2 )p p p p p p p p− + + − −  

 3 2
1 2 12 11 11 22 1 111 1226 3 ( ) ( 3 )p p p p p p p p p− + + + − + +( )  

 4
1 12 22 1 222(3 )p p p p p+ − +  

 2 2
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222(9 9 3 )p p p p p p p p p p+ + − + ] , 

 4 5
12 1 11 12 12 22 1 112 2 1222 2 3

2 1

1 ( 2 )I p p p p p p p p p
p p

= − − − + + +
−( )

[  

 3 2 2 2
1 2 11 12 11 22 22 1 111 1 122(2 6 3 2 )p p p p p p p p p p p+ + + + − − +  

 3 2 2 2
1 2 11 12 11 22 22 1 111 1 122( 6 3 2 )p p p p p p p p p p p+ + + + + + +  

 2 2
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222( 9 9 )p p p p p p p p p p+ − − + + −  

 4
2 11 12 12 22 1 112 1 222( 2 2 )p p p p p p p p p− + + + ] , 

    ( )A B

   ( )A B

1( )kC J∞ − ( )kC J∞

( )kC J∞1( )kC J∞ −

( )k
fX( 1)k

fX −
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 5 4 2 2
22 2 112 1 12 11 22 22 1 1222 2 3

2 1

1 ( )I p p p p p p p p p
p p

= − + + + − +
−( )

[  

 2 2 2 2 2
1 2 11 12 11 22 22 1 111 1 122(2 10 4 2 )p p p p p p p p p p p+ + + + − − +  

 4 2
2 12 11 11 22 1 111 122( ) ( 2 )p p p p p p p p+ + + + + −( )  

 3
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222(8 4 )p p p p p p p p p p− + + + +  

 3
1 2 11 12 12 22 1 112 1 222( 4 8 2 )p p p p p p p p p p+ − − + + ] . 

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (3) ( ) 0f ijX I =  äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè (4), òàê 

÷òî ýòè ôóíêöèè äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàí-
òàìè ïñåâäîãðóïïû Ëè G .  

Ïîñòðîåííûå èíâàðèàíòû òðåòüåãî ïîðÿäêà ôóíêöèîíàëüíî çàâèñèìû, 
èáî ñîãëàñíî ôîðìóëå (6) ÷èñëî èíâàðèàíòîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ðàâíî 3. Ïî-
ýòîìó ìåæäó èíâàðèàíòàìè ïîðÿäêà íå áîëåå òðåòüåãî äîëæíî áûòü îäíî 
ñîîòíîøåíèå. Äåéñòâèòåëüíî, ýòî ñîîòíîøåíèå èìååò ñëåäóþùèé âèä:  

 2 2
11 22 1 2 0I I I I− + − = . (9) 

Îáîçíà÷àÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ âäîëü òðàåêòîðèé âåêòîðíûõ ïî-
ëåé A  è B  ÷åðåç  

 d A
dn

=  

è 

 d B
ds

=  

ñîîòâåòñòâåííî, çàïèøåì ñîîòíîøåíèå (9) â âèäå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ èíâàðèàíòîâ 1I  è 2I :  

 2 21 2
1 2 0

dI dI
I I

dn ds
− + − = . 

Ýòî óðàâíåíèå íàçîâåì óðàâíåíèåì Gala äëÿ ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî. 
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ðàññëîåíèÿ êðèâûõ íà åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè óðàâíåíèå 
Gala èìååò ñõîäíóþ ôîðìó [4, 5].  

Èíâàðèàíòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà ìîæíî ïîëó÷èòü èç èíâàðèàíòîâ òðå-
òüåãî ïîðÿäêà (8), òàêæå ïðèìåíÿÿ ê íèì îïåðàòîðû A  è B . Â ñèëó ôîðìó-
ëû (7) êîìïîçèöèè îïåðàòîðîâ AB  è BA  äàþò îäíè è òå æå èíâàðèàíòû ïî 
ìîäóëþ èíâàðèàíòîâ áîëåå íèçêîãî ïîðÿäêà. Ïîëó÷àåì 6 èíâàðèàíòîâ 4-ãî 
ïîðÿäêà. Âñåãî æå ïîëó÷åíî 12 èíâàðèàíòîâ ïîðÿäêà, íå ìåíåå 4. Ïðèìåíÿÿ 
ôîðìóëó (5), íàõîäèì, ÷òî ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ 
ïîðÿäêà, íå ìåíåå 4, ðàâíî 9. Ïîýòîìó ìåæäó ïîñòðîåííûìè èíâàðèàíòàìè 
äîëæíû ñóùåñòâîâàòü òðè ñîîòíîøåíèÿ. Îäíî èç íèõ – ñîîòíîøåíèå (9). 
Äâà äðóãèõ ïîëó÷àåì, ïðèìåíÿÿ ê óðàâíåíèþ (9) îïåðàòîðû A  è B .  

Àíàëîãè÷íî ìîæåì ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ëþáîãî 
ïîðÿäêà. Ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó èíâàðèàíòàìè ïîëó÷àþòñÿ äèôôåðåíöèðîâà-
íèåì óðàâíåíèÿ (9).  

Èòàê, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, îïèñûâàþùóþ ñòðóêòóðó äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðàññëîåíèÿ êðèâûõ íà ïëîñêîñòè.  

Òåîðåìà 1. Âñå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû ðàññëîåíèÿ êðèâûõ íà 
ïëîñêîñòè Ìèíêîâñêîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïû äâèæåíèé ïîðîæäåíû äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè èíâàðèàíòàìè âòîðîãî ïîðÿäêà 1I  è 2I , ñâÿçàííûìè 

óðàâíåíèåì (9), è èõ âñåâîçìîæíûìè ïðîèçâîäíûìè ïî A  è B .  
 
 



54 

 1. Àëåêñååâñêèé Ä. Â., Âèíîãðàäîâ À. Ì., Ëû÷àãèí Â. Â. Îñíîâíûå èäåè è ïîíÿòèÿ 
äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè / Èòîãè íàóêè è òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáëåìû ìà-
òåìàòèêè. Ôóíäàì. íàïðàâëåíèÿ. – Ìîñêâà: ÂÈÍÈÒÈ, 1988. – 28. – 298 ñ. 

 2. Âèíîãðàäîâ À. Â., Êðàñèëüùèê È. Ñ., Ëû÷àãèí Â. Â. Ââåäåíèå â ãåîìåòðèþ íåëè-
íåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1986. – 336 ñ.  

 3. Êóçàêîíü Â. Ì. Äèôåðåíö³àëüí³ ³íâàð³àíòè ñóáìåðñ³é ìíîãîâèä³â // Â³ñí. 
äåðæ. óí-òó «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà». Ñåð. Ïðèêë. ìàòåìàòèêà. – 1999. – ¹ 364. – 
Ñ. 295–298. 

 4. Êóçàêîíü Â. Ì. Âû÷èñëåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ âòîðîãî ïîðÿäêà 
ñóáìåðñèé åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâ // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2005. – 
48, ¹ 4. – Ñ. 95–99. 

 5. Êóçàêîíü Â. Ì. Óðàâíåíèå Gala // Òåçè äîï. Ì³æíàð. êîíô. «Ãåîìåòð³ÿ â Îäåñ³-
2007» (21–26 òð. 2007, Îäåñà). – Îäåñà: Áëàãîä. Ôîíä «Íàóêà», 2007. – Ñ. 69–70. 

 6. Kushner A., Lychagin V., Rubtsov V. Contact geometry and non-linear differential 
equations. – Cambridge Univ. Press, 2007. – 496 p.  

 7. Streltsova I. Invariants of curves bundles on the Minkowsky plane // Òåçè äîï. 
Ì³æíàð. êîíô. «Ãåîìåòð³ÿ â Îäåñ³-2007» (21–26 òð. 2007, Îäåñà). – Îäåñà: 
Áëàãîä. Ôîíä «Íàóêà», 2007. – Ñ. 154–155.  

 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНІ ІНВАРІАНТИ РОЗШАРУВАНЬ КРИВИХ 
НА ПЛОЩИНІ МІНКОВСЬКОГО 
 
Íàâåäåíî ïîâíèé îïèñ àëãåáðè äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â ðîçøàðóâàíü êðèâèõ 

íà ïëîùèí³ Ì³íêîâñüêîãî 1,1  â³äíîñíî ãðóïè ðóõ³â. Äîâåäåíî, ùî äèôåðåíö³àëüí³ 
³íâàð³àíòè äîâ³ëüíîãî ïîðÿäêó îòðèìóþòüñÿ ç äèôåðåíö³àëüíèõ ³íâàð³àíò³â äðó-
ãîãî ïîðÿäêó çà äîïîìîãîþ ³íâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ. 
 
DIFFERENTIAL INVARIANTS OF CURVE BUNDLES ON THE MINKOWSKY PLANE  
 

Let 1,1:ϕ →   be a curves bundle on the Minkowsky plane 1,1 . We construct the 

scalar differential invariants algebra of ϕ  with respect to the group of motions of 1,1 . 
We prove that any scalar differential invariant can be constructed by differentiation of 
second order differential invariants. 
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