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КРАЙОВІ ЗАДАЧІ ДЛЯ НЕЛІНІЙНИХ ЕЛІПТИЧНИХ РІВНЯНЬ ВИЩИХ 
ПОРЯДКІВ БЕЗ УМОВ НА НЕСКІНЧЕННОСТІ 
 

Äîñë³äæåíî êëàñ íåë³í³éíèõ åë³ïòè÷íèõ ð³âíÿíü âèùèõ ïîðÿäê³â ç³ çì³ííèìè 
ïîêàçíèêàìè íåë³í³éíîñò³ â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ, äëÿ ÿêèõ êðàéîâ³ çàäà÷³ ç 
ãðàíè÷íèìè óìîâàìè òèïó Ä³ð³õëå º êîðåêòíèìè (ðîçâ’ÿçîê ³ñíóº, ºäèíèé ³ 
íåïåðåðâíî çàëåæèòü â³ä âèõ³äíèõ äàíèõ) áåç áóäü-ÿêèõ óìîâ íà ïîâåä³íêó 
ðîçâ’ÿçêó òà æîäíèõ îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõ³äíèõ äàíèõ íà íåñê³í÷åí-
íîñò³. Ðîçãëÿäàþòüñÿ óçàãàëüíåí³ ðîçâ’ÿçêè äîñë³äæóâàíèõ çàäà÷ ³ç â³äïîâ³ä-
íèõ óçàãàëüíåíèõ ïðîñòîð³â Ëåáå´à.  

 
Âñòóï. Êðàéîâ³ çàäà÷³ äëÿ åë³ïòè÷íèõ ð³âíÿíü â îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ 

íà äàíèé ÷àñ º äîáðå âèâ÷åíèìè [5–7]. Äîñòàòíüî ïîâíî äîñë³äæåíî òàê³ çà-
äà÷³ â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ó ë³í³éíîìó âèïàäêó, à òàêîæ äëÿ áàãàòüîõ 
êëàñ³â íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Ïðè öüîìó âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ ð³âíÿíü, îáëàñòü 
çàäàííÿ ÿêèõ íåîáìåæåíà, ìîæóòü áóòè äâà âèïàäêè: 1) äëÿ çàáåçïå÷åííÿ 
ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ íåîáõ³äíî íàêëàñòè ïåâí³ 
óìîâè íà éîãî ïîâåä³íêó íà íåñê³í÷åííîñò³, à äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó – 
óìîâè íà çðîñòàííÿ âèõ³äíèõ äàíèõ íà íåñê³í÷åííîñò³ [6]; 2) òàêèõ óìîâ íå 
ïîòð³áíî [3, 8–10].  

Ó ö³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàòèìåìî äðóãèé âèïàäîê. Ó 1984 ðîö³ H. Brezis [10] 
äîâ³â, ùî íåë³í³éíå åë³ïòè÷íå ð³âíÿííÿ  

 2 ( ),            p nu u u f x x−−∆ + = ∈  , 

êîëè 2p > , ìàº ºäèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ’ÿçîê ç ïðîñòîðó ëîêàëüíî ³íòåã-

ðîâíèõ ôóíêö³é ïðè 1,loc ( )nf L∈  . Ï³çí³øå F. Bernis [8] äîâ³â àíàëîã³÷íå 

òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî ð³âíÿííÿ  

 2( ) ( ),          pm nu u u f x x−−∆ + = ∈  , (1) 

äå m ∈  , à (2, )p ∈ + ∞ , ÿêùî 1 2n m≤ ≤ , ³ 22;
2
np

n m
 ∈  −

, ÿêùî 2n m> . 

Ó 1996 ðîö³ Ì. Ì. Áîêàëî [1] îïèñàâ íîâ³ åë³ïòè÷í³ ð³âíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ ñïðà-
âåäëèâ³ ðåçóëüòàòè òàêîãî ðîäó ñòîñîâíî ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, ³ äîâ³â íå-
ïåðåðâíó çàëåæí³ñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ â³ä ïðàâî¿ 
÷àñòèíè ð³âíÿííÿ. Òóò, ñïèðàþ÷èñü íà ðîáîòó [8], ïîä³áí³ ðåçóëüòàòè îòðè-
ìàíî ó âèïàäêó êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ á³ëüø çàãàëüíèõ ð³âíÿíü ³ íåîäíîð³ä-
íèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ. 

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³ òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàò³â. Íåõàé ,n m  – äîâ³ëü-

í³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà. ×åðåç 
n
+  ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó ìóëüòè³íäåêñ³â ðîç-

ì³ðíîñò³ n , òîáòî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè ÿêî¿ º 1( , , )nα = α α , äå iα , i =  

1, ,n=  , – ö³ë³ íåâ³ä’ºìí³ ÷èñëà ( 0  – ìóëüòè³íäåêñ, ñêëàäåíèé ç íóë³â). 

Ïîêëàäåìî 1 nα = α + + α  äëÿ n
+α ∈   ( α  íàçèâàþòü äîâæèíîþ ìóëüòè-

³íäåêñà )α . 

×åðåç n  ïîçíà÷àòèìåìî àðèôìåòè÷íèé ïðîñò³ð âïîðÿäêîâàíèõ íàáî-
ð³â ç n  ä³éñíèõ ÷èñåë, òîáòî ë³í³éíèé ïðîñò³ð, ñêëàäåíèé ç åëåìåíò³â âè-

ãëÿäó 1( , , )nx x x=  , äå ,  1, ,ix i n∈ =  , ç íîðìîþ 2 2
1 nx x x= + + .  

Íåõàé Ω  – íåîáìåæåíà îáëàñòü ó ïðîñòîð³ n  ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìå-
æåþ :Γ = ∂Ω . Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñò³, ïðèïóñòèìî, ùî 0 ∈ Ω . Äëÿ äî-
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â³ëüíîãî 0R >  ïîçíà÷èìî ÷åðåç RΩ  çâ’ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω   

:x x R< { }  òàêó, ùî 0 R∈ Ω . Íåõàé :R RΓ = ∂Ω Γ , 0R > .  

Ïðîñòîðè ,loc ( )qL Ω , ( )m
RH Ω , ( )m

RH
° Ω , loc ( )mH Ω , loc( )mH

°
Ω , ( )

R

m
RHΓ Ω  îçíà-

÷óþòüñÿ òàê, ÿê ó [2]. Ïîêëàäåìî loc( ) : ( ) : suppc
m mH v H v

° °
Ω = ∈ Ω{  – îáìåæåíà 

ìíîæèíà} . 

Íåõàé ,loc ( )p L∞∈ Ω , ïðè÷îìó ( ) 1p x ≥  äëÿ ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω . Íà ïðî-

ñòîð³ ( )RC Ω , äå R  – äîâ³ëüíå ÷èñëî, 0R > , ââåäåìî íîðìó  

 
( ) ,( ) : inf 0 : 1

p R p RL
vv

⋅ Ω
  = λ > ρ ≤  λ  

, 

äå ( )
, ( ) : ( )

R

p x
p R v v x dx

Ω

ρ = ∫ . Ïîïîâíåííÿ ë³í³éíîãî ïðîñòîðó ( )RC Ω  çà ö³ºþ 

íîðìîþ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ) ( )p RL ⋅ Ω  (äèâ. [11]). Ìíîæèíà ( ) ( )p RL ⋅ Ω  º ë³í³é-

íèì ï³äïðîñòîðîì ïðîñòîðó 1( )RL Ω  ³ íàçèâàºòüñÿ óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì 

Ëåáå´à. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ),loc ( )pL ⋅ Ω  çàìèêàííÿ ïðîñòîðó ( )C Ω  çà òîïîëî-

ã³ºþ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ï³âíîðì: 
( ) ( ) ,  0

p RL R
⋅ Ω⋅ > . Ïîêëàäåìî 

( )
( ) ( ),loc

( )0
( ) : ( ) : sup

R p R
p p

LR
L v L v

⋅
⋅ ⋅ Ω Ω>

 Ω = ∈ Ω < ∞ 
 

. 

Íåõàé M  – ï³äìíîæèíà ìíîæèíè 0,1, , m{ }  òàêà, ùî 0, m M⊂{ } , à 

0 \ 0M M:= { } . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MN  ê³ëüê³ñòü ìóëüòè³íäåêñ³â 1( , , )nα = α α , 

äîâæèíè α  ÿêèõ º åëåìåíòàìè ìíîæèíè M , à ÷åðåç MN  – ìíîæèíó âåê-

òîð³â 
0

( , , , )αξ = ξ ξ  , êîìïîíåíòè ÿêèõ º ä³éíèìè ÷èñëàìè, ïðîíóìåðîâàí³ 

ìóëüòè³íäåêñàìè ðîçì³ðíîñò³ n , ÿê³ ìàþòü äîâæèíè ç M  ³ âïîðÿäêîâàí³ 

ëåêñèêîãðàô³÷íî (äèâ. [2]). Ïîêëàäåìî 
1 2

2

M
α

α ∈

 ξ = ξ 
 

∑
/

, MNξ ∈  . 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Muδ  âåêòîð, êîìïîíåíòàìè ÿêîãî º ïîõ³äí³ D uα , 

Mα ∈ , â³ä ôóíêö³¿ u , ÿê³ âïîðÿäêîâóþòüñÿ òàê ñàìî, ÿê êîìïîíåíòè âåê-

òîð³â MNξ ∈  .  

Ïîçíà÷èìî ,loc ( ) : ess inf ( ) 1
x

p L p x∞ ∈Ω
= ∈ Ω > { } . ßêùî p ∈  , òî ÷åðåç 

p∗  ïîçíà÷àòèìåìî ôóíêö³þ ç   òàêó, ùî 1 1 1
( ) ( )p x p x∗+ =  äëÿ ì. â. x ∈ Ω .  

Íåõàé p ∈  . Ï³ä p  ðîçóì³òèìåìî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè ÿêî¿ º âïî-

ðÿäêîâàí³ íàáîðè 
0

( , , , ) ( )a a aα α≡   ç MN  âèçíà÷åíèõ íà MNΩ ×   ä³éñíî-

çíà÷íèõ ôóíêö³é, ÿê³ ïðîíóìåðîâàí³ ìóëüòè³íäåêñàìè α  ç n
+ , ùî ìàþòü 

äîâæèíè α  ç M  òà âïîðÿäêîâàí³ ëåêñèêîãðàô³÷íî, ³ ôóíêö³¿ ç áóäü-ÿêîãî 

òàêîãî íàáîðó ( )aα  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:  

(À1)  äëÿ êîæíîãî ,  Mα α ∈ , ôóíêö³ÿ ( , )a xα ξ , ( , ) MNx ξ ∈ Ω ×  , º êàðà-

òåîäîð³âñüêîþ;  

(À2) äëÿ ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω  òà áóäü-ÿêèõ MNξ ∈   âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 
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 ( ) 1 2/ ( )
0 0 0 0
( , ) ( ) ( )p x p xa x h x g x

∗− ξ ≤ ξ + ξ + 
 

, 

 0( , ) ( ) ( ),        a x h x g x Mα α αξ ≤ ξ + α ∈ , 

äå ,loc ( )h Lα ∞∈ Ω , Mα ∈ , 
0 ( ),loc

( )
p

g L ∗ ⋅
∈ Ω , 2,loc ( )g Lα ∈ Ω , 0Mα ∈ .  

Íåõàé p  – ìíîæèíà, åëåìåíòàìè ÿêî¿ º âïîðÿäêîâàí³ íàáîðè 

0
( , , , ) ( )f f fα α≡   ç MN  âèçíà÷åíèõ íà Ω  ä³éñíîçíà÷íèõ ôóíêö³é, ÿê³ ïðî-

íóìåðîâàí³ òàê ñàìî, ÿê åëåìåíòè ìíîæèíè p , ³ ôóíêö³¿ ç áóäü-ÿêîãî òà-

êîãî íàáîðó çàäîâîëüíÿþòü óìîâó  

(À3) 2,loc 00 ( ),loc
( ),        ( ),      

p
f L f L M∗ α⋅

∈ Ω ∈ Ω α ∈ .  

Íà p  ââîäèìî ïðèðîäíèì ÷èíîì òîïîëîã³þ ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñòî-

ðó çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíî¿ ñèñòåìè ï³âíîðì.  

Íà ïðîñòîð³ loc ( ),loc( ) ( )m
pH L ⋅Ω Ω  ââåäåìî òàêå â³äíîøåííÿ åêâ³âàëåíò-

íîñò³: äâà åëåìåíòè 1v  ³ 2v  º åêâ³âàëåíòíèìè, ÿêùî 1 2 loc( )mv v H
°

− ∈ Ω . Ôàê-

òîð-ïðîñò³ð, îòðèìàíèé ç loc ( ),loc( ) ( )m
pH L ⋅Ω Ω  çà öèì â³äíîøåííÿì åêâ³âà-

ëåíòíîñò³ ïîçíà÷èìî ÷åðåç p . Ââåäåìî íà p  ñèñòåìó ï³âíîðì çà ïðàâè-

ëîì: 
( )( ) ( )( ) inf m

R p RR H Lpn
⋅Ω Ωϕ∈Φ

Φ = ϕ  , 0R > , pΦ ∈  , ç ÿêîþ p  ñòàº ë³í³é-

íèì ëîêàëüíî îïóêëèì ïðîñòîðîì. Íóëüîâèé åëåìåíò ïðîñòîðó p  (ìíîæè-

íó loc ( ),loc( ) ( )m
pH L ⋅

° Ω Ω ) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 
o
Φ .  

Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî, êîëè ïîñë³äîâí³ñòü 1k k
∞

=Φ{ }  åëåìåíò³â ïðîñòîðó 

p  çá³ãàºòüñÿ äî 0, òî ³ñíóº ïîñë³äîâí³ñòü 1k k
∞

=ϕ{ }  åëåìåíò³â ïðîñòîðó 

loc ( ),loc( ) ( )m
pH L ⋅Ω Ω  òàêà, ùî k kϕ ∈ Φ  ³ 0k

k→∞
ϕ →  â loc ( ),loc( ) ( )m

pH L ⋅Ω Ω .  

Ïîçíà÷èìî loc ( ),loc: ( ) ( )m
p pH L ⋅= Ω Ω  ³ ââåäåìî íà p  ñèñòåìó ï³âíîðì 

( )( ) ( ) ,  0m
R p RH L R

⋅Ω Ω⋅ > . Î÷åâèäíî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü 1k kv ∞
={ }  åëåìåíò³â ç 

p  çá³ãàºòüñÿ â p , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 0R >  ïîñë³äîâí³ñòü 
Rkv Ω{ }  

çá³ãàºòüñÿ â ( )( ) ( )m
R p RH L ⋅Ω Ω .  

Ñôîðìóëþºìî çàäà÷ó, ÿêó äàë³ áóäåìî äîñë³äæóâàòè. Íåõàé ⊂   ³ 

p p⊂  , p pF F⊂ , p p⊂  , p p⊂  , êîëè p ∈  . Çàäà÷à, ÿêó íàçâåìî 

çàäà÷åþ  

 ,  ,  ,  p p p p p: ∈BP         ( )  

³ áóäåìî äàë³ âèâ÷àòè, òàêà: äëÿ êîæíèõ p ∈   ³ ( ) paα ∈  , ( ) pfα ∈  , 

pΦ ∈   çíàéòè ìíîæèíó  

 ( ), ( ),a fα α ΦSBP( )  

ôóíêö³é pu ∈   òàêèõ, ùî u ∈ Φ  ³ âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ( , ) ( ) ( ) ( )M
M M

a x u D x dx f x D x dxα α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

δ ψ = ψ∑ ∑∫ ∫{ } { }  (2) 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )( ) ( )ñ
m

pH L ⋅
°ψ ∈ Ω Ω .  
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Ñêàæåìî, ùî çàäà÷à ,  ,  ,  p p p p p: ∈BP         ( )  º ðîçâ’ÿçíîþ (îäíî-

çíà÷íîþ, îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ), ÿêùî äëÿ êîæíîãî p ∈   ³ áóäü-ÿêèõ 

( ) paα ∈  , ( ) pfα ∈  , pΦ ∈   ìíîæèíà ( ), ( ), pa fα α Φ ⊂SBP ( )  º íåïîðîæ-

íüîþ (ì³ñòèòü íå á³ëüøå îäíîãî åëåìåíòà, º îäíîåëåìåíòíîþ).  

Íåõàé ìíîæèíè p
 , p

 , p
 , p

  äëÿ êîæíîãî p ∈   º òîïîëîã³÷íèìè 

ïðîñòîðàìè. Ñêàæåìî, ùî çàäà÷à ,  ,  ,  p p p p p: ∈BP         ( )  º êîðåêòíîþ, 

ÿêùî âîíà º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ ³ äëÿ êîæíîãî p ∈   ³ áóäü-ÿêèõ 

åëåìåíò³â ( ) paα ∈  , ( ) pfα ∈  , pΦ ∈   òà ïîñë³äîâíîñòåé , 1( )k k pa ∞
α = ⊂ { } , 

, 1( )k k pf ∞
α = ⊂ { } , 1k k p

∞
=Φ ⊂ { }  òàêèõ, ùî ,( ) ( )k

k
a aα α→∞

→  â p
 , ,( ) ( )k

k
f fα α→∞

→  

â p
 , k

k→∞
Φ → Φ  â p

 , ìàºìî k
k

u u
→∞
→  â p

 , äå , ,( ), ( ),k k k ku a fα α∈ ΦSBP( ) , 

k ∈  , ³ ( ), ( ),u a fα α∈ ΦSBP( ) .  

Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷ó ,  ,  ,  p p p p p: ∈BP         ( )  (ôîðìàëüíî) ìîæíà 

òðàêòóâàòè ÿê êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ð³âíÿíü âèãëÿäó  

 ( 1) ( , ) ( 1) ( ),        M
M M

D a x u D f x xα αα α
α α

α ∈ α ∈

− δ = − ∈ Ω∑ ∑ , 

ç êðàéîâèìè óìîâàìè  

 ,           0, , 1
j

jj
u j m

Γ

∂ = ϕ = −
∂ν

  , 

äå ν  – îäèíè÷íèé âåêòîð çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî Γ ; ( ) paα ∈  , ( ) pfα ∈  , 

pΦ ∈   äëÿ p ∈  ; jϕ  – ñë³ä 
j

j

∂ ϕ
∂ν

 íà Γ , 0, , 1j m= − , ϕ  – äîâ³ëüíèé åëå-

ìåíò ç Φ .  
Îïèøåìî òî÷í³øå ðîçãëÿäóâàíó ïðîáëåìó ñòîñîâíî êîðåêòíîñò³ ñôîð-

ìóëüîâàíî¿ çàäà÷³. Ç ðåçóëüòàò³â ðîáîòè [8] âèïëèâàº, ùî ó âèïàäêó M =  

0, m= { } , nΩ =  çàäà÷à 0 0,  ,  ,  p p p p p: ∈BP( )     , äå 0 ( )p p x
= ∈ : =


   

0p=  äëÿ ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω , äå 0 (2, )p ∈ +∞ , ÿêùî 1 2n m≤ ≤ ,  i 0p ∈ 

22,
2
n

n m
 ∈  −

, ÿêùî 2n m
> 


, 0 20
00 0

( ) : ( , ) p
p a a x −

α= ξ = ξ ξ { , ( , ) 0a xα ξ = , 

0 m< α < , ( , )a xα αξ = ξ , mα = } , p p= { } , º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ. 

Íàñ áóäå ö³êàâèòè ïèòàííÿ, ÿê óçàãàëüíèòè öåé ðåçóëüòàò, òîáòî âêàçàòè 

ìíîæèíó ∗ , 0 ∗⊂ ⊂   , ³ ïðîñòîðè ,  p p p ∗: ∈{ }    òàê³, ùîá çàäà÷à 

,  ,  ,  p p p p p ∗: ∈BP( )      áóëà îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ àáî êîðåêòíîþ.  

Ïðîïîíóºìî òàêèé âèá³ð âêàçàíèõ ìíîæèí. Íåõàé ∗  – ìíîæèíà, ÿêà 
ñêëàäàºòüñÿ ç åëåìåíò³â p ∈   òàêèõ, ùî  

 0 12 : ess inf ( ),        ess sup ( ) :
x x

p p x p x p
∈Ω ∈Ω

< = = < ∞ . 

Äëÿ êîæíîãî p ∗∈   ââåäåìî ìíîæèíó p
∗  íàáîð³â ôóíêö³é ( ) paα ∈  , 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâî ùå äâ³ óìîâè:  

(À4) ³ñíóþòü ñòàë³ 1 0B ≥  ³ 2 0B >  òàê³, ùî äëÿ êîæíîãî 0,  Mα α ∈ , ìàé-

æå âñ³õ x ∈ Ω  ³ áóäü-ÿêèõ ξ  ³ η  ç MN  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  
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0

1 2
2 2

1 20 0
( , ) ( , )

M

a x a x B Bα α α α
α ∈

 ξ − η ≤ ξ − η + ξ − η 
 ∑

/

 

 ( 1B  ³ 2B  ìîæóòü çàëåæàòè â³ä ( )aα );  

(À5) ³ñíóþòü (çàëåæí³ â³ä ( )aα ) ñòàë³ 1 0K ≥ , 2 0K > , 3 0K >  òàê³, ùî äëÿ 

ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω  òà áóäü-ÿêèõ ξ  ³ η  ç MN  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 ( , ) ( , ) ( )
M

a x a xα α α α
α ∈

ξ − η ξ − η ≥∑ ( )  

 
0

2 2 ( )
1 2 30 0 0 0

p x

M

K K Kα α
α ∈

≥ ξ − η + ξ − η + ξ − η∑ , 

ïðè÷îìó, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ: 1 0B >  àáî 1
2

2
np

n
≥

− µ
, äå 

0min Mµ = , òî 1 0K >  (çàçíà÷èìî, ùî 0 0min : minM i M= ∈{ } ).  

Ñêàæåìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü , 1( )k k pa ∞ ∗
α = ⊂ { }  çá³æíà äî ( )aα  â p

∗ , ÿêùî 

åëåìåíòè ,( )kaα , k ∈  , ³ åëåìåíò ( )aα  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (À4) ³ (À5) ç 

îäíèìè é òèìè ñàìèìè ñòàëèìè 1 2 1 2 3,  ,  ,  ,  B B K K K  ³ äëÿ êîæíîãî 0R >   

 
0

0, 0 ,

( ) 1 2 ( )
0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
lim ess sup sup 0

11NMR

k k

p x p xk x M

a x a x a x a x
∗

α α

−→∞ ∈Ω α ∈ξ∈

ξ − ξ ξ − ξ 
+ = ξ + ξ + ξ + 

∑
 /

. 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç p
∗∗  ï³äìíîæèíó ìíîæèíè p

∗ , ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç åëå-

ìåíò³â ( ) pa ∗
α ∈  , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ùå îäíó óìîâó  

(À6) äëÿ äîâ³ëüíèõ , MNξ η ∈   ³ ìàéæå âñ³õ x ∈ Ω   

 ( ) 2
00 0 0 0 0 0

( , ) ( , ) ( ) p xa x a x h x −ξ − η ≤ ξ + η ξ − η + ( )[  

 ( ( ) 2) ( )
,loc0

,           ( )p x p x h L−
∞+ ξ + η ξ − η ∈ Ω( ) / ] . 

 Çàóâàæèìî, ùî óìîâó (À6) çàäîâîëüíÿº ôóíêö³ÿ 0 ( ) 2
0 0 0
( , ) p xa x −ξ = ξ ξ , 

x ∈ Ω,  MNξ ∈  . 

Òåîðåìà. Ïðàâèëüíèìè º òàê³ òâåðäæåííÿ:  

(³) çàäà÷à ,  ,  ,  p p p p p∗ ∗: ∈BP( )      º îäíîçíà÷íî ðîçâ’ÿçíîþ ³ äëÿ 

áóäü-ÿêèõ p ∗∈  , ( ) pa ∗
α ∈  , ( ) pfα ∈  , pΦ∈   ôóíêö³ÿ ( ), ( ),u a fα α∈ ΦSBP( ) 

äëÿ äîâ³ëüíèõ 00 ,  1R R R< < ≥ , çàäîâîëüíÿº îö³íêó  

 
00

22 ( )
1 ( ) ( ) ( )

R

p x

M

K u x D u x u x dxα

α ∈Ω

 + + ≤  ∑∫  

 
2

2 ( )
1 2 0 0

0

( ) ( , ( ))
q

q

R

s n p x
M

R C R C f x a x x
R R

µ
∗

−−

Ω

 ≤ + − δ ϕ +  −   ∫  

 
0

2( ) ( , ( ))M
M

f x a x x dxα α
α ∈

 + − δ ϕ + 
∑  

 
00

22 ( )
3 1 ( ) ( ) ( )

R

p x

M

C K x D x x dxα

α ∈Ω

 + ϕ + ϕ + ϕ 
 

∑∫ , (3) 

äå ϕ  – ÿêèé-íåáóäü åëåìåíò ìíîæèíè Φ ; 0min Mµ = ;  1q p= , ÿêùî 1K =  

0= , ³ 0 1(2, ]q p p∈  { }  ïðè 1 0K > ; 0

0

2 2
max ,

2 2
mp mq

s
p q

 >  − − 
 – äîâ³ëüíå ÷èñëî; 
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1 2 3, ,C C C  – äåÿê³ äîäàòí³ ñòàë³, ÿê³ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä 1 2 1 2, , ,B B K K , 

3K  (ç óìîâ (À4) ³ (À5)), 0 1,  ,  ,  ,  ,  p p n m q s ; 

(³³) çàäà÷à 
o

,  ,  ,  p p p p∗ ∗Φ : ∈BP( )     êîðåêòíà ³ äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçêó âè-

êîíóºòüñÿ îö³íêà (3) ç 0ϕ = ; 

(³³³) çàäà÷à ,  ,  ,  p p p p p∗∗ ∗∗: ∈BP( )      êîðåêòíà ³ äëÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçêó 
âèêîíóºòüñÿ îö³íêà (3). 

3. Äîïîì³æí³ òâåðäæåííÿ. Ëåãêî âñòàíîâèòè ïðàâèëüí³ñòü òàêîãî 
òâåðäæåííÿ (äèâ. [4, ñ. 312]). 

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé 0R >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî, ( )Rr L∞∈ Ω , 01 r< ≤  

1( )r x r≤ ≤ < +∞  äëÿ ìàéæå âñ³õ Rx ∈ Ω . Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêî¿ ôóíêö³¿ v ∈  

( ) ( )r RL ⋅∈ Ω  ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
( ) ( )1 , ,( ) ( )S ( ( )),       ( ) S

r R r Rr r R r R rL Lv v v v
⋅ ⋅Ω Ω≤ ρ ρ ≤/ ( ) , 

äå 0 1S ( ) max ,  ,  0r r
r s s s s= ≥{ } .  
Âàæëèâîþ ï³äñòàâîþ ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè º òàêå òâåðäæåííÿ.  

Ëåìà 1. Íåõàé p ∗∈  , ( ) pa ∗
α ∈   ³ äëÿ êîæíîãî 1,2∈ { }  ôóíêö³¿ ,( )fα ∈  

p∈  , pu U∈  òàê³, ùî 1 2 ( )
R

m
Ru u H

∗∗
Γ− ∈ Ω  ³  

 ,( , ) ( ) ( ) ( )

R R

M
M M

a x u D x dx f x D x dx

∗ ∗

α α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

   δ ψ = ψ   
   

∑ ∑∫ ∫   (4) 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )( ) ( )m
c pH L ⋅

°ψ ∈ Ω Ω , supp R∗
ψ ⊂ Ω , äå 1R∗ ≥  – äåÿêå ÷èñëî.  

Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë 0 0R > , 1R ≥ , 0R R R∗< ≤ , âèêîíóºòüñÿ íå-

ð³âí³ñòü  

 
00

22
1 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )

R
M

K u x u x D u x D u xα α

α ∈Ω

 − + − + ∑∫  

 
2
-2

-( )
1 2 4

0
( ) ( )

-

q
q

s np x Ru x u x dx C R
R R

µ
 + − ≤ +     

 

 
0

( ) 2
5 ,1 ,20,1 0,2

( ) ( ) ( ) ( )

R

p x

M

C f x f x f x f x dx
∗

α α
α ∈Ω

  + − + −   
∑∫ , (5) 

äå ,  q µ  ³ s  òàê³ æ, ÿê â òåîðåì³, à 4C  ³ 5C  – äåÿê³ ñòàë³, ÿê³ çàëåæàòü 

ò³ëüêè â³ä 1 2 1 2 3, , , ,B B K K K  (ç óìîâ (À4) ³ (À5)), 0 1,  ,  ,  ,  q p p m n , s .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîêëàäåìî 1 2:v u u= − . Ç ³íòåãðàëüíèõ òîòîæíîñòåé, 

îòðèìàíèõ ç (4) â³äïîâ³äíî äëÿ 1u  ³ 2u , ìàòèìåìî  

 1 2( , ) ( , )

R

M M
M

a x u a x u D dx

∗

α
α α

α ∈Ω

δ − δ ψ =∑∫ {( ) }  

 ,1 ,2( )

R
M

f f D dx

∗

α
α α

α ∈Ω

= − ψ∑∫   (6) 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )( ) ( )m
c pLH

ο

⋅ψ ∈ Ω Ω , supp R∗
ψ ⊂ Ω .  

  Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ loc( )mv H
°∈ Ω , 2 loc ( )g Lα ,∈ Ω , äå n

+α ∈  , 

0 m< α ≤ , íà ï³äñòàâ³ ëåìè 3.1 ç ðîáîòè [8] âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  
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 2( ) ( )s s sg D v D v dx g dxα α
α α

Ω Ω

ζ − ζ ≤ ε ζ +∫ ∫ ( )  

 
2 2 2( ) ssD v dx C v dx− αβ

α
β = αΩ Ω

 + ε ζ + ε ζ 
 

∑∫ ∫  , (7) 

äå 0ε >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî, ( ) 0Cα ε >  – ñòàëà, ÿêà â³ä R  íå çàëåæèòü.  
Íåõàé 1R ≥  – äîâ³ëüíå ÷èñëî. Ïîêëàäåìî â (6) (äèâ. [8, ñ. 220]) ψ =  

sv= ζ , äå 221( )x R x
R

ζ = −( ) , ÿêùî x R< , ³ ( ) 0xζ = , ÿêùî x R≥ , 

m s<  – äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî (çíà÷åííÿ s  óòî÷íèìî ï³çí³øå).  
Ç îòðèìàíî¿ ð³âíîñò³ (6) íà ï³äñòàâ³ (7) ìàòèìåìî 

 
0

1 2 1( , ) ( , ) ( ) ( , )

R R

s
M M M

M M

a x u a x u D v dx a x uα
α α α

α ∈ α ∈Ω Ω

δ − δ ζ ≤ ε δ −∑ ∑∫ ∫( )  

 
0

2 2
2 ,1 ,2( , ) ( ) ( )

R

s s
M

M

a x u dx f x f x dxα α α
α ∈Ω

− δ ζ + ε − ζ +∑∫  

 
0 0

2 2 2
6

| |

2 ( )

R R

s s i

M i M

D v dx C v dxβ −

α ∈ β = α ∈Ω Ω

   + ε ζ + ε ζ +     
∑ ∑ ∑∫ ∫  

 ,1 ,2( )( )

R

s

M

f f D v dxα
α α

α ∈Ω

+ − ζ∑∫ , (8) 

äå 0ε >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî, 6 ( ) 0C ε >  – ñòàëà, ÿêà â³ä R  íå çàëåæèòü.  
Îö³íèâøè ÷ëåíè íåð³âíîñò³ (8) ç âèêîðèñòàííÿì óìîâ (À4) ³ (À5), íåð³â-

íîñòåé Êîø³ òà Þíãà ïîä³áíî äî òîãî, ÿê öå çðîáëåíî ó [3], îòðèìàºìî  

 
00

22 ( )
1 2 3(2 ) ( ) ( ) ( )

R

p x

M

K v x K D v x K v x dxα

α ∈Ω

 − σ + + ≤  ∑∫  

 
2 1

21 ( )
7 8 0,1 0,2

0
( ) ( )

p
p

R

s n p xR C R C f x f x
R R

µ
∗−

−

Ω

  ≤ + − +  −  ∫ (  

 
0

2
1 2( ) ( )

M

f x f x dxα, α,
α ∈

+ − ∑ ) , (9) 

äå 7 8,C C  – äîäàòí³ ñòàë³, ÿê³ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä 0 1 1 2 3, , , , , ,p p m n K K K , 

1 2, ,B B s ; 0σ = , ÿêùî 1 0B = , ³ 1Kσ = , ÿêùî 1 0B >  (à, îòæå, çà íàøèì 

ïðèïóùåííÿì, 1 0K > ). Ç (9) ëåãêî îòðèìàºìî íåð³âí³ñòü (5) ç 1q p= . Çâåð-

íåìî óâàãó íà òå, ùî äî öüîãî ÷àñó íå âèêîðèñòàíî óìîâè 1 0K > . Íåõàé 

1 0K > . Â³çüìåìî ÿêå-íåáóäü 0(2, ]q p∈ . Áåçïîñåðåäíüî ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî 

äëÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷êè x ∈ Ω  òàêî¿, ùî ( )v x  ³ ( )p x  âèçíà÷åí³ ³ 0 1( )p p x p≤ ≤ , 

ïðàâèëüíà íåð³âí³ñòü  

 2 ( )
1 3 4( ) ( ) ( )p x qK v x K v x K v x+ ≥ , (10) 

äå 4 1 3min ,K K K= { } . Ì³ðêóþ÷è àíàëîã³÷íî äî òîãî, ÿê öå ðîáèëîñÿ âèùå, 

îäåðæèìî íåð³âí³ñòü (5) ç 0(2 ]q p∈ , . ◊ 

Íàñë³äîê. Íåõàé p ∗∈   i ( ) pa ∗
α ∈  , ( ) pfα ∈  , pϕ∈  , pw∈   òàê³, ùî 

( )
R

m
Rw H

∗∗
Γ

°
− ϕ ∈ Ω  òà  

 ( , )

R R

M
M M

a x w D dx f D dx

∗ ∗

α α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

 δ ψ = ψ 
 

∑ ∑∫ ∫  (11) 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )( ) ( )m
c pH L ⋅

°ψ ∈ Ω Ω , supp R∗
ψ ⊂ Ω , äå 1R∗ ≥  – äåÿêå ÷èñëî. 
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Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë 0 0R > , 1R ≥  òàêèõ, ùî 0R R R∗< ≤ , ñïðàâ-

äæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü, ÿêà â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä íåð³âíîñò³ (3) ò³ëüêè òèì, 
ùî çàì³ñòü u  ñòî¿òü w .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Òâåðäæåííÿ íàñë³äêó ëåãêî îòðèìàòè ç ëåìè 1, âçÿâ-
øè 1( ) ( )u x w x= , 2 ( ) ( )u x x= ϕ , ,1( ) ( )f x f xα α= , ,2( ) ( , ( ))Mf x a x xα α= δ ϕ , Mα ∈ , 

x ∈ Ω , ³ âèêîðèñòàâøè íåð³âí³ñòü 12q q qqa b a b−− ≥ − , ,a b R∈  ³ 1q ≥ . ◊ 

4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè. 

Ïîáóäîâà íàáëèæåíü ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ,  ,  ,  p p p p p∗ ∗: ∈BP( )     .  

Íåõàé ( ) pa ∗
α ∈  , ( ) pfα ∈  , pϕ ∈ Φ ∈   äëÿ äåÿêîãî p ∗∈   ³ k  – äî-

â³ëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèáåðåìî ôóíêö³¿ kϕ  ³ ,( )kfα  òàêèìè, ùîá kϕ ∈  

p∈  , ,( )k pfα ∈   ³ kϕ = ϕ , ,kf fα α=  íà 3 4k−Ω / , Mα ∈ , òà 0kϕ = , , 0kfα =  

íà 1 2\ k−Ω Ω / , Mα ∈ .  

Øóêàòèìåìî ôóíêö³þ ( )( ) ( )m
k k p ku H L ⋅∈ Ω Ω  òàêó, ùî ( )

kk ku Ω− ϕ ∈  

( )m
kH°∈ Ω  ³ äëÿ áóäü-ÿêèõ ( )( ) ( )m

k p kH L ⋅
°ψ ∈ Ω Ω  ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü  

 ,( , )

k k

M k k
M M

a x u D dx f D dxα α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

   δ ψ = ψ   
   

∑ ∑∫ ∫ . (12) 

Ïîêàæåìî, ùî òàêà ôóíêö³ÿ ³ñíóº, ïðè÷îìó ºäèíà. Äëÿ öüîãî ñïî÷àòêó 
çðîáèìî â ð³âíîñò³ (12) çàì³íó k k ku v= + ϕ . Âíàñë³äîê öüîãî ï³ñëÿ î÷åâèä-

íèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìàºìî  

 , ,( , )

k k

k M k k
M M

a x v D dx f D dxα α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

   δ ψ = ψ   
   

∑ ∑∫ ∫  , (13) 

äå ψ  òàêà æ, ÿê â (12), ,( )k pa ∗
α ∈   ³ ,( )k pfα ∈  . 

Äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ ôóíêö³¿ ( )( ) ( )m
k k p kv H L ⋅

°∈ Ω Ω , ÿêà çàäîâîëüíÿº 

òîòîæí³ñòü (13), ïðîâîäèòüñÿ ìåòîäîì Ãàëüîðê³íà (äèâ., íàïðèêëàä, [7, ñ. 22]). 
ªäèí³ñòü ôóíêö³¿ ku  ëåãêî äîâåñòè ç âèêîðèñòàííÿì óìîâè (À5). 

Ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ , , ,p p p p p∗ ∗: ∈BP( )     . Ïðîäîâæèìî ku  íó-

ëåì íà Ω , çáåð³ãàþ÷è çà öèì ïðîäîâæåííÿì ïîçíà÷åííÿ ku . Ïîêàæåìî, ùî 

ïîñë³äîâí³ñòü 1k ku ∞
={ }  ì³ñòèòü ï³äïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà çá³ãàºòüñÿ äî u ∈  

( ), ( ),a fα α∈ ΦSBP( ) . Íåõàé k  ³   – äîâ³ëüí³ íàòóðàëüí³ ÷èñëà, ïðè÷îìó 

1 k< <  ; 0 ,R R  – áóäü-ÿê³ ä³éñí³ ÷èñëà òàê³, ùî 00 1R R k< < ≤ − , 1R ≥ ; 

q  – ä³éñíå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿº â³äïîâ³äí³ óìîâè ç ôîðìóëþâàííÿ òåîðå-

ìè ³ òàêå, ùî 
2

0
( 2)
n q
q
− µ

<
−

. Òîä³ ç ëåìè 1, ïîêëàâøè 1R k∗ = − , îòðèìàºìî  

 
00

2 ( )( ) ( ) ( ) ( )

R

p x
k k

M

D u x D u x u x u x dxα α

α ∈Ω

 − + − ≤  ∑∫    

 2 /( 2)
4

0

s
n q qRC R

R R
− µ − ≤  − 

, (14) 

äå 4 0C > , 0s >  – ñòàë³, ÿê³ â³ä 0, ,k R  òà R  íå çàëåæàòü.  
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Íåõàé 0ε >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî. Çàô³êñóºìî áóäü-ÿêå çíà÷åííÿ 0 0R >  ³ 

âèáåðåìî 0max 1,R R≥ { }  íàñò³ëüêè âåëèêèì, ùîáè ïðàâà ÷àñòèíà íåð³âíîñ-

ò³ (14) áóëà ìåíøîþ â³ä ε . Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêèõ 1k R≥ +  ³ k>  ë³âà ÷àñòè-

íà íåð³âíîñò³ (14) ìåíøà â³ä ε . Öå îçíà÷àº, ùî ïîñë³äîâí³ñòü 
0

1|
Rk ku ∞

Ω ={ }  º 

ôóíäàìåíòàëüíîþ â 
0 0( )( ) ( )m

R p RH L ⋅Ω Ω . Îñê³ëüêè 0 0R >  – äîâ³ëüíå ÷èñ-

ëî, òî çâ³äñè âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ôóíêö³¿ loc ( ),loc( ) ( )m
pu H L ⋅∈ Ω Ω  òàêî¿, ùî  

 k
k

u u
→∞
→   â  p . (15) 

Ç (15) òà óìîâè (À4) íà ( )aα  âèïëèâàº, ùî  

 ( , ( )) ( , ( ))M k M
k

a u a uα α→∞
⋅ δ ⋅ → ⋅ δ ⋅  â 2,loc 0( ),     L MΩ α ∈ . (16) 

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ³ñíóº ï³äïîñë³äîâí³ñòü 1jk ju ∞
={ }  ïîñë³äîâíîñò³ 1k ku ∞

={ }  

òàêà, ùî  

  
0 0
( , ( ))  ( , ( ))

jM k M
j

a u a u
→∞

⋅ δ ⋅ → ⋅ δ ⋅   ñëàáî â 
( ),loc

( )
p

L ∗ ⋅
Ω . (17) 

Íåõàé 0 0R >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî. Ç íàñë³äêó ëåìè 1 ìàºìî, ùî  

 
00

2 ( )
9 0( ) ( ) ( )

R

p x
k k

M

D u x u x dx C Rα

α ∈Ω

 + ≤  ∑∫ , (18) 

äå 9 0( ) 0C R >  – ñòàëà, ÿêà â³ä k  íå çàëåæèòü. Íà ï³äñòàâ³ óìîâè (À2) ³ íå-

ð³âíîñò³ Ãåëüäåðà, âðàõóâàâøè (18), ìàºìî  

 

0

( )
10 00

( , ( )) ( )

R

p x
M ka x u x dx C R

∗

Ω

δ ≤∫ , (19) 

äå 10 0( ) 0C R >  – ñòàëà, ÿêà â³ä k  íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè â³ä 0R .  

Íà ï³äñòàâ³ (15), (19) òà óìîâè (À1), âðàõîâóþ÷è ðåôëåêñèâí³ñòü ïðî-
ñòîðó 

0( ) ( )p RL ⋅ Ω , ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ³ñíóâàííÿ ï³äïîñë³äîâíîñò³ 

1jk ju ∞
={ }  ïîñë³äîâíîñò³ 1k ku ∞

={ }  òà ôóíêö³¿ 
0 ( ),loc

( )
p

L ∗ ⋅
χ ∈ Ω  òàêèõ, ùî  

 
0 0

( ) ( ),        ( , ( )) ( , ( ))
j jk M k M

j j
u u a u a u

→∞ →∞
⋅ → ⋅ ⋅ δ ⋅ → ⋅ δ ⋅  

 ìàéæå âñþäè íà Ω , (20) 

 
0 0
( , ( )) ( )

jM k
j

a u
→∞

⋅ δ ⋅ → χ ⋅   ñëàáî â 
( ),loc

( )
p

L ∗ ⋅
Ω . (21) 

Ç (20), (21) òà ëåìè 1.3 ç ðîáîòè [7, ñ. 25] îòðèìàºìî, ùî 
0 0
( ) ( , ( ))Ma uχ ⋅ = ⋅ δ ⋅ , 

òîáòî âèêîíóºòüñÿ (17). 

Íåõàé ( )( ) ( )m
c pH L ⋅

°ψ ∈ Ω Ω . Äëÿ êîæíîãî 0j j≥ , äå 0j ∈   òàêå, ùî 

0
supp

jkψ ⊂ Ω , ïîêëàäåìî â (12) jk k=  ³ ïåðåéäåìî â îòðèìàí³é 

ïîñë³äîâíîñò³ ð³âíîñòåé äî ãðàíèö³ ïðè j → + ∞ , âðàõóâàâøè (16), (17), à òà-

êîæ òå, ùî , jk
j

f fα →∞
→  â p . Òîä³ îòðèìàºìî ð³âí³ñòü (2) äëÿ çàäàíî¿ ôóíêö³¿ 

ψ . Îñê³ëüêè ψ  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ³ 
j jk k

j
u u

→∞
− ϕ → − ϕ  â loc( )mH° Ω , òî äîâå-

äåíî, ùî ( ), ( ),u a fα α∈ ΦSBP( ) . 

Îäíîçíà÷í³ñòü çàäà÷³ ,  ,  ,  p p p p p∗ ∗: ∈BP( )     . Íåõàé ( ) pa ∗
α ∈  , 

( ) pfα ∈  , pΦ ∈   äëÿ äåÿêîãî p ∗∈  . Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà ( )aαSBP( , 
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( ),fα Φ)  ì³ñòèòü íå á³ëüøå îäíîãî åëåìåíòà. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé 

1 2,u u  – (ð³çí³) åëåìåíòè ìíîæèíè ( ), ( ),a fα α ΦSBP( ) . Ç ëåìè 1 äëÿ ð³çíèö³ 

1 2u u−  îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü (5) áåç äðóãîãî ³ òðåòüîãî ÷ëåí³â â êâàäðàòíèõ 

äóæêàõ ó ïðàâ³é ÷àñòèí³. Çàô³êñóâàâøè çíà÷åííÿ 0R , ïåðåéäåìî â ö³é 
íåð³âíîñò³ äî ãðàíèö³ ïðè R → + ∞ , ïîïåðåäíüî âèáðàâøè çíà÷åííÿ 0q >  

òàêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåð³âí³ñòü 
2

0
2

n q
q
− µ

<
−

. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî, 

ùî 1 2u u=  íà 
0RΩ . Îñê³ëüêè 0 0R >  – äîâ³ëüíå ÷èñëî, òî çâ³äñè ìàºìî, ùî 

1 2u u=  ìàéæå âñþäè íà Ω . 

Êîðåêòí³ñòü çàäà÷ 
o

,  ,  ,  p p p p∗ ∗Φ : ∈BP( )     ³ ,  ,  p p p
∗∗BP(   , 

p p ∗: ∈ )  . Çàäà÷³ 
o

, , ,p p p p∗ ∗Φ : ∈BP( )     ³ , , ,p p p p p∗∗ ∗: ∈BP( )      

º ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè çàäà÷³ , , ,p p p p p∗ ∗: ∈BP( )     , à òîìó ¿õ îäíî-

çíà÷íà ðîçâ’ÿçí³ñòü âèïëèâàº ç îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ ö³º¿ çàäà÷³.  

Ñïî÷àòêó çàâåðøèìî äîâåäåííÿ êîðåêòíîñò³ çàäà÷³ , , ,p p p p
∗∗ :BP(     

p ∗∈ ) . Íåõàé ,( ) ( )k
k

a aα α→∞
→  â p

∗∗ , ,( ) ( )k
k

f fα α→∞
→  â p , k

k→∞
Φ → Φ  â p  ³ 

( ), ( ),u a fα α∈ ΦSBP( ) , , ,( ), ( ),k k k ku a fα α∈ ΦSBP( ) , k ∈  . Âèáåðåìî ϕ  i 

1k k
∞

=ϕ{ }  ç p  òàê³, ùî ϕ ∈ Φ , k kϕ ∈ Φ , k ∈  , ³ kϕ → ϕ  â p . Ç îçíà÷åííÿ 

ôóíêö³é ,ku k ∈  , òà u  ìàºìî  

 ( , )M M
M M

a x v D dx f D dxα α
α α

α ∈ α ∈Ω Ω

   δ ϕ + δ ψ = ψ   
   

∑ ∑∫ ∫ , (22) 

 ,( , ) ( , )M M k k M M k
M M

a x v D dx f a x vα
α α α

α ∈ α ∈Ω Ω

  δ ϕ + δ ψ = + δ ϕ + δ −  
  

∑ ∑∫ ∫ (  

 , ( , )k M k M ka x v D dxα
α

− δ ϕ + δ ψ


) , (23) 

äå :v u= − ϕ , :k k kv u= − ϕ , k∈ , ψ  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ ç ( )( ) ( )m
c pH L ⋅

° Ω Ω . 

Íåõàé 0R  ³ R  – äîâ³ëüí³ ñòàë³ òàê³, ùî 00 R R< < , 1R ≥ . Ç (22) ³ (23) íà 

ï³äñòàâ³ ëåìè 1 ìàºìî  

 
00

2 ( )( ) ( ) ( ) ( )

R

p x
k k

M

D v x D v x v x v x dxα α

α ∈Ω

 − + − ≤  ∑∫  

 
2

2
4 5 0, 0 0

0

( , )
q

q

R

s n

M M kk
R C R C f f a x v

R R

µ
−−

Ω

 ≤ + − + δ ϕ + δ −  −   ∫  

 
0

( )

,0,
( , ) ( , )

p x

M k M k k M M kk
M

a x v f f a x v
∗

α α α
α ∈

− δ ϕ + δ + − + δ ϕ + δ −∑  

 
2

, ( , )k M k M ka x v dxα
− δ ϕ + δ 

, (24) 

äå 4 5, , ,C C s q  – ñòàë³, ÿê³ â³ä 0R  òà R  íå çàëåæàòü, ïðè÷îìó 
2

0
( 2)
n q
q
− µ

<
−

.  

Íà ï³äñòàâ³ çá³æíîñò³ ïîñë³äîâíîñò³ , 1( )k ka ∞
α ={ }  äî ( )aα  â p

∗∗  òà óìîâè 

(À4) îòðèìàºìî  
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0

2
, ,( , ) ( , )

R

k M M k k M k M k
M

f f a x v a x v dxα α α α
α ∈Ω

− + δ ϕ + δ − δ ϕ + δ ≤∑∫  

 
0

2
,2

R

k
M

f f dxα α
α ∈Ω

≤ − +∑∫  

 
2

, 2
11

( , ) ( , )
ess sup sup (1 )

1NMR R

k
M k

x R

a x a x
C u dxα α

∈Ω ξ∈ Ω

ξ − ξ + + δ +  + ξ  ∫  

 2

R

M k M d x
Ω

+ δ ϕ − δ ϕ ∫ , (25) 

äå 11 0C >  – ñòàëà, ÿêà â³ä k  íå çàëåæèòü.  

 Ç íàñë³äêó ëåìè 1 âèïëèâàº îáìåæåí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ 
1R

k k
u

∞
Ω =

{ }  â 

ïðîñòîð³ ( )( ) ( )m
R p RH L ⋅Ω Ω . Çâ³äñè íà ï³äñòàâ³ ïðèïóùåíü ñòîñîâíî 

, 1 , 1 1( ) , ( ) ,k k k k k ka f∞ ∞ ∞
α = α = =ϕ{ } { } { }  âèïëèâàº, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ô³êñîâàíîãî 

0R >  ë³âà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (25) ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè k → ∞ .  
Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è íåð³âí³ñòü Ãåëüäåðà, çá³æí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ 

10,
( ) kk
a ∞

={ }  äî 
0

( )a  â p
∗ , óìîâó (À6), à òàêîæ òâåðäæåííÿ 1, îòðèìàºìî  

 
0, 0 0 0,

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( )( ) (
R

M M k M kk k
f x f x a x x v x a x x

Ω

− + δ ϕ + δ − δ ϕ +∫  

 
( ) ( )

13 0, 0
( ) ( ) ( ))

R

p x p x
M k k

v x dx C f x f x dx
∗ ∗

Ω

+ δ ≤ − +∫  

 
10, 0

14 2/ ( ) ( ) 1{0,1}
0

( , ) ( , )
max ess sup sup

1NMR

p
pk

p x p xx

a x a x
C ∗

−

−∈ ∈Ω ξ∈

ξ − ξ  
+ × 

  + ξ + ξ





 

 2 ( )1 ( ) ( )

R

p x
M k ku x u x dx

Ω


× + δ + +


∫ ( )  

 
( )15 2 ( )

1

( )
p Rp p k k L

p

C R v
⋅− Ω

−

 + ϕ + ϕ + × 
 

S S () )  

 2
( )

2( 1)
1 16( )
1

( ) p
p R

p
p k M kL

p

C R −
⋅

−
Ω

−

  × ϕ − ϕ + δ ϕ +  
  

S S S( )  

 
2 2

2( 1)

22
( ) ( )pR R

p
M M k L M k M L

v
−

Ω Ω
  + δ ϕ + δ ⋅ δ ϕ − δ ϕ  
  

S , (26) 

äå qS  âèçíà÷åíî â òâåðäæåíí³ 1; 13 14,C C  – äåÿê³ äîäàòí³ ñòàë³, 15 ( )C R , 

16 ( )C R  – äîäàòí³ ñòàëi, ÿêi â³ä k ∈   íå çàëåæaòü. Íà ï³äñòàâ³ íàøèõ 

ïðèïóùåíü ë³âà ÷àñòèíà íåð³âíîñò³ (26) ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè k → ∞ .  
Íåõàé 0ε >  – äîâ³ëüíå, ÿê çàâãîäíî ìàëå, ÷èñëî. Çàô³êñóºìî äîâ³ëüíèì 

÷èíîì âèáðàíå 0 0R >  ³ âèáåðåìî 0max 1, 2R R≥ { }  íàñò³ëüêè âåëèêèì, ùîá  

 2 /( 2)
4

0 2

s
n q qRC R

R R
− µ − ε  < − 

, (27) 

³ çàô³êñóºìî öå çíà÷åííÿ.  

Îñê³ëüêè 0

0 0
1 2

RR
R R R R

≤ + ≤
− −

, òî ç³ ñêàçàíîãî âèùå, çîêðåìà (27), 

âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ 0k ∈   òàêîãî, ùî  
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00

2 ( )( ) ( ) ( ) ( )

R

p x
k k

M

D v x D v x v x v x dxα α

α ∈Ω

 − + − ≤ ε  
∑∫ , 

äëÿ áóäü-ÿêèõ 0k k≥ . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî k
k

u u
→∞
→  â p . Îòæå, äîâåäåíî 

êîðåêòí³ñòü çàäà÷³ ,  ,  ,  p p p p p∗∗ ∗: ∈BP( )     . 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó 
o

,  ,  ,  p p p p∗ ∗Φ : ∈BP( )    . Âèêîðèñòîâóþ÷è 

ì³ðêóâàííÿ, àíàëîã³÷í³ äî íàâåäåíèõ âèùå, âðàõîâóþ÷è ïðè öüîìó, ùî 
0ϕ = , 0kϕ = , k ∈  , (à, îòæå, çðîáèâøè â³äïîâ³äí³ çì³íè â õîä³ äîâåäåííÿ, 

çîêðåìà, ïðîïóñêàþ÷è íåð³âíîñò³ òèïó (26)), îòðèìàºìî òå, ùî ïîòð³áíî. ◊ 
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КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВЫСШИХ 
ПОРЯДКОВ БЕЗ УСЛОВИЙ НА БЕСКОНЕЧНОСТИ 
 
Èññëåäîâàí êëàññ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé âûñøèõ ïîðÿäêîâ ñ ïåðå-
ìåííûìè ïîêàçàòåëÿìè íåëèíåéíîñòè â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ, äëÿ êîòîðûõ 
êðàåâûå çàäà÷è ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè òèïà Äèðèõëå ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíûìè 
(ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, åäèíñòâåííî è íåïðåðûâíî çàâèñèò îò èñõîäíûõ äàííûõ) 
áåç êàêèõ-ëèáî óñëîâèé íà ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ è áåç êàêèõ-ëèáî îãðàíè÷åíèé íà 
âîçðàñòàíèå èñõîäíûõ äàííûõ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îáîáùåííûå 
ðåøåíèÿ èññëåäóåìûõ çàäà÷ èç ñîîòâåòñòâóþùèõ îáîáùåííûõ ïðîñòðàíñòâ 
Ëåáåãà.  
 
BOUNDARY-VALUE PROBLEMS FOR NON-LINEAR ELLIPTIC HIGHER ORDER  
EQUATIONS WITHOUT CONDITIONS AT INFINITY 
 
We examine the class of non-linear elliptic higher order equations with changeable 
indices of non-linearity in unbounded domains, such that the boundary-value problems 
with Dirichlet boundary conditions for them are well-posed (a solution exists, it is 
unique and continuously dependent on the initial data) with no conditions for the beha-
viour of solution and restrictions on increasing of the initial data at infinity. We consi-
der the weak solutions of the investigated problems from the corresponding general 
Lebesgue spaces.  
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