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Г. А. Снітко  
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ  
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ äëÿ ïà-
ðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç íåâ³äîìèì êîåô³ö³ºíòîì ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é â îáëàñ-
ò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ. 

 
Çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ çàëåæíîãî â³ä ÷àñó êîåô³ö³ºíòà ïðè ïîõ³äí³é íåâ³-

äîìî¿ ôóíêö³¿ ó ïàðàáîë³÷íîìó ð³âíÿíí³ ðîçãëÿíóòî ó ïðàö³ [5]. Ó ðîáîò³ [3] 
äîñë³äæåíî îáåðíåíó çàäà÷ó îäíî÷àñíîãî âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà òåìïåðà-
òóðîïðîâ³äíîñò³ òà êîåô³ö³ºíòà ïðè ïåðø³é ïîõ³äí³é. Îáåðíåíó çàäà÷ó âè-
çíà÷åííÿ ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà â ð³âíÿíí³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ â îáëàñò³ ç â³ëü-
íîþ ìåæåþ ðîçãëÿíóòî â [1]. Ìåòîþ ö³º¿ ïðàö³ º äîñë³äèòè îáåðíåíó çàäà÷ó 
âèçíà÷åííÿ ìîëîäøîãî êîåô³ö³ºíòà â îáëàñò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ.  

Â îáëàñò³ ( , ) : 0 ( ),  0T x t x h t t TΩ = < < < <{ }  ç íåâ³äîìîþ ìåæåþ x =  

( )h t=  ðîçãëÿíåìî ïàðàáîë³÷íå ð³âíÿííÿ  

 ( , ) ( ) ( , ) ( , ),         ( , )t xx x Tu a x t u b t u c x t u f x t x t= + + + ∈ Ω , (1) 

ç íåâ³äîìèì êîåô³ö³ºíòîì ( )b b t=  çà ïî÷àòêîâî¿ óìîâè  

 ( ,0) ( ),         0 (0)u x x x h= ϕ ≤ ≤ , (2) 

êðàéîâèõ óìîâ  

 1 2(0, ) ( ),         ( ( ), ) ( ),         0u t t u h t t t t T= µ = µ ≤ ≤ , (3) 

òà óìîâ ïåðåâèçíà÷åííÿ  

 
( )

3
0

( , ) ( ),          0
h t

u x t dx t t T= µ ≤ ≤∫ , (4) 

 
( )

4
0

( , ) ( ),         0
h t

xu x t dx t t T= µ ≤ ≤∫ . (5) 

Çàì³íîþ çì³ííèõ ,  
( )
xy t t

h t
= =  çâåäåìî çàäà÷ó (1)–(5) äî îáåðíåíî¿ 

ñòîñîâíî íåâ³äîìèõ ( ),  ( ),  ( , )h t b t v y t , äå ( , ) ( ( ), )v y t u yh t t= , â îáëàñò³ TQ =  

( , ) : 0 1,  0y t y t T= < < < <{ } :  

 
2

( ( ), ) ( ) ( )
( ( ), ) ( ( ), )

( )( )
t yy y

a yh t t b t yh t
v v v c yh t t v f yh t t

h th t

′+
= + + + , 

 ( , ) Ty t Q∈ , (6) 

 ( ,0) ( (0)),        0 1v y yh y= ϕ ≤ ≤ , (7) 

 1 2(0, ) ( ),             (1, ) ( ),         0v t t v t t t T= µ = µ ≤ ≤ , (8) 

 
1

3
0

( ) ( , ) ( ),           0h t v y t dy t t T= µ ≤ ≤∫ , (9) 

 
1

2
4

0

( ) ( , ) ( ),        0h t yv y t dy t t T= µ ≤ ≤∫ . (10) 

Ï³ä ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (6)–(10) áóäåìî ðîçóì³òè òð³éêó ôóíêö³é ( )h t( , 

( ),  ( , )b t v y t )  ç êëàñó 1 2,10, 0, ( ),  ( ) 0,  0,TC T C T C Q h t t T× × > ∈[ ] [ ] [ ] , ùî çàäî-
âîëüíÿº ð³âíÿííÿ (6) òà óìîâè (7)–(10).  
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Òåîðåìà 1. Ïðè âèêîíàíí³ óìîâ  

(À1) 1 2
0[0, ],   1, ,4,     [0, ),     [0, ]i C T i C C hµ ∈ = ϕ ∈ ∞ ϕ ∈ , 

 1,0
1, , ([0, ) [0, ]),     , , ([0, ] [0, ])a c f C T a c f C H T∈ ∞ × ∈ × ;  

(À2) 0( ) 0,    1, ,4,    [0, ],     ( ) 0,     [0, )i t i t T x xµ > = ∈ ϕ ≥ ϕ > ∈ ∞ , 

 0 1( ) 0,    [0, ],     ( , ) 0,    ( , ) [0, ] [0, ]x x h a x t x t H T′ϕ > ∈ > ∈ × , 

( , ) 0,     ( , ) 0,     ( , ) [0, ) [0, ]f x t c x t x t T≥ ≤ ∈ ∞ × , 
äå 

0

1
1 3 1 1 2

[0, ] [0, ] [0, ] [0, ]
max ( ) min min ( ),  min ( ),  min ( )

T h T T
H t C x t t −= µ ϕ µ µ( { }) , 

0 (0) 0h h= >  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ 
(0)

3
0

( ) (0)
h

x dxϕ = µ∫ ;  

(À3) 
0

1 0 2 4
0

(0) (0),     ( ) (0),     (0) ( )
h

h x x dxϕ = µ ϕ = µ µ = ϕ∫ ,  

1 2
00

(0,0) (0)
(0) (0) (0) (0,0) (0) (0,0)

a b
c f

hh
′ ′′ ′µ = ϕ + ϕ + ϕ + ,  

0
2 0 0 0 0 02

00

( ,0) (0) (0)
(0) ( ) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)

a h b h
h h c h h f h

hh

′+′ ′′ ′µ = ϕ + ϕ + ϕ + ,  

äå 

 4 3 0
1 0 3

1(0) (0) (0) (0,0) (0)
(0) (0)

b h a
h

 ′ ′ ′= µ − µ − ϕ +µ − µ 
  

 
1

0 0 0 0
0

( 1) ( ,0) ( ,0) ( )xh y a yh a yh yh′+ − + ϕ +∫ ([ ]  

 2
0 0 0 0(1 ) ( ,0) ( ) ( ,0)h y c yh yh f yh dy+ − ϕ + 

)[ ] ,  

 2 1 3
0 0

2 2 0 2

(0) (0) (0) 1(0) (0) ( ,0) ( ) (0,0) (0)
(0) (0) (0)

h b a h h a
h

′µ − µ µ′ ′ ′+ = − ϕ − ϕ +
µ µ µ

( )   

 
1

0 0 0 0 0 0
2 0

1 ( ,0) ( ) ( ,0) ( ) ( ,0)
(0) xa yh yh h c yh yh f yh dy′+ ϕ − ϕ +

µ ∫ ( )[ ] ,  

ìîæíà âêàçàòè òàêå ÷èñëî 0 0: 0T T T< ≤ , ÿêå âèçíà÷àºòüñÿ âèõ³äíèìè 

äàíèìè, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6)–(10) ³ñíóº ïðè 00 1,  0y t T≤ ≤ ≤ ≤ .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Ùîäî íàÿâíèõ â òåîðåì³ 1 êîíñòàíò, òî ç óìîâ (2), (4) 
³ ïðèïóùåíü òåîðåìè 1 âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ºäèíîãî çíà÷åííÿ 0(0)h h= , ÿêå 

çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
(0)

3
0

( ) (0)
h

x dxϕ = µ∫ . 

Âèçíà÷åííÿ ÷èñëà 1H  áàçóºòüñÿ íà òàêèõ ì³ðêóâàííÿõ. Çã³äíî ç ïðèí-
öèïîì ìàêñèìóìó [2] äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6)–(8) ìàòèìåìî  

 
0

1 1 2 1
[0, ] [0, ] [0, ]

( , ) min min ( ),  min ( ),  min ( ) 0,    ( , ) T
h T T

v y t C x t t M y t Q≥ ϕ µ µ ≡ > ∈{ } . 

Ç óìîâè (9) îòðèìàºìî  

 3
1

0

( )
( )

( , )

t
h t

v y t dy

µ
=

∫
. (11) 
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Çâ³äñè ç óðàõóâàííÿì âñòàíîâëåíî¿ îö³íêè äëÿ ( , )v y t îäåðæèìî  

 
3

[0, ]
1

1

max ( )
( ) , [0, ]T

t
h t H t T

M

µ
≤ ≡ < ∞ ∈ . 

Çâåäåìî çàäà÷ó (6)–(10) äî ñèñòåìè ð³âíÿíü. Ïðÿìà çàäà÷à (6)–(8) ó âè-
ïàäêó äîâ³ëüíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0 ]T,  ôóíêö³é ( ), ( ), ( )h t h t b t′  åêâ³âàëåíòíà 
ð³âíÿííþ  

 
1

0 1
0 0

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , , , ) ( , )

( )

t
b h

v y t v y t G y t v d d
h η

′τ + η τ= + η τ η τ η τ
τ∫ ∫ , (12) 

äå 1( , , , )G y t η τ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ  

 
2

( ( ), )
( ( ), )

( )
t yy

a yh t t
v v c yh t t v

h t
= + . 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ ( ) ( ),  ( , ) ( , )yp t h t w y t v y t′= = . Òîä³ (12) ïåðåïèøåìî òà-

êèì ÷èíîì: 

 
1

0 1
0 0

( ) ( )
( , ) ( , ) ( , , , ) ( , )

( )

t
b p

v y t v y t G y t w d d
h

τ + η τ= + η τ η τ η τ
τ∫ ∫ , (13) 

äå 0 ( , )v y t  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ  

 
1

0 1 0 1 12
0 0

(0, )
( , ) ( , , ,0) ( ) ( , ,0, ) ( )

( )

t
a

v y t G y t h d G y t d
h

η
τ= η ϕ η η + τ µ τ τ −
τ∫ ∫  

 
1

1 2 12
0 0 0

( ( ), )
( , ,1, ) ( ) ( , , , ) ( ( ), )

( )

t t
a h

G y t d G y t f h d d
h

η
τ τ− τ µ τ τ + η τ η τ τ η τ
τ∫ ∫ ∫ . 

Ïðîäèôåðåíö³þâàâøè (9), (10) çà t  ³ âèêîðèñòàâøè ð³âíÿííÿ (6), îäåðæèìî  

 2 1 3

2 2 2

( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) ( ( ), ) (1, )
( ) ( ) ( ) ( )

t t t
p t b t a h t t w t

t t h t t

′µ − µ µ
+ = − −

µ µ µ
[  

 
1

2 0

1(0, ) (0, ) ( ( ), ) ( , )
( ) xa t w t a yh t t w y t
t

− + −
µ ∫] [  

 ( ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )h t c yh t t v y t f yh t t dy− + ]( ) , (14) 

 4 3
1 3

1( ) ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, )
( ) ( ) ( )

b t t t h t a t w t
t h t t

 ′ ′= µ − µ − +µ − µ
 

 
1

0

( )( 1) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )xh t y a yh t t a yh t t w y t+ − + +∫ ([ ]  

 2 ( )(1 ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )h t y c yh t t v y t f yh t t dy+ − + 
)[ ] . (15) 

Çàóâàæèìî, ùî â (15) 1 3( ) ( ) ( ) 0t h t tµ − µ ≠ , êîëè ( , ) 0w y t > , îñê³ëüêè  

 
1

3
1

0

( )
( ) ( 1) ( , )

( )
t

t y w y t dy
h t
µ

µ − = −∫ . 

Âèïèøåìî çàäà÷ó äëÿ çíàõîäæåííÿ ( , )w y t . Äëÿ öüîãî ïðîäèôåðåíö³þ-
ºìî (6), (7) çà y  òà âèêîðèñòàºìî óìîâè (8): 

 
2

( ( ), ) ( ) ( )( ( ), ) ( )
( ) ( )( )

x
t yy y

a yh t t b t yh ta yh t t h t
w w w

h t h th t

′ ′+ + = + + +


 

 ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ),    ( , )x x Tc yh t t w h t c yh t t v h t f yh t t y t Q+ + + ∈


, 
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 0 0( ,0) ( ),       [0,1]w y h yh y′= ϕ ∈ , 

 
2

1 1
( ) ( )

(0, ) ( ) (0, ) ( ) (0, ) (0, ) ,      [0, ]
(0, ) ( )y

h t b t
w t t c t t f t w t t T

a t h t
 ′= µ − µ − − ∈  

, 

 
2

2 2
( ) ( ) ( )

(1, ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), ) (1, )
( ( ), ) ( )y
h t b t h t

w t t c h t t t f h t t w t
a h t t h t

′+ ′= µ − µ − −  
, 

 [0, ]t T∈ . (16) 

Çàäà÷à (16) ó âèïàäêó äîâ³ëüíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0 ]T,  ôóíêö³é ( ),  ( )h t h t′ , 
( )b t  åêâ³âàëåíòíà ð³âíÿííþ  

 
1

0 2 0 2 1 1
0 0

( , ) ( , , ,0) ( ) ( , ,0, ) ( ) (0, ) ( )
t

w y t h G y t h d G y t c′ ′= η ϕ η η − τ µ τ − τ µ τ −∫ ∫  

 2 2 2
0

( )
(0, ) (0, ) ( , ,1, ) ( ) ( ( ), ) ( )

( )

t
b

f w d G y t c h
h

τ   ′− τ − τ τ + τ µ τ − τ τ µ τ −  τ ∫  

 
( ) ( )

( ( ), ) (1, )
( )

b h
f h w d

h

′τ + τ − τ τ − τ τ +τ
 

 
1

2
0 0

( ) ( ) ( )
( , , , ) ( , ) ( ( ), ) ( , )

( ) ( )

t b h h
G y t w c h w

h hη

′ ′τ + η τ τ + η τ η τ + + η τ τ η τ +  τ τ ∫ ∫  

 ( ) ( ( ), ) ( , ) ( ) ( ( ), )x xh c h v h f h d d+ τ η τ τ η τ + τ η τ τ η τ
, (17) 

äå 2( , , , )G y t η τ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà äðóãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ  

 
2

( ( ), )( ( ), )
( )( )

x
t yy y

a yh t ta yh t t
w w w

h th t
= + . (18) 

Ïðîâ³âøè ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè â îñòàííüîìó ³íòåãðàë³ (17), ïîäàìî (17) ó 
âèãëÿä³  

 
1

0 2 0 2 1 1
0 0

( , ) ( , , ,0) ( ) ( , ,0, ) ( ) (0, ) ( )
t

w y t h G y t h d G y t c′ ′= η ϕ η η − τ µ τ − τ µ τ −∫ ∫ [  

 2 2 2
0

(0, ) ( , ,1, ) ( ) ( ( ), ) ( ) ( ( ), )
t

f d G y t c h f h d′− τ τ + τ µ τ − τ τ µ τ − τ τ τ +∫] [ ]  

 
1

2
0 0

( , , , ) ( ( ), ) ( , ) ( ) ( ( ), ) ( , )
t

xG y t c h w h c h v+ η τ η τ τ η τ + τ η τ τ η τ +∫ ∫ ([  

 
1

2
0 0

( ) ( )
( ( ), ) ( , , , ) ( , )

( )

t

x
b p

f h d d G y t w d d
hη

τ + η τ
+ η τ τ η τ − η τ η τ η τ

τ∫ ∫)] . (19) 

Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ (18) ç ïî÷àòêîâîþ òà êðàéîâèìè óìîâàìè:  
 ( ,0) 1,        (0, ) (1, ) 0y yw y w t w t= = = . 

Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ ¥ð³íà äðóãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ (18) ðîç-
â’ÿçîê çàäà÷³ ìîæåìî ïîäàòè ó âèãëÿä³  

 
1

2
0

( , ) ( , , ,0)w y t G y t d= η η∫ . 

Ç ³íøîãî áîêó, ðîçâ’ÿçêîì òàêî¿ çàäà÷³ º ( , ) 1w y t = . Îòæå, 
1

2
0

( , , ,0) 1G y t dη η =∫ .  

Òîä³  

 
1 1

2 0 0 2 0
[0,1]

0 0

( , , ,0) ( ) min ( ) ( , , ,0) 0G y t h d yh G y t d M′ ′η ϕ η η ≥ ϕ η η ≥ >∫ ∫ . 
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Îñê³ëüêè â (19) ðåøòà äîäàíê³â ïðè 0t =  äîð³âíþþòü íóëåâ³, òî ³ñíóº äåÿêå 
÷èñëî 0 0,  0t t T< ≤ , òàêå, ùî  

 0
0( , ) 0,          0 1,         0

2

M
w y t y t t≥ > ≤ ≤ ≤ ≤ . 

Îòæå, 1 3( ) ( ) ( ) 0t h t tµ − µ ≠ , êîëè 00 t t≤ ≤ .  

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó (6)–(10) çâåäåíî äî ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
(11), (13)–(15), (19) ç íåâ³äîìèìè ( ),  ( ),  ( ),  ( , ),  ( , )h t p t b t v y t w y t .  

Äëÿ äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6)–(10) äîñèòü äîâåñòè, ùî 
³ñíóº íåïåðåðâíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (11), (13)–(15), (19), îñê³ëüêè, 
ÿêùî ( ), ( ), ( , )h t b t v y t( )  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (6)–(10) ó ñåíñ³ íàâåäåíîãî âèùå 

îçíà÷åííÿ, òî ôóíêö³¿ ( ), ( ), ( ), ( , ), ( , )h t p t b t v y t w y t( )  º íåïåðåðâíèì ðîçâ’ÿç-
êîì ñèñòåìè (11), (13)–(15), (19). Ïðàâèëüíèì º é îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿê-

ùî 3 2( , , , , ) [0, ]) ( ( )Th p b v w C T C Q∈ ×( )  º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü (11), 

(13)–(15), (19), òî ôóíêö³¿ ( ), ( ), ( , )h t b t v y t( )  º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (6)–(10). 

Ä³éñíî, íåõàé 3 2( , , , , ) [0, ]) ( ( )Th p b v w C T C Q∈ ×( )  º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè (11), 
(13)–(15), (19). Ïðèïóùåííÿ òåîðåìè äîçâîëÿþòü íàì ïðîäèôåðåíö³þâàòè 
ð³âí³ñòü (13) çà y . Âðàõóâàâøè ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó, îòðèìóºìî ( , ) ( , )yw y t v y t= . Òîä³ ðîáèìî âèñíîâîê, 

ùî ( , )v y t  ìàº ïîòð³áíó ãëàäê³ñòü ³ çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ  

 
2

( ( ), ) ( ) ( )
( ( ), ) ( ( ), )

( )( )
t yy y

a yh t t b t yp t
v v v c yh t t v f yh t t

h th t

+
= + + +  (20) 

òà óìîâè (7), (8) äëÿ äîâ³ëüíèõ íåïåðåðâíèõ íà [0, ]T  ôóíêö³é ( )b t , ( )h t , 

( )p t . Îñê³ëüêè 2,1( , ) ( )Tv y t C Q∈  ³ 1
3 ( ) [0, ]t C Tµ ∈ , òî 1( ) [0, ]h t C T∈ . Ïðîäèôå-

ðåíö³þºìî ð³âí³ñòü (11) çà t , âèêîðèñòàâøè òå, ùî ôóíêö³ÿ ( , )v y t  º ðîç-
â’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (20):  

 3 2 1

2 2 2

( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) ( ( ), ) (1, )
( ) ( ) ( ) ( ) y

t t t
p t b t a h t t v t

t t h t t

′ µ − µµ
= − − −

µ µ µ
[  

 
1

2 0

1(0, ) (0, ) ( ( ), ) ( , ) ( ) ( ( ), ) ( , )
( )y x ya t v t a yh t t v y t h t c yh t t v y t
t

− + − +
µ ∫ (] [  

 3

2

( )
( ( ), ) ( ) ( )

( ) ( )
t

f yh t t dy p t h t
t h t

µ ′+ + −
µ

) ( )] . 

Â³äí³ìàþ÷è â³ä ö³º¿ ð³âíîñò³ (14), îòðèìàºìî  

 3

2

( )
( ) ( ) 0

( ) ( )
t

p t h t
t h t

µ′− =
µ

( ) , 

çâ³äêè ìàòèìåìî, ùî  

 ( ) ( )p t h t′= . 

Çàëèøèëîñü äîâåñòè âèêîíàííÿ óìîâè (10). Äëÿ öüîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è (15), 
ïîäàìî (14) ó âèãëÿä³  

 
1 1

2
2

0 0

( ( ), )
2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

( )
yy

a yh t t
h t p t yv y t dy h t y v y t

h t
+ +
∫ ∫  

 4
( ) ( )

( , ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) ( )
( ) y

b t yp t
v y t c yh t t v y t f yh t t dy t

h t
+  ′+ + + = µ


. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ (20), ìàòèìåìî  
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1 1

2
4

0 0

2 ( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )th t p t yv y t dy h t yv y t t′+ = µ∫ ∫ . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ( ) ( )p t h t′= , òà ³íòåãðóþ÷è çà t , îòðèìàºìî óìîâó (10).  
Îòæå, åêâ³âàëåíòí³ñòü çàäà÷³ (6)–(10) ³ ñèñòåìè ð³âíÿíü (11), (13)–(15), 

(19) ó âèùåçàçíà÷åíîìó ñåíñ³ äîâåäåíî.  
Äëÿ äîâåäåííÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ñèñòåìè ð³âíÿíü (11), (13)–(15), (19) 

çàñòîñóºìî òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî îïå-
ðàòîðà. Çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó äëÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (6)–(8) îòðèìàºìî  

 
0

2 1 2
[0, ] [0, ] [0, ]

( , ) max max ( ), max ( ), max ( )
h T T

v y t C x t t≤ ϕ µ µ{ , 

 
1

2
[0, ] [0, ]

max ( , )
H T

f x t M
×

≡ < ∞} , 

³ çã³äíî ç (11) ìàºìî  

 3 0
[0, ]2

1( ) min ( ) 0,        [0, ]
T

h t t H t T
M

≥ µ ≡ > ∈ . 

Îòæå, 

 1 20 ( , ) ,          ( , ) TM v y t M y t Q< ≤ ≤ < ∞ ∈ , 

 0 10 ( ) ,              [0, ]H h t H t T< ≤ ≤ < ∞ ∈ . 

Ïîçíà÷èìî 
[0,1]

( ) max ( , )
y

W t w y t
∈

= . Òîä³ ç (14), (15) ìàòèìåìî  

 3 4( ) ( )b t C C W t≤ + , (21) 

 5 6 7( ) ( ) ( )p t C C b t C W t≤ + + . (22) 

Çã³äíî ç (21), (22) òà îö³íêàìè ôóíêö³¿ ¥ð³íà [2] ç (19) îòðèìàºìî íåð³âí³ñòü  

 
2

8 9
0

( ) ( )
( )

t
W W

W t C C d
t

τ + τ≤ + τ
− τ∫ . 

Ïîçíà÷èâøè 1( ) ( ) 1W t W t= + , ïîïåðåäíþ íåð³âí³ñòü ïåðåïèøåìî â òàêîìó 
âèãëÿä³:  

 
2
1

1 10 11
0

( )
( )

t W
W t C C d

t

τ
≤ + τ

− τ∫ . 

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ îñòàííüî¿ íåð³âíîñò³ íàâåäåíî â [6]. Òàêèì ÷èíîì, 
îòðèìàºìî îö³íêó  

 3 1( ) ,            [0, ]W t M t t≤ < ∞ ∈ , 

äå 1 1,  0t t T< < , âèçíà÷àºòüñÿ ñòàëèìè 10 11,  C C . Âèêîðèñòîâóþ÷è öå â (21), 

(22), îäåðæèìî  

 12 13 1( ) ,         ( ) ,        [0, ]b t C p t C t t≤ < ∞ ≤ < ∞ ∈ . 

Îòæå, àïð³îðí³ îö³íêè ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè (11), (13)–(15), (19) âñòàíîâëåíî.  
Ïîäàìî ñèñòåìó (11), (13)–(15), (19) ó âèãëÿä³ îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ  

 Pω = ω , 

äå ( ), ( ), ( ), ( , ), ( , )h t b t p t v y t w y tω = ( ) , à îïåðàòîð P  âèçíà÷àºòüñÿ ïðàâèìè 

÷àñòèíàìè ð³âíÿíü (11), (13)–(15), (19). Ïîçíà÷èìî ( , , , , )h b p v w= ∈N {  

0

3 2
0 0 1 12 13[0, ] ( ) : 0 ( ) ,  ( ) ,  ( )TC T C Q H h t H b t C p t C× < ≤ ≤ < ∞ ≤ < ∞ ≤ < ∞∈ ( ) ( ) ,

1 2 30 ( , ) ,  ( , )M v y t M w y t M< ≤ ≤ < ∞ ≤ < ∞} , äå 0 0 1min ,T t t= { } . Î÷åâèäíî, 

ùî ìíîæèíà N  çàäîâîëüíÿº óìîâè òåîðåìè Øàóäåðà.  
Äîâåäåííÿ êîìïàêòíîñò³ îïåðàòîð³â, ùî óòâîðþþòü P , ïîêàæåìî íà 

ïðèêëàä³ îïåðàòîðà 5P , äå 5P  âèçíà÷àºòüñÿ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (19). Çàóâà-
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æèìî, ùî â [6] âñòàíîâëåíî êîìïàêòí³ñòü îïåðàòîð³â ç ôóíêö³ºþ ¥ð³íà äðó-
ãî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³.  

Çàäàìî 0ε >  ³ ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ  

 
1 1

1 2 2 2 0 2 1 1 0
0 0

( , , ,0) ( ) ( , , ,0) ( )G y t h d G y t h d′ ′∆ = η ϕ η η − η ϕ η η∫ ∫  

ç äîâ³ëüíèìè òî÷êàìè 
0 1 1 2 2( , ) ,  ( , ) ( , )i i Ty t Q y t y t∈ ≠ . Î÷åâèäíî, ùî 

 
1 1

1 2 2 2 0 2 1 2 0
0 0

( , , ,0) ( ) ( , , ,0) ( )G y t h d G y t h d′ ′∆ ≤ η ϕ η η − η ϕ η η +∫ ∫  

 
1 1

2 1 2 0 2 1 1 0
0 0

( , , ,0) ( ) ( , , ,0) ( )G y t h d G y t h d′ ′+ η ϕ η η − η ϕ η η =∫ ∫  

 1,1 1,2= ∆ + ∆ . 

Ç âëàñòèâîñòåé òåïëîâèõ ïîòåíö³àë³â [4] âèïëèâàº, ùî äëÿ çàäàíîãî 0ε >  

³ñíóº òàêå t , 0 t T< ≤ , ùî  

 
1

2 0 0
0

( , , ,0) ( ) ( ) ,     0 ,     0 1
5

G y t h d yh t t yε′ ′η ϕ η η − ϕ < ≤ ≤ ≤ ≤∫ . (23) 

Òîìó ïðè 2t t≤  ìàºìî  

 
1

1,1 2 2 2 0 2 0
0

( , , ,0) ( ) ( )G y t h d y h′ ′∆ ≤ η ϕ η η − ϕ +∫  

 
1

2 1 2 0 1 0 2 0 1 0
0

( , , ,0) ( ) ( ) ( ) ( )G y t h d y h y h y h′ ′ ′ ′+ η ϕ η η − ϕ + ϕ − ϕ∫ . 

Ç ð³âíîì³ðíî¿ íåïåðåðâíîñò³ ôóíêö³¿ ϕ  íà 0[0, ]h  âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ òàêîãî 

1 0δ > , ùî  

 2 0 1 0( ) ( )
5

y h y h εϕ − ϕ < , 

êîëè 2 1 1y y− < δ . Çâ³äñè ³ ç (23) ìàºìî, ùî 1,1
3
5
ε∆ < , ÿêùî 2t t≤ . ßêùî æ 

³ 1t t≤ , òî 1,2
2
5
ε∆ < , ³ îòðèìóºìî 1∆ < ε  ïðè óìîâ³, ùî 2 1y y− < δ  ³ 1t  òà 

2t  äîñèòü ìàë³: 1 2,  t t t t≤ ≤ .  

Íåõàé òåïåð 2t t> , 1t t>  ³ äëÿ âèçíà÷åíîñò³ íåõàé 2 1t t> . Òîä³ çã³äíî 
ç îö³íêàìè ôóíêö³¿ ¥ð³íà [2]  

 
2

1

1
14 2 1

1,1 0 2 2 0
[0,1]

0

( ) ( , , ,0) max ( )
y

y
y

C y y
h d G y t dy yh

t

−′ ′∆ = ϕ η η η ≤ ϕ∫ ∫ . 

Öå îçíà÷àº, ùî ³ñíóº òàêå ÷èñëî 2 0δ > , ùî 1,1 2
ε∆ <  ïðè 2 1 2y y− < δ . Àíà-

ëîã³÷íî âñòàíîâëþºìî ³ñíóâàííÿ 3 0δ >  òàêîãî, ùî 1,2 2
ε∆ < , êîëè 

2 1 3t t− < δ .  

Îòæå, íåîáõ³äí³ íåð³âíîñò³ âñòàíîâëåíî ó âèïàäêó it t≤ , 1,2i = , ³ 

âèïàäêó it t≥ , 1,2i = . ßêùî æ, íàïðèêëàä, 1t t≤ , à 2t t> , òî ïîäàìî 1,2∆  

ó âèãëÿä³  
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1 1

1,2 2 1 2 0 2 1 0
0 0

( , , ,0) ( ) ( , , ,0) ( )G y t h d G y t h d′ ′∆ = η ϕ η η − η ϕ η η +∫ ∫  

 
1 1

2 1 0 2 1 1 0
0 0

( , , ,0) ( ) ( , , ,0) ( )G y t h d G y t h d′ ′+ η ϕ η η − η ϕ η η∫ ∫ . 

Äðóãèé äîäàíîê îö³íèìî íà ï³äñòàâ³ (23), à ïåðøèé – ÿê ó âèïàäêó 

1 2,  t t t t> > . Îòæå, äîâåäåíî, ùî 1∆ < ε .  
Ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ  

 
2 1

2 2 2 2 1 2 1 1 1
0 0

( , ,0, ) ( ) ( , ,0, ) ( )
t t

G y t d G y t d∆ = τ µ τ τ − τ µ τ τ∫ ∫  , 

äå 1 1 1( ) ( ) (0, ) ( ) (0, )t t c t t f t′µ = µ − µ − . Î÷åâèäíî, ùî  

 
2 2

2 2 2 2 1 2 1 2 1
0 0

( , ,0, ) ( ) ( , ,0, ) ( )
t t

G y t d G y t d∆ ≤ τ µ τ τ − τ µ τ τ +∫ ∫   

 
2 1

2 1 2 1 2 1 1 1 2,1 2,2
0 0

( , ,0, ) ( ) ( , ,0, ) ( )
t t

G y t d G y t d+ τ µ τ τ − τ µ τ τ = ∆ + ∆∫ ∫  . 

Îö³íèìî ïåðøèé äîäàíîê, çðîáèâøè çàì³íó çì³ííèõ 2t − τ = σ :  

 
2

2,1 15 2 2 2 2 2 1 2 2
0

( , ,0, ) ( , ,0, )
t

C G y t t G y t t d∆ ≤ − σ − − σ σ∫ .  

Çã³äíî ç îö³íêàìè ôóíêö³¿ ¥ð³íà [2] äëÿ çàäàíîãî 0ε >  ìîæíà âêàçàòè òàêå 
0t > , ùî  

 2 2
150

( , ,0, ) ,          [0,1]
6

t

G y t d y
C
ετ τ < ∈∫ . (24) 

ßêùî 2t t≤ , òî ç (24) ìàºìî 2,1 3
ε∆ < . ßêùî æ 2t t> , òî, ðîçáèâàþ÷è ³íòåã-

ðàë íà ñóìó äâîõ ³íòåãðàë³â ³ çàñòîñîâóþ÷è (24), îòðèìóºìî  

 
2

2,1 15 2 2 2 2 2 1 2 2( , ,0, ) ( , ,0, )
3

t

t

C G y t t G y t t dε∆ ≤ + − σ − − σ σ ≤∫   

 
2 2

1

15 2 2 2( 0 )
3

t y

y
yt

C G y t t dydε≤ + , , , − σ σ∫ ∫ .  

Çâ³äñè, âèêîðèñòîâóþ÷è îö³íêè ôóíêö³¿ ¥ð³íà [2], ìàºìî  

 2,1 16 2 13
C y yε∆ ≤ + − . 

Âèáèðàþ÷è 4
166C

εδ < , âñòàíîâëþºìî îö³íêó 2,1 2
ε∆ < , êîëè 2 1 4y y− < δ .  

Ââàæàþ÷è äëÿ âèçíà÷åíîñò³, ùî 2 1t t> , îö³íèìî äðóãèé äîäàíîê  

 
2

1

2,2 2 1 2 1( , ,0, ) ( )
t

t

G y t d∆ ≤ τ µ τ τ +∫   

  
1

2 1 2 2 1 1 1 2,2,1 2,2,2
0

( ( , ,0, ) ( , ,0, )) ( )
t

G y t G y t d+ τ − τ µ τ τ = ∆ + ∆∫  . 

Îö³íèìî 2,2,1∆ , âèêîíàâøè çàì³íó çì³ííèõ 2t − τ = σ :  

 
2 1

2,2,1 15 2 1 2 2
0

( , ,0, )
t t

C G y t t d
−

∆ ≤ − σ σ∫ . 
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Âðàõîâóþ÷è (24), ðîáèìî âèñíîâîê ïðî ³ñíóâàííÿ òàêîãî 5 0δ > , ùî 2,2,1 6
ε∆ <  

ïðè 2 1 5t t− < δ .  

Äëÿ îö³íêè 2,2,2∆  çðîáèìî çàì³íó çì³ííèõ 1t − τ = σ :  

 
1

2,2,2 15 2 1 2 1 2 1 1 1
0

( , ,0, ) ( , ,0, )
t

C G y t t G y t t d∆ ≤ − σ − − σ σ∫ . 

Áåðó÷è äî óâàãè (24), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó ïðî ³ñíóâàííÿ òàêîãî 0t > , 

ùî 2,2,2 6
ε∆ <  ïðè 1t t≤ . Ó âèïàäêó 1t t>  ìàºìî  

 
1 2

1

2 2 2 15 2 1 1( 0 )
3

t t

t
tt

C G y t t dt d, ,
ε∆ ≤ + , , , − σ σ∫ ∫ . 

Çâ³äñè âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ òàêîãî 6 0δ > , ùî ïðè 2 1 6t t− < δ  ìàòèìåìî 

2,2,2 6
ε∆ < . Îòæå, 2∆ < ε .  

Ïðîâåäåí³ âèùå ì³ðêóâàííÿ âèêîðèñòîâóºìî ³ äëÿ îö³íîê  

 
2 1

3 2 2 2 2 2 1 1 2
0 0

( , ,1, ) ( ) ( , ,1, ) ( )
t t

G y t d G y t d∆ = τ µ τ τ − τ µ τ τ∫ ∫  , 

 
2 11 1

4 2 2 2 2 1 1
0 0 0 0

( , , , ) ( , ) ( , , , ) ( , )
t t

G y t f d d G y t f d d∆ = η τ η τ η τ − η τ η τ η τ∫ ∫ ∫ ∫ . 

Îòæå, êîìïàêòí³ñòü îïåðàòîðà P  âñòàíîâëåíî. Çà òåîðåìîþ Øàóäåðà 
³ñíóº ðîçâ’ÿçîê ( ), ( ), ( ), ( , ), ( , )h t b t p t v y t w y t( )  ñèñòåìè ð³âíÿíü (11), (13)–(15), 

(19) ç êëàñó 
0

3 2
0( [0, ]) ( )TC T C Q× ( ) , à, îòæå, ³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (6)–(10) ( )h t( , 

( ), ( , )b t v y t )  ç êëàñó 
0

1 2,1
0 0[0, ] [0, ] TC T C T C Q× × ( ) . Òåîðåìó 1 äîâåäåíî. ◊ 

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:  

0 0 2[0, ),   ( ) 0,  [0, ),   ( ) 0,  [0, ],   ( ) 0,  [0, ]C x x x x h t t T′ϕ ∈ ∞ ϕ ≥ ϕ > ∈ ∞ ϕ > ∈ µ ≠ ∈ , 
1,0 2,0

1 1 1, ([0, ] [0, ]),  ([0, ] [0, ]),  ( , ) 0,  ( , ) [0, ] [0, ]f c C H T a C H T a x t x t H T∈ × ∈ × > ∈ × . 

Òîä³ ìîæíà âêàçàòè òàêå ÷èñëî 0 0: 0t t T< ≤ , ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

(6)–(10) ºäèíèé ïðè 00 1,  0y t t≤ ≤ ≤ ≤ .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( ), ( ), ( , ) ,  1,2i i ih t b t v y t i =( ) , – äâà ðîçâ’ÿçêè 
çàäà÷³ (6)–(10). Ïîçíà÷èìî  

 
( ) ( )

( ),           ( ),       1,2
( ) ( )

i i
i i

i i

b t h t
q t s t i

h t h t

′
= = = , 

 1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ),    ( ) ( ) ( ),    ( , ) ( , ) ( , )q t q t q t s t s t s t v y t v y t v y t= − = − = − . 

Ôóíêö³¿ ( ), ( ), ( , )q t s t v y t  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè  

 1
1 1 12

1

( ( ), )
( ) ( ) ( ( ), )

( )
t yy y

a yh t t
v v q t ys t v c yh t t v

h t
= + + + +( )  

 1 2
2 2 12 2

1 2

( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( ) ( ( ), )

( ) ( )
yy y

a yh t t a yh t t
v q t ys t v c yh t t

h t h t
 + − + + + − 
 

( ) [  

 2 2 1 2( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ),      ( , ) Tc yh t t v f yh t t f yh t t y t Q− + − ∈] , (25) 

 ( ,0) 0,                0 1v y y= ≤ ≤ , (26) 

 (0, ) (1, ) 0,  0    v t v t t T= = ≤ ≤ , (27) 
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1

3
1 20

1 1( , ) ( ) ,           0
( ) ( )

v y t dy t t T
h t h t

 = µ − ≤ ≤ 
 ∫ , (28) 

 
1

4 2 2
1 20

1 1( , ) ( ) ,         0
( ) ( )

yv y t dy t t T
h t h t

 = µ − ≤ ≤ 
 ∫ . (29) 

Çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ ¥ð³íà 1 ( , , , )G y t∗ η τ  ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ 
ð³âíÿííÿ  

 1
1 1 12

1

( ( ), )
( ) ( ) ( ( ), )

( )
t yy y

a yh t t
v v q t ys t v c yh t t v

h t
= + + +( )  

ôóíêö³þ ( , )v y t  ïîäàìî ó âèãëÿä³  

 
1

1 2
1 22 2

1 20 0

( ( ), ) ( ( ), )
( , ) ( , , , ) ( , )

( ) ( )

t a h a h
v y t G y t v

h h
∗

ηη
η τ τ η τ τ = η τ − η τ +  τ τ∫ ∫  

  2 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )q s v c h c h vη+ τ + η τ η τ + η τ τ − η τ τ η τ +( ) ( )  

 1 2( ( ), ) ( ( ), )f h f h d d+ η τ τ − η τ τ η τ
. (30) 

Îñê³ëüêè ( ), ( ), ( , ) ,  1,2i i ih t b t v y t i =( ) , – ðîçâ’ÿçêè çàäà÷³ (6)–(10), òî äëÿ 

( ), ( ),  1,2i ih t b t i = , ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³, àíàëîã³÷í³ äî (14), (15):  

 1 2 3
2

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ( ), ) (1, )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i i
i iy

i i i i

h t t t b t t
a h t t v t

h t t h t h t t h t t

′ ′µ − µ µ
= + − −

µ µ µ
(  

 
1

2 0

1(0, ) (0, ) ( ( ), ) ( , )
( ) ( )iy x i iy

i
a t v t a yh t t v y t

h t t
− + −

µ ∫) [  

 ( ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )i i i ih t c yh t t v y t f yh t t dy− +( )] , (31) 

 4 3
1 3

( ) 1 ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

i
i iy

i i i

b t
t t h t a t v t

h t h t h t t t
 ′ ′= µ − µ − +µ − µ ( )

 

 
1

0

( ( ), ) ( )( 1) ( ( ), ) ( , )i i x i iya yh t t h t y a yh t t v y t+ + − +∫ ( )[  

 2 ( )(1 ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) ,   1,2i i i ih t y c yh t t v y t f yh t t dy i+ − + =
( )] . (32) 

Ç óìîâ òåîðåìè ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê ïðî ³ñíóâàííÿ äåÿêîãî ÷èñëà 0t , 

00 t T< ≤ , òàêîãî, ùî  

 0
00,     [0,1],     [0, ],      1,2

2iy

M
v y t t i≥ > ∈ ∈ = . 

Òîä³  
 1 3 0( ) ( ) ( ) 0,           [0, ],      1,2it h t t t t iµ − µ ≠ ∈ = . 

Ç (31), (32) ìàòèìåìî  

 1 2 3

2 2 1 2

( ) ( ) ( ) 1 1( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

t t t
s t q t

t t h t h t

′µ − µ µ  = + − − µ µ  
 

 12 2
2 1 1

1 1 1( ( ), ) (1, ) (0, ) (0, )
( ) ( ) ( )

y ya h t t v t a t v t
t h t h t

− − + −µ  
[ ]  

 1 2 2 12 2
2 2

1 1( ( ), ) (1, ) (0, ) (0, ) ( ( ), )
( ) ( )

y ya h t t v t a t v t a h t t
h t h t

− − + −

[ ] [  



17 

 
1

2 1
2 10

1 1( ( ), ) ( ( ), ) ( , )
( ) ( ) x ya h t t a yh t t v y t
t h t

 − + + µ ∫]  

 2 1
1 2 1

1 1 1( ( ), ) ( ( ), )
( ) ( ) ( )x xa yh t t a yh t t

h t h t h t
  + − + −  
  

(  

 2 2 1 1( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )x ya yh t t v y t c yh t t v y t c yh t t− + + −


[  

 2 2 1 2( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) ( ( ), )c yh t t v y t f yh t t f yh t t dy− + − 
] , (33) 

 1 1 2

11 1 1 3 1 2 3

( ) ( ) ( ) 1( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t h t h t
q t

h th t t h t t t h t t

µ − = − + − µ − µ µ − µ 
( )

( )( )
 

 4 3 2 2
2 1 2 3

1 1 ( ) ( ) ( ) (0, ) (0, )
( ) ( ) ( ) ( ) yt t h t a t v t

h t t h t t
  ′ ′− µ − µ − + µ − µ  

 

 
1

2 2 2 2
0

( )(1 ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )yh t y a yh t t a yh t t v y t+ − + +∫ ( )[  

 2
2 2 2 2( )(1 ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )h t y c yh t t v y t f yh t t dy+ − + +

( )]  

 3 1 2
1 1 1 3

1 ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

t h t h t
h t t h t t

 ′+ − µ − −µ − µ
( )

( )
 

 
1

1 2
0

(0, ) (0, ) ( ( ), ) ( ( ), )ya t v t a yh t t a yh t t− + − +∫ {[  

 1 1 2 1( 1) ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( )x xy h t a yh t t a yh t t h t+ − − + −( ([ ]  

 2 2 2 1 1( ) ( ( ), ) ( , ) ( 1) ( ) ( ( ), ) ( , )x y x yh t a yh t t v y t y h t a yh t t v y t− + − +) ) ]  

 2
1 1 2 2(1 ) ( ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( , )y h t c yh t t c yh t t v y t+ − − +([ ][  

 1 1 2( ( ), ) ( , ) ( ( ), ) ( ( ), )c yh t t v y t f yh t t f yh t t+ + − +)  

 2 2
1 2 2 2 2( ) ( ) ( ( ), ) ( , ) ( ( ), )h t h t c yh t t v y t f yh t t dy+ − + 

( )( ) }] . (34) 

Âèêîðèñòàºìî òàêå ïåðåòâîðåííÿ:  
 1 2( ( ), ) ( ( ), )f yh t t f yh t t− =  

 
1

1 2 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( ( ) ( )),xy h t h t f yh t h t h t t d= − + σ − σ∫( ) ( ) . (35) 

Çàñòîñóºìî (35) äî ð³çíèöü 1 2 1 2( ( ), ) ( ( ), ),  ( ( ), ) ( ( ), )x xa yh t t a yh t t a yh t t a yh t t− − , 

1 2( ( ), ) ( ( ), )c yh t t c yh t t− . Âèðàçèìî ( )ih t  ÷åðåç ( )is t :  

 
0

( ) (0)exp ( ) ,         1,2
t

i i ih t h s d i = τ τ = 
 ∫ , 

äå 1 2 0(0) (0)h h h= = . Òîä³  

 1 2
1 2 0 0 0

1 1 1 exp ( ) exp ( )
( ) ( )

t t

s d s d
h t h t h

    − = − τ τ − − τ τ        
∫ ∫ . 

Çâ³äñè ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíîñò³  

 
1

( )

0

( )x y y x ye e x y e d+ τ −− = − τ∫  

îòðèìàºìî  
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1

2
1 2 0 0 0 0

1 1 1 ( ) exp ( ) ( )
( ) ( )

t t

s d s s d d
h t h t h

 − = − τ τ − σ τ + τ τ σ 
 ∫ ∫ ∫ ( ) . (36) 

Àíàëîã³÷íî îäåðæèìî 

 
1

22 2 2
1 2 0 0 0 0

1 1 2 ( ) exp 2 ( ) ( )
( ) ( )

t t

s d s s d d
h t h t h

 − = − τ τ − σ τ + τ τ σ 
 ∫ ∫ ∫ ( ) . (37) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è (35)–(37) ³ ï³äñòàâëÿþ÷è (30) â (33), (34), îäåðæèìî 
ñèñòåìó îäíîð³äíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó â³äíîñíî 
íåâ³äîìèõ ( ),  ( )s t q t . Ç ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ ñèñòåì âèïëèâàº, ùî ( )s t =  

00,  ( ) 0,  [0, ]q t t t= = ∈ . Çâ³äñè îòðèìàºìî 1 2 1 2 0( ) ( ),  ( ) ( ),  [0, ]s t s t q t q t t t= = ∈ , 

à, îòæå, 1 2 1 2 0( ) ( ),  ( ) ( ),  [0, ]h t h t b t b t t t= = ∈ . Âèêîðèñòîâóþ÷è öå â çàäà÷³ 

(25)–(27), çíàõîäèìî, ùî 
01 2( , ) ( , ),  ( , ) tv y t v y t y t Q= ∈ , ùî çàâåðøóº äîâåäåí-

íÿ òåîðåìè. ◊ 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ 
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûì êîýôôèöèåíòîì ïðè ïåðâîé 
ïðîèçâîäíîé â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé. 
 
INVERSE PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATION IN FREE 
BOUNDARY DOMAIN 
 
We established conditions of existence and uniqueness of solution of the inverse problem 
for a parabolic equation with unknown coefficient at the first derivative in the case 
when a part of boundary is unknown.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 23.11.06 
 
 

 


