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ПОСТРОЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ УСТОЙЧИВОСТИ СТЕРЖНЯ С 
ПРОИЗВОЛЬНЫМИ НЕПРЕРЫВНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ  
 

Рассматривается задача устойчивости стержня с произвольной непрерыв-
ной переменной поперечной жесткостью, сжатого произвольной непрерывно 
приложенной переменной осевой продольной силой. Впервые построено точ-
ное решение соответствующего дифференциального уравнения продольного 
изгиба. Как следствие, в аналитическом виде получены формулы для переме-
щений и внутренних усилий в произвольном сечении стержня. 

 
Введение. В теории устойчивости особое место занимают стержни с 

переменными параметрами. Такие стержни часто встречаются на практике 
в самолетостроении, мостостроении, судостроении, в высотном строительст-
ве (дымовые трубы, линии электропередач, телевизионные башни, водона-
порные башни и т.п.). Поэтому расчет на устойчивость указанных объектов 
имеет важное практическое значение. 

Согласно концепции Эйлера, критическую силу определяют из диффе-
ренциального уравнения продольного изгиба, которое выражает равновесие 
стержня в деформированном состоянии. При наличии точного решения 
уравнения соответствующая задача устойчивости решается сравнительно 
просто. Однако реальные объекты имеют, как правило, переменную попе-
речную жесткость, что приводит к дифференциальным уравнениям с пере-
менными коэффициентами. Задача становится еще сложнее, когда не толь-
ко поперечная жесткость, но и действующая на стержень продольная сила 
является переменной. 

Таким образом, проблема устойчивости стержней с переменными 
параметрами тесно связана с математической проблемой, заключающейся в 
отсутствии универсального метода прямого интегрирования обыкновенных 
дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами. Именно 
поэтому метод прямого интегрирования отошел на задний план в теории 
устойчивости, уступив место различного рода приближенным методам. 

Статья посвящена нерешенной до сегодняшнего дня проблеме – по-
строению точного решения дифференциального уравнения продольного из-
гиба для случая произвольной непрерывной переменной поперечной жест-
кости стержня, находящегося под воздействием произвольной непрерывно-
приложенной переменной продольной силы.  

1. Анализ исследований и публикаций. Проблема устойчивости 
стержней с переменными параметрами рассматривалась во множестве ра-
бот [1, 2, 4, 5, 10–12, 14, 22–25, 27–32]. Среди современных публикаций 
следует выделить работы [9, 15–17, 19–21, 26, 29, 33]. Большое количество 
исследований свидетельствует об актуальности и большой практической 
значимости данной проблемы. При этом точные решения для уравнений 
продольного изгиба с переменными параметрами встречаются крайне ред-
ко. Примерами могут служить точные решения для некоторых частных 
законов изменения поперечной жесткости, представленные в публикациях 
[4, 5, 23–25, 27, 28, 30, 32, 33]. Относительно произвольного закона измене-
ния поперечной жесткости во многих монографиях [1, с. 85; 10, с. 23; 18, 
p. 115], по сути, констатируется, что соответствующее уравнение продоль-
ного изгиба не удается проинтегрировать. Еще реже встречаются точные 
решения, когда продольная сила переменна. Поэтому в подавляющем боль-
шинстве случаев для исследования устойчивости равновесия стержней 
применяются различного рода приближенные методы. 

Таким образом, анализ современных публикаций свидетельствует об 
актуальности построения точного решения для уравнения продольного из-
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гиба с произвольными непрерывными переменными параметрами. Наличие 
такого решения позволит получить в аналитическом виде формулы для 
перемещений и внутренних усилий в произвольном сечении стержня, что в 
перспективе даст возможность сформулировать новый метод исследования 
стержней на устойчивость равновесия.  

2. Постановка задачи. Объектом исследования является прямой, вооб-
ще говоря, неоднородный стержень переменного поперечного сечения, сжа-
тый переменной осевой продольной силой и не подверженный внешним 
изгибающим воздействиям. Будем рассматривать задачу устойчивости рав-
новесия такого стержня. Соответствующая расчетная схема представлена 
на рис. 1. На рис. 2 изображена схема действующих усилий на элемент 
стержня.  

  

Рис. 1. Расчетная схема стержня при 
расчете на устойчивость. 

Рис. 2. Схема действующих усилий. 

Здесь ( ) ( )E x I x  – поперечная жесткость; ( )E x  – модуль упругости ма-
териала стержня; ( )I x  – момент инерции поперечного сечения стержня; 

( )N x  – сжимающая осевая продольная сила; ( )y x  – поперечное переме-

щение; ϕ( )x  – угол поворота; ( )M x  – изгибающий момент; ( )Q x  – попе-
речная сила. Последние четыре параметра полностью характеризуют 
напряженно-деформируемое состояние стержня. Коротко будем называть 
их параметрами состояния. 

Традиционно, действующая на стержень продольная сила считается 
положительной, если она является сжимающей [8]. Когда эта сила пере-
менна по длине стержня, принято полагать [1, 8] 

 ( ) ( )N x N x= λ , (1) 

где λ  – размерный постоянный положительный параметр внешней на-

грузки; ( )N x  – безразмерная функция, выражающая закон изменения 
начальных внутренних усилий, отвечающий единичному значению 
параметра λ . 

С учетом (1) уравнение продольного изгиба запишется так [2]: 

 ′′ ′′ ′ ′+ λ =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0E x I x y x N x y x( ) ( ) . (2) 

Формулировка задачи. Для произвольной непрерывной переменной 
поперечной жесткости и произвольной непрерывно-приложенной перемен-
ной продольной силы требуется: 

• построить точное решение уравнения продольного изгиба (2); 
• получить в аналитическом виде формулы для перемещений и внутрен-
них усилий в произвольном сечении стержня, выраженные через на-
чальные параметры. 
3. Результаты. 

3.1. Точное решение уравнения продольного изгиба. Помимо урав-
нения (2), будем рассматривать также уравнение, записанное относительно 
угла поворота 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0E x I x x N x x′ ′′ ′ϕ + λ ϕ =( ) ( ) . (3) 
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В отличие от уравнения (2), уравнению (3) можно поставить в 
соответствие равносильную ему систему дифференциальных уравнений с 
невырожденной матрицей коэффициентов. Вектор неизвестных для такой 
системы примем в виде 

 

 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )  ( ) ( ) ( )

х х

x М х Е х I х х

М x Е х I х х

ϕ ϕ   
   ′Φ = = − ϕ   
   ′ ′ ′− ϕ   ( )

. (4) 

Тогда 

 Φ = Φ( )d R х
dх

, (5) 

где ( )R x  – матрица коэффициентов системы: 
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 
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 λ′λ − 
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. 

Применим к уравнению (2) метод прямого интегрирования, суть 
которого была впервые изложена в публикации [7]. Пусть ,0 ( )nb x , , ( ) n kb x , 

= 1,2,3,4n , = …1,2,3,k , – четыре бесконечных системы пока неизвестных 
четырежды непрерывно дифференцируемых функций. Образуем с помо-
щью этих функций и их производных следующие ряды по степеням неиз-
вестного параметра λ : 

 = − λ + λ − λ + …2 3
,0 ,1 ,2 ,3( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n nV x b x b x b x b x , (6) 

 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 3 ( )
,0 ,1 ,2 ,3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,  1,2,3, 4n n n n nV x b x b x b x b xν ν ν ν ν= − λ + λ − λ + ν =… , (7) 

где индекс ( )ν  обозначает порядок производной. Пока предполагаем, что 
ряды (6), (7) равномерно сходятся на отрезке ∈ l[0, ]x . Тогда будет воз-
можна операция почленного дифференцирования, а значит, обозначения 

( ) ( )nV xν  для рядов (7) будут законными. 

Неизвестные функции ,0 ( )nb x , , ( )n kb x , = 1,2,3,4n , = …1,2,3,k , будем 

находить из условия, что ( )nV x  удовлетворяет уравнению (2): 

 ′′ ′′ ′ ′+ λ = ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n nE x I x V x N x V x( ) ( ) . (8) 

Подставим здесь вместо выражений ′ ′′
 ( ), ( )n nV х V х  соответствующие им ря-

ды (7), выполним почленное дифференцирование и результат запишем по 
степеням λ . В итоге придем к следующему равенству: 

 ,0( ) ( ) ( )nЕ х I х b х′′ ′′ +( )  

 ( ), , 1
1

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0k k
n k n k

k

Е х I х b х N х b х
∞

−
=

′′ ′′ ′ ′+ − λ − =∑ ( ) ( ) , 

которое по условию должно удовлетворяться при любом значении λ . 
Отсюда, приравнивая к нулю выражения при всех степенях λ , включая 
нулевую степень, получим 

 ′′ ′′ =,0( ) ( ) ( ) 0nЕ х I х b х( ) , (9) 
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 , , 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,    1,2,3,n k n kЕ х I х b х N x b x k−
′′ ′′ ′ ′= = …( ) ( ) . (10) 

Выписать фундаментальную систему решений для уравнения (9) не 
составляет труда. Из уравнения (10) после четырехкратного интегриро-
вания определим , ( )n kb x . Стремясь получить при этом формулу с нулевы-

ми константами интегрирования, присоединим к уравнению (10) надлежа-
щие граничные условия: 

 ′ ′′= = = = …, , ,(0) (0) (0) 0,    1,2,3,n k n k n kb b b k , (11) 

 −
′′ ′ ′= = …, , 1(0) (0) (0) (0) (0),    1,2,3,n k n kЕ I b N b k( ) . (12) 

В результате будем иметь 

 1,0 ( )b x x= , 

 2,0
0 0

1( )
( ) ( )

x x

b x dx dx
E x I x

= ∫ ∫ , 

 3,0
0 0

( )
( ) ( )

x x
xb x dx dx

E x I x
= ∫ ∫ , 

 4,0 ( ) 1b x = , (13) 

  , , 1
0 0 0

1( ) ( ) ( ) , 1,2,3,
( ) ( )

x x x

n k n kb x N x b x dx dx dx k
E x I x −

′= =∫ ∫ ∫ … . (14) 

Таким образом, для каждой начальной функции ,0 ( )nb x  из совокуп-

ности (13) по рекуррентной формуле (14) находим соответствующую ей 
бесконечную систему образующих функций , ( )n kb x , = …1,2,3,k . Очевидно, 

для таких функций равенство (8) удовлетворяется тождественно. 
В развернутом виде формула (14) запишется так: 

 ,
0 0

1( )
( ) ( )

x x

n kb x
E x I x

= ×∫ ∫  

 ,0
0 0 0

1( ) ( ) ( )
( ) ( )

x x x

nN x N x b x dx dx dx dx dx
E x I x

′× ∫ ∫ ∫… … . (15) 

Здесь количество интегралов равно 2 1k + . 
 Осталось теперь доказать, что ряды (6), (7) действительно равномерно 
сходятся. Чтобы избежать однотипных выкладок, приведем здесь доказа-
тельство только для ряда (6). Для этого определим положительные по-
стоянные 

 
[ ] ,0
0,

max ( )n n
x

h b x
∈

′=
l

,  

 
[ ] [ ]1 2
0, 0,

1max ,      max ( )
( ) ( )x x

g g N x
E x I x∈ ∈

= =
l l

. 

Тогда на основании представления (15) для образующих функций будем 
иметь оценки 

 
+

≤ =
+∫ ∫ ∫ ∫ ∫… …2 2

2 1

, 1 1
0 0 0 0 0

( ) ( ) ( )
(2 1)!

x x x x x k
k k

n k n n
xb x h g g dx dx dx dx dx h g g
k

. 

Следовательно, для ряда из модулей получим 
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 + λ + λ + λ + ≤…2 3
,0 ,1 ,2 ,3( ) ( ) ( ) ( )n n n nb x b x b x b x  

 
3 5 7
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  = + λ − 
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1 2

1( ) sh .n nb x h g g x x
g g

 

Поскольку sh x  определяется рядом, который равномерно сходится 
для любого конечного x , то тем самым доказано, что ряд (6) сходится 
абсолютно и равномерно на отрезке ∈ l[0, ]x . Аналогично доказывается 
абсолютная и равномерная сходимость рядов (7).  

Таким образом, формулами (6), (13)–(15) определены четыре решения 
( ) nV x , = 1,2,3,4n , уравнения (2). При этом для начальной функции 

4,0 ( ) 1b x =  по формуле (15), очевидно, получаем =4, ( ) 0kb x , = …1,2,3,k . 

Тогда согласно (6) будем иметь решение уравнения (2), тождественно 
равное единице 4 ( ) 1V x ≡ . 

Очевидно, если ( )nV x , = 1,2,3n , – решение уравнения (2), то ′ ( )nV x , 

= 1,2,3n , будет решением (3). Имея три решения уравнения (3) и форми-
руя для каждого из них по формуле (4) вектор 
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, 

получим три решения системы (5). В справедливости сказанного можно 
убедиться непосредственной подстановкой. Тогда матрица, составленная из 
этих векторов 
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, 

очевидно, также будет удовлетворять системе (5).  
Вычислим значение (0)Ω , для чего вначале выведем формулу для вы-

числения Φ (0)n , = 1,2,3n . В силу (11), правая часть формулы (12) будет 

обращаться в ноль для всех = …2,3, 4,k . Поэтому ее целесообразно запи-

сать дважды: отдельно для значений 1k =  и = …2,3, 4,k . Тогда получим 

 ,1 ,0(0) (0) (0)  (0) (0) n nE I b N b′′ ′ ′=( ) , 

 ′′ ′ = = …,(0) (0)  0) 0,    2,3, 4, .n kE I b k( )  (16) 

С помощью формул (7), (11), (16) для вектора (0)nΦ  находим 
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. (17) 

Отсюда 

 1 2 3

1 0 0
(0) 0 ,     (0) 1 ,     (0) 0

0 1(0)N

     
     Φ = Φ = − Φ =
     −λ     

, 
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1 0 0

(0) 0 1 0

(0) 0 1N

 
 

Ω = − 
 λ − 

. 

Умножим матрицу ( )xΩ  справа на постоянную матрицу 1(0)−Ω  и 

обозначим 1( ) ( ) (0)x x −Λ = Ω Ω . Тогда новая матрица ( )xΛ , во-первых, также 
будет удовлетворять (5), а во-вторых, 

 

1 0 0

(0) 0 1 0

0 0 1

 
 

Λ =  
 
 

. (18) 

Следовательно, ( )xΛ  является матрицантом [3, с. 405] для системы 
(5). Учитывая, что Sp ( ) 0R x = , по формуле Якоби [3, с. 395] легко находим 
определитель матрицанта: 
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x R x dx Λ = Λ = 
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Составим из решений 1 2 3 ( ), ( ), ( )V x V x V x′ ′ ′  уравнения (3) вронскиан 
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. 

Легко установить формулу Λ = 2( ) ( ) ( ) ( )x E x I x W x( ) . Отсюда =( )W x  
−= ≠2( ) ( ) 0E x I x( ) . Тогда для вронскиана системы решений 1( ),V x{  2( ),V x  

3 ( ),V x  1}  уравнения (2) будем иметь 
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. 

Поскольку из неравенства нулю вронскиана вытекает линейная независи-
мость системы функций [13, с. 186], то 1( ),V x{  2( ),V x  3 ( ),V x  1}  образуют 
фундаментальную систему решений уравнения продольного изгиба (2). 

Окончательно общее решение дифференциального уравнения (2) имеет 
вид 

 1 1 2 2 3 3 4( ) ( ) ( ) ( )y x D V x D V x D V x D= + + + , (19) 

где 1 2 3 4, , ,D D D D  – постоянные интегрирования. 
3.2. Параметры состояния, выраженные через начальные пара-

метры. Как известно [8, 11], параметры состояния стержня связаны 
между собой равенствами: ( ) ( )x y x′ϕ = , 0 0( ) ( ) ( )M x E I A x x′= − ϕ , = ( )Q x  

( ) ( ) ( )M x N x x′= − λ ϕ . При выводе для них окончательных формул, важную 

роль будут играть свойства решений 1 2 3( ), ( ), ( )V x V x V x , на которые 
обратим внимание. 

Подставляя 1 2 3( ), ( ), ( )V x V x V x  в дифференциальное уравнение (2), 

будем иметь три тождества ′′ ′′ ′ ′+ λ =( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0n nE x I x V x N x V x( ) ( ) , = 1,2,3n , 

или после интегрирования ′′ ′ ′+ λ =( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nE x I x V x N x V x C( ) . Полагая 
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здесь 0x =  и учитывая (17), получим ′′ ′= ,0(0) (0) (0)n nC E I b( ) . Отсюда нахо-

дим 1 2 30, 0, 1C C C= = = . Следовательно, справедливы тождества: 

 ′′ ′ ′+ λ = =( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) 0,    1,2n nE x I x V x N x V x n , (20) 

 3 3( ( ) ( ) ( )) ( ) ( ) 1E x I x V x N x V x′′ ′ ′+ λ = . (21) 

 Как известно [3, с. 405], общее решение системы дифференциальных 
уравнений выражается посредством матрицанта. В рассматриваемом 
случае для системы (5) будем иметь Φ = Λ Φ( ) ( ) (0)x x . Наряду c вектором 

( )xΦ  рассмотрим также вектор 

 

( )

( ) ( )

( )

x

x M x

Q x

ϕ 
 

Θ =  
 
 

. 

Связь между ( )xΦ  и ( )xΘ  определяется формулой ( ) ( ) ( )x T x xΘ = Φ , где 

 
 
 =
 

−λ 

1 0 0
( ) 0 1 0

(0) 0 1
T x

N
. 

Следовательно,  

 Θ = Λ Φ( ) ( ) ( ) (0)x T x x . (22) 

Полагая здесь 0x =  и учитывая (18), получаем 

 1(0) (0) (0)T−Φ = Θ .  

 Подставим значение вектора (0)Φ  в формулу (22), выполним там 
матричные умножения и учтем при этом тождества (20), (21). Записывая 
результат отдельно для каждой компоненты вектора ( )xΘ , имеем 

 1 2 3 ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0) ( )x V x M V x Q V x′ ′ ′ϕ = ϕ − − , (23) 

 ′′ ′′ ′′= − ϕ − −1 2 3( ) ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) (0) ( )M x E x I x V x M V x Q V x[ ] , (24) 

 ( ) (0)Q x Q= . (25) 

 С другой стороны, формулу для угла поворота можно получить, диф-
ференцируя равенство (19). Сравнивая результат дифференцирования (19) 
с формулой (23), находим 1 2 3(0),  (0),  (0)D D M D Q= ϕ = − = − . Константу 4D  

найдем, если учтем равенства =(0) 0nV , = 1,2,3n , которые с очевидностью 

вытекают из формул (6), (11), (13). Тогда, полагая 0x =  в равенстве (19), 
получим 4 (0)D y= .  

Окончательно формулу для перемещений (19) запишем в виде 

 1 2 3( ) (0) (0) ( ) (0) ( ) (0) ( )y x y V x M V x Q V x= + ϕ − − . (26) 

Таким образом, формулами (23)–(26) полностью определены параметры 
состояния (перемещения и внутренние усилия) в произвольном сечении 
стержня. 

Попутно укажем на важное для будущих исследований тождество. 
Вычисляя непосредственно определитель матрицы ( )xΩ , и учитывая при 
этом тождества (20), (21), получим  

 ′ ′′ ′′ ′Ω = −1 2 1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x E x I x V x V x V x V x( ) . 

Отсюда, поскольку Ω = Λ =( ) ( ) 1x x , приходим к тождеству 

 ′ ′′ ′′ ′− =1 2 1 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1E x I x V x V x V x V x( ) . (27) 
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Пример. В качестве апробации полученных формул обратимся к хоро-
шо изученному однородному стержню постоянного сечения, сжатого посто-
янной продольной силой. В таком случае, очевидно, следует положить  

 ( ) ( ) const,      ,      ( ) 1E x I x EI N N x= = λ = ≡ .  

Формулу (15) запишем так: 

 , ,0
0 0 0 0

1( ) ( ) ,     1,2,3
( )

x x x x

n k nk
b x b x dx dx dx dx n

EI
= =∫ ∫ ∫ ∫… … , 

причем количество интегралов здесь равно 2k , а начальные функции со-
гласно (13) имеют вид  

 1,0 ,0
1( ) ,       ( ) ,     2,3

!

n

n
xb x x b x n

EI n
= = = .  

Отсюда находим 

 
2 1

1,
1( )

(2 1)!( )

k

k k
xb x
kEI

+
=

+
, 

 
2

, 1
1( ) ,   2, 3,   1,2,3,

(2 ) !( )

k n

n k k
xb x n k
k nEI

+

+= = =
+

… . 

В результате, предварительно обозначив N
EI

α = , для фундаментальных 

функций (6) имеем 

 
2 1

1
0

1( ) ( 1) sin
(2 1)!

k k
k

k

N xV x x
EI k

∞ +

=

 = − = α  + α ∑ , 

 
2 2

2 2
0

1 1( ) ( 1) (1 cos )
(2 2)!

k k
k

k

N xV x x
EI EI k EI

∞ +

=

 = − = − α  +  α
∑ , 

 
2 3

3 3
0

1 1( ) ( 1) ( sin )
(2 3)!

k k
k

k

N xV x x x
EI EI k EI

∞ +

=

 = − = α − α  +  α
∑ . 

После этого формула (26) преобразуется к известному решению [6, с. 461] 

 
ϕ= + α − − α − α − α

α α α2 3

(0) (0) (0)( ) (0) sin (1 cos ) ( sin )M Qy x y x x x x
EI EI

. 

Интересно также заметить, что в этом примере формула (27) вырож-
дается в основное тригонометрическое тождество. 

Выводы. В работе впервые проинтегрировано дифференциальное 
уравнение продольного изгиба стержня с произвольной непрерывной пере-
менной поперечной жесткостью, сжатого произвольной непрерывно прило-
женной переменной осевой продольной силой. В аналитическом виде выпи-
саны формулы для перемещений и внутренних усилий в произвольном 
сечении стержня. Эти формулы выражены через начальные параметры и 
пригодны для исследования устойчивости стержня при любых возможных 
граничных условиях.  

Решение этой проблемы открывает перспективу создания нового мето-
да исследования стержней на устойчивость равновесия. Для этого доста-
точно указать эффективный метод численной реализации найденных здесь 
точных решений. Этому вопросу планируется посвятить следующую 
статью. 
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ПОБУДОВА РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ СТІЙКОСТІ СТЕРЖНЯ З ДОВІЛЬНИМИ 
НЕПЕРЕРВНИМИ ПАРАМЕТРАМИ  
 
Розглядається задача стійкості стержня з довільною неперервною змінною попе-
речною жорсткістю, стиснутого довільною неперервно прикладеною змінною 
осьовою поздовжньою силою. Вперше знайдено точний розв’язок відповідного ди-
ференціального рівняння поздовжнього згину. Як наслідок, в аналітичному вигляді 
отримано формули для переміщень і внутрішніх зусиль у довільному перерізі 
стержня. 
 
CONSTRUCTION OF A SOLUTION OF PROBLEM ON STABILITY OF A BAR WITH 
ARBITRARY CONTINUOUS PARAMETERS 
 
The problem of stability of a bar with the arbitrary continuous variable transverse 
stiffness is considered. The bar is compressed by the continuously applied variable axial 
longitudinal force. The exact solution of the corresponding differential equation of 
longitudinal bending is constructed. Analytical formulas for displacements and internal 
forces in an arbitrary cross-section of the bar are obtained. 
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