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Н. М. Антоненко 
 
ЗАДАЧА ПРО ОСЕСИМЕТРИЧНЕ КРУЧЕННЯ БАГАТОШАРОВОЇ ПЛИТИ 
З ПРУЖНИМИ ЗВ’ЯЗКАМИ МІЖ ШАРАМИ 
 

На основі методу функцій податливості та з використанням інтегрального 
перетворення Ганкеля першого порядку запропоновано спосіб розв’язання за-
дачі про кручення багатошарової плити з пружними зв’язками між шарами. 
Для кожного із шарів введено дві допоміжні функції, пов’язані з трансфор-
мантами напружень і переміщень точок верхньої межі шару. Побудовано 
рекурентні співвідношення для допоміжних функцій і функції податливості 
сусідніх шарів плити. Для двошарової плити проаналізовано вплив коефіці-
єнтів пружних зв’язків, геометричних і механічних параметрів шарів на 
розподіл напружень у точках спільної межі шарів плити. 

 
Вступ. Багатошарові плити входять до складу великої кількості інже-

нерних конструкцій, тому визначення їх напружено-деформованого стану 
(НДС) викликає практичний і теоретичний інтерес. У більшості робіт, при-
свячених дослідженню їх деформації, розглядаються плити з ідеальним 
контактом між шарами. В реальних конструкціях між шарами може бути 
деякий проміжний клейовий шар, наявність якого необхідно враховувати 
при розрахунках на міцність шаруватих елементів конструкцій. У цій 
статті розглядаємо задачу про осесиметричне кручення багатошарової 
плити з пружними зв’язками між шарами. Згідно з моделлю [17], при-
ймаємо, що між двома сусідніми шарами існують пружні зв’язки, якщо різ-
ниці переміщень точок верхньої межі нижнього шару і нижньої межі 
верхнього шару пропорційні відповідним напруженням у точках їх спільної 
межі. Аналіз робіт, присвячених осесиметричному крученню тіл, показав, 
що в основному розглядають контактні задачі про кручення півпростору, 
шару, багатошарової основи (задача Рейснера – Саґоці). Перші роботи сто-
совно дослідження деформації тіл, які перебувають в умовах осесиметрич-
ного кручення, присвячені крученню однорідного півпростору [23]. Ця зада-
ча залишається актуальною і на сьогодні [3, 4, 15, 22]. Задачі про кручення 
трансверсально-ізотропного та неоднорідного півпросторів розв’язано в 
роботах [16, 21, 24, 25]. Задача про кручення двошарового середовища до-
сліджувалася у роботі [6]. Кручення багатошарової основи вперше розгля-
нуто в роботі [8]. В [11] розв’язано задачу Рейснера – Саґоці для багатоша-
рової основи з циліндричним включенням. У статтях [3, 4, 26] розв’язано 
задачі про кручення однорідного та неоднорідного півпросторів з різними 
типами покриттів. У монографії [19] розв’язано задачу про кручення ізо-
тропної балки. Кручення ортотропного та неоднорідного шарів розглянуто в 
[7, 10]. Задачі про кручення шаруватої ортотропних, композитних та одно-
рідних шаруватих плит розглядались у працях [14, 18, 20, 27]. Антиплоска 
деформація пакету шарів з внутрішніми стрічковими та міжфазними вклю-
ченнями вивчалась у монографії [12]. У статті [5] на основі методу функцій 
податливості [9] запропоновано спосіб розв’язання задачі про кручення пів-
простору періодичної структури. У [2] цим методом розв’язано задачу про 
осесиметричне кручення багатошарової основи, а в [1] отримано формули 
для визначення НДС двошарової плити, яка перебуває в умовах осесимет-
ричного кручення, з пружними зв’язками між шарами. У пропонованій 
статті метод функцій податливості розповсюджено на багатошарові плити з 
пружними зв’язкам між шарами. 

1. Постановка задачі. Розглянемо плиту, яка складається з n  неваго-
мих пружних ізотропних шарів. Матеріал кожного шару k , 1, ,k n= … , ха-

рактеризуємо товщиною kh  і модулем зсуву kµ . (Усі величини, які відно-
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сяться до k -го шару, будемо відмічати 
нижнім індексом k ). Між шарами плити 
діють пружні зв’язки. До верхньої і ниж-
ньої основ плити прикладено навантажен-
ня, яке викликає осесиметричне кручення 
(рис. 1). Необхідно визначити напруження 
і переміщення у шарах плити. 

Пронумеруємо шари зверху вниз, по-
чинаючи з 1k = . У кожному шарі введемо 
циліндричну систему координат k kO zρ , 

1, ,k n= … , з початком на верхній межі 
шару, як показано на рис. 1. 

Крайові умови на граничних поверхнях 0z = , nz h=  запишемо як 

 ,1 ,1( , 0) 0,      ( ,0) ( )z z gϕσ ρ = τ ρ = ρ , (1) 

 , ,( , ) 0,     ( , ) ( )z n n z n nh h gϕσ ρ = τ ρ = ρ . (2) 

Умови сумісної деформації шарів плити є такими: 

 , 1 , ,( , 0) ( , ) ( , )k k k k z k ku u h m hϕ + ϕ ϕρ = ρ + τ ρ , 

 , 1 ,( , 0) ( , )z k z k khϕ + ϕτ ρ = τ ρ , (3) 

де 0km ≥  – коефіцієнти пружних зв’язків, 1, ,k n= … . 

Введемо безрозмірні величини k
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M  – характерні величини ( =l[ ] м, M =[ ] Па). У подальшому символ «тиль-
да» опускаємо. Всі міркування і розрахунки проводимо з безрозмірними 
величинами. 

2. Метод розв’язування. Задача про визначення напружено-деформо-
ваного стану ізотропного шару, який скручується дотичними напруження-
ми, прикладеними до площин 0z =  та z h= , що обмежують шар, зво-
диться до розв’язання диференціального рівняння [13]  

 
2 2

2 2 2
1 0u u u u

z
∂ ∂ ∂+ − + =

ρ ∂ρ∂ρ ρ ∂
, 

де ( , ) ( , )u z u zϕρ = ρ . 

Ненульові компоненти напружено-деформованого стану пов’язані з 
функцією ( , )u zρ  співвідношеннями: 

 ,      z
u u u

zϕρ ϕ
∂ ∂ τ = µ − τ = µ ∂ρ ρ ∂ 

. 

Для розв’язування задачі використаємо перетворення Ганкеля першого 
порядку: 

 1 1
0 0

( ) ( ) ( ) ,      ( ) ( ) ( )f p f J p d f pf p J p dp
∞ ∞

= ρ ρ ρ ρ ρ = ρ∫ ∫ . 

У просторі трансформант компоненти напружено-деформованого стану 
окремого шару подамо у вигляді лінійних комбінацій допоміжних функцій 

( )pγ = γ  і ( )pδ = δ  [5], зв’язаних з переміщеннями і напруженнями на 
верхній межі плити: 

 
Рис. 1 
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 1( , ) ( ch sh ),     ( , ) ( sh ch )zu p z pz pz p z p pz pzϕ= γ + δ τ = γ + δ
µ

, (4) 

 1( ,0),       ( , 0)zu p p
p ϕγ = µ δ = τ . (5) 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують допоміжні функ-
ції сусідніх шарів. Із урахуванням (4) і (5) запишемо крайові умови (1), (2) 
та умови сумісної деформації шарів плити (3) у просторі трансформант 
Ганкеля: 

 1 , 1
1 ( ),       ( )z ng p g p
p ϕ +δ = τ = , 

 1 1 1 ,( , ) ( , )k k k k k k z k ku p h m p h+ + + ϕγ = µ + µ τ , 

 1 ,
1 ( , )k z k kp h
p+ ϕδ = τ . 

Застосуємо формули (4), (5) до лівих частин двох останніх співвідно-
шень і подамо їх праві частини у вигляді лінійних комбінацій допоміжних 
функцій: 

 1 1
1 1 1

k k
k k k k k k k k k k k

k k

C m pS S m pC+ +
+ + +

µ µ   γ = + µ γ + + µ δ   µ µ   
, (6) 

 1k k k k kS C+δ = γ + δ , (7) 

де chk kC p= , shk kS p= , k kp ph= . 

Введемо фіктивний шар з номером 1n + . Вважатимемо, що контакт 
між n -м та ( 1)n + -м шарами ідеальний ( 1 0nm + = ). Запишемо умови на 

межі n -го та ( 1)n + -го шарів: 

 1 ,
1 ( , )n z n np h
p+ ϕδ = τ , (8) 

де 1
1 ( )n g p
p+δ = . 

Виразимо 1n+δ  послідовно через δn  та γn , потім через −γ 1n  та −δ 1n  і 

аж до γ1  та δ1 : 

 1 1 1 1 1 1
1

n
n n n n n n n n n n n n n n

n

S C C S m pS S C S+ − − − − −
−

µ δ = γ + δ = + µ + γ + µ 
 

 1 1 1 1 1
1

n
n n n n n n n n n

n

S S m pC S C C− − − − −
−

µ + + µ + δ = µ 
… . (9) 

Зі співвідношень (9) випливає, що γk  можемо записати у вигляді лінійної 

комбінації функцій δk  і +δ 1n : 

 1k k k k nA B +γ = − δ + δ , (10) 

де kA  та kB  – функції податливості k -го шару багатошарової плити. 

Побудуємо рекурентні співвідношення, які пов’язують функції подат-
ливості сусідніх шарів плити. Із формул (7) та (10) при k n=  отримуємо 

 1 1
1,     n

n n n n n n n n
n n

C
A B

S S+ +γ = − δ + δ γ = − δ + δ , 

 1,       n
n n

n n

C
A B

S S
= = . (11) 
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Зі співвідношень (6) та (10) одержуємо 

 1 1
1 1 1

k k
k k k k k k k k k k k

k k

C m pS S m pC+ +
+ + +

µ µ   γ = + µ γ + + µ δ =   µ µ   
 

 1
1 1

k
k k k k k k k n

k

C m pS A B+
+ +

µ = + µ − δ + δ + µ 
( )  

 1 1
1 1

k k
k k k k k k k k k

k k
S m pC S m pC+ +

+ +
µ µ + + µ δ = + µ −  µ µ  

 

 1
1

k
k k k k k k

k

A C m pS+
+

µ  − + µ δ + µ 
 

 1
1 1

k
k k k k k n

k

C m pS B+
+ +

µ + + µ δ µ 
. (12) 

З іншого боку, зі співвідношень (7) і (10) отримуємо 

 1 1 1 1 1 1 1 1k k k k n k k k k k k nA B A S C B+ + + + + + + +γ = − δ + δ = − γ + δ + δ =( )  

 1 1 1 1( )k k k k k n k k k nA S A B C B+ + + += − − δ + δ + δ + δ =( )  

 1 1 1 1 1k k k k k k k k k k nA S A A C B A B S+ + + + += − δ + − δ( ) ( ) . (13) 

Порівнявши вирази (12) і (13), запишемо рекурентні співвідношення 
для обчислення функцій податливості: 

 

1
1 1 1

1

1
1 1 1

1
1

k k
k k k k k k k k k k

k k
k

k k
k k k k k k k k k k k

k k

A C S m pC T m p A
A

A S C m pS m pT A T

+
+ + +

+

+
+ + +

+

µ µ
+ + µ + µ +

µ µ
= =

µ µ
+ + µ + µ +

µ µ

, (14) 

 
1

1

1
1

k
k

k
k

k
k k k k k k

k

B
B

C m pS A S

+
+

+
+

µ
µ

=
µ

+ µ +
µ

, (15) 

де thk kT p= , 1, , 1k n= −… . 

Якщо функція податливості nB  є нульовою, то рекурентні співвідно-

шення (14), (15) збігаються із рекурентними співвідношеннями для функцій 
податливості багатошарової основи з пружними зв’язками між шарами, 
побудованими раніше в [2]. При 2n =  отримуємо формули, побудовані в [1] 
для двошарової плити з пружними зв’язками між шарами. Таким чином, 
одержані результати можна вважати узагальненням праць [1, 2]. 

Визначивши матриці податливості за формулами (11), (14) і (15), зна-
ходимо допоміжні функції δk  за формулами (7), які з урахуванням співвід-

ношень (10) подамо у такому вигляді: 

 1 1k k k k k k k nC S A S B+ +δ = − δ + δ( ) . (16) 

Функції δ1  і +δ 1n  знаходимо з крайових умов (1), (2). Функції γk  зна-

ходимо зі співвідношень (10). Підставляємо знайдені допоміжні функції у 
вирази для трансформант напружень і переміщень та застосовуємо до них 
обернене перетворення Ганкеля. 

Запропонований спосіб визначення НДС багатошарової плити можна 
застосовувати до багатошарових плит з будь-якою скінченною кількістю 
шарів. 
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3. Числові результати та висновки. Обчислення проведено для дво-
шарової плити, яка знаходиться під дією навантажень, які викликають 
осесиметричне кручення. Крайові умови (1), (2) задаємо у вигляді 

 
 

,1 ,1
0

0, 0 ,
( , 0) 0,       ( ,0) lim

, ,
4

z z

a
g

a a
a

ϕ ε→

< ρ < − εσ ρ = τ ρ =  − ε < ρ < + ε π ε
 

 ,2 2 ,2 2
0

0, 0 ,
( , ) 0,      ( , ) lim

, .
4

z z

a
h h g

a a
a

ϕ ε→

< ρ < − εσ ρ = τ ρ =  − ε < ρ < + ε π ε
 

Із крайових умов визначаємо, що 

 1 1
1 2

0

( ) ( )
lim

2

a

a

J p gJ ap
g d

p

+ε

ε→
−ε

ρ ρ
δ = δ = ρ =

ε π∫ . 

Обчислення розподілу радіальних 
напружень ,1zϕτ  на стику шарів дво-

шарової плити виконано при 1g = , 

1a = . На рис. 2 наведено графіки ,1zϕτ  

при 1 2 1µ µ =/  і 1 2 1h h =/  для різних зна-

чень коефіцієнта пружних 1m  зв’язків 
між шарами плити. Криві 1–4 відпові-
дають значенням 1 0, 0.1, 1.0, 10m = . 

Бачимо, що збільшення 1m  призводить 

до зменшення напружень ,1 1( , )z hϕτ ρ .  

Графіки на рис. 3 і рис. 4 ілюструють відповідно вплив зміни товщини 
шарів плити 1 2h h/  (криві 1–6) та модулів зсуву (криві 1, 2, 7–10) на розпо-

діл напружень ,1 1( , )z hϕτ ρ . Механічні та геометричні характеристики шарів 

плит, для яких проведено розрахунки, наведено у табл. 1. 
 Таблиця 1  

Номер 
кривої 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1m  0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

1 2h h/  1 1 1 2  1 2  2 2 1 1 1 1 

1 2µ µ/  1 1 1 1 1 1 1 2  1 2  2 2 

  
 Рис. 3 Рис. 4 
Аналіз графіків, наведених на рис. 3 і рис. 4, засвідчує, що збільшення 

товщини та модуля зсуву верхнього або нижнього шару плити призводить 
до зменшення напружень ,1zϕτ  як при ідеальному контакті шарів, так і при 

 
Рис. 2 
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наявності пружних зв’язків між шарами плити. На рис. 3 криві 3, 5 та 4, 6 
співпадають, оскільки навантаження на плиту є симетричним. Із графіків, 
зображених на рис. 4, бачимо, що зміна модулів зсуву шарів плити (криві 7, 
9 або 8, 10) не впливає на розподіл напружень ,1 1( , )z hϕτ ρ , що також по-

яснюється тим, що навантаження на плиту є симетричним. Усі отримані 
механічні ефекти не суперечать отриманим у [2] для багатошарової основи 
з пружними зв’язками між шарами та узгоджуються із очікуваною фізич-
ною картиною. У подальшому планується дослідити НДС плит з більшою 
кількість шарів і при інших видах навантажень. 

Висновки. Метод функцій податливості застосовано до задачі про осе-
симетричне кручення багатошарової плити з пружними зв’язками між ша-
рами. У просторі трансформант Ганкеля побудовано рекурентні співвідно-
шення, які пов’язують функції податливості сусідніх шарів плити. Для 
двошарової плити проаналізовано вплив коефіцієнтів пружних зв’язків, 
товщин шарів та їх модулів зсуву на розподіл радіальних напружень на 
стику шарів. 
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ЗАДАЧА ОБ ОСЕСИММЕТРИЧНОМ КРУЧЕНИИ МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛИТЫ 
С УПРУГИМИ СВЯЗЯМИ МЕЖДУ СЛОЯМИ 
 
На основе метода функций податливости и с использованием преобразования 
Ханкеля первого порядка предложен способ решения задачи о кручении многослой-
ной плиты с упругими связями между слоями. Для каждого из слоев введены две 
вспомогательные функции, связанные с трансформантами напряжений и пере-
мещений в точках верхней границы слоя. Построены рекуррентные соотношения 
для вспомогательных функций и функции податливости соседних слоев плиты. 
Для двухслойной плиты проанализировано влияние коэффициентов упругих 
связей, геометрических и механических параметров слоев на распределение 
напряжений в точках общей границы слоев плиты. 
 
PROBLEM ON AXISYMMETRIC TORSION OF A MULTILAYER PLATE 
WITH ELASTIC BONDS BETWEEN LAYERS 
 
Based on the method of compliance functions and with using Hankel transform of the 
first order a procedure of solving the problem of torsion of a multilayer plate with 
elastic bonds between the layers is proposed. Two auxiliary functions related with 
transformants of stresses and displacements in the points of the upper boundary of the 
layer are introduced for each of the layers. The recurrence relations binding auxiliary 
functions and compliance functions of neighboring layers of plates are constructed. For 
two-layer plate the influence of elastic bonds coefficients, geometrical and mechanical 
parameters of the layers on the stress distribution at points of common boundary layers 
of the plate is analyzed.  
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