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СИСТЕМА ОСНОВНИХ РІВНЯНЬ НЕЛІНІЙНОЇ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ ТОНКИХ І ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
 

Óçàãàëüíåíî ï³äõ³ä, çàïðîïîíîâàíèé Âåêóà äëÿ ³çîòðîïíèõ ë³í³éíî-ïðóæíèõ 
îáîëîíîê. Íàâåäåíî ñèñòåìó ð³âíÿíü ð³âíîâàãè, ñï³ââ³äíîøåíü ïðóæíîñò³ òà 
íåë³í³éíèõ ãåîìåòðè÷íèõ çàëåæíîñòåé äëÿ ò³ëà ç êðèâîë³í³éíîþ àí³çîòðî-
ï³ºþ â òåíçîðí³é ³ âåêòîðí³é ôîðìàõ ³ ¿¿ íàáëèæåíèé àíàëîã òåæ ó òåíçîð-
í³é ³ âåêòîðí³é ôîðìàõ äëÿ òîíêèõ ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê ïîñò³éíî¿ òîâùèíè 
â³äíîñíî êîîðäèíàòíî¿ ñèñòåìè, íîðìàëüíî çâ’ÿçàíî¿ ³ç ñåðåäèííîþ ïîâåðõíåþ 
îáîëîíêè. Ðîçãëÿíóòî 4 âèäè ð³çíèõ îïåðàòîð³â êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þ-
âàííÿ. Îòðèìàíî ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè îáîëîíîê â³äíîñíî ìîìåíò³â ðîçâèíåííÿ 
ñêëàäîâèõ ³ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà. 

 
Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ãíó÷êèõ îáîëîíîê îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿ-

ìè íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Çàñòîñóâàííÿ àïàðàòó òåíçîðíîãî ÷èñëåííÿ 
³ òåîð³¿ ïîâåðõîíü ó òåíçîðíîìó âèãëÿä³, ñïðîùóþ÷³ ïðèïóùåííÿ äëÿ òîí-
êèõ ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê ïîëåãøóþòü ïåðåõ³ä â³ä òðèâèì³ðíèõ ð³âíÿíü ³ ñï³â-
â³äíîøåíü íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äî äâîâèì³ðíèõ çà äîïîìîãîþ ðîçâè-
íåíü çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà òà äîçâîëÿþòü ïîäàòè ¿õ ó çðó÷í³é äëÿ ïî-
äàëüøîãî äîñë³äæåííÿ ôîðì³. Îäèí ³ç ìåòîä³â ïîáóäîâè òåîð³¿ ïðóæíèõ 
îáîëîíîê ðîçãëÿíóòî ó [6]. Ó ö³é ðîáîò³ âèêîðèñòàºìî ï³äõ³ä, çàïðîïîíîâà-
íèé Âåêóà. 

Â³äíåñåìî ðîçãëÿäóâàíå êðèâîë³í³éíî-àí³çîòðîïíå ò³ëî äî äåÿêî¿ êðè-

âîë³í³éíî¿ êîîðäèíàòíî¿ ñèñòåìè. Íåõàé òð³åäðè 1R , 2R , 3R  òà 1R , 2R , 3R  
º â³äïîâ³äíî êîâàð³àíòíèìè òà êîíòðàâàð³àíòíèìè ðóõîìèìè áàçèñàìè êî-

îðäèíàòíî¿ ñèñòåìè; ijg , ijg , j
ig , , 1, 2, 3i j = , – â³äïîâ³äíî êîâàð³àíòí³, 

êîíòðàâàð³àíòí³ òà çì³øàíîãî òèïó ñêëàäîâ³ ìåòðè÷íîãî òåíçîðà ïðîñòîðó, à 
g  – äèñêðèì³íàíò ìåòðè÷íî¿ êâàäðàòè÷íî¿ ôîðìè. Äîìîâèìîñü, ùî ³íäåêñè, 
ïîçíà÷åí³ ãðåöüêèìè áóêâàìè, ïðîá³ãàòèìóòü çíà÷åííÿ 1, 2. Áóäåìî çàñòîñî-
âóâàòè ïðàâèëî ï³äñóìîâóâàííÿ çà ãëóõèì ³íäåêñîì [3, ñ. 16–18], ââàæàþ÷è, 
ùî ëàòèíñüê³ ³íäåêñè ïðîá³ãàþòü çíà÷åííÿ 1, 2, 3. Äîìîâèìîñü òàêîæ, ùî 
ÿêùî â ÿêîìó-íåáóäü ñï³ââ³äíîøåíí³ áóäóòü â³ëüí³ ³íäåêñè [3, ñ. 18], òî öå 
îçíà÷àòèìå, ùî ñï³ââ³äíîøåííÿ ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ âñ³õ äîïóñòèìèõ çíà-
÷åíü öèõ â³ëüíèõ ³íäåêñ³â. Ââàæàòèìåìî, ùî â³ëüí³ ëàòèíñüê³ ³íäåêñè ïðîá³-
ãàòèìóòü çíà÷åííÿ 1, 2, 3, ÿêùî, çâè÷àéíî, ñïåö³àëüíî íå áóäå ñêàçàíî ³íøå. 

Ñêîðèñòàâøèñü òåíçîðíîþ ñèìâîë³êîþ, ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ñóö³ëüíîãî 
ñåðåäîâèùà, ð³âíÿííÿ ïðóæíîñò³ (çàêîí Ãóêà) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ äåôîð-
ìàö³é ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [1, ñ. 61, 221–222] 

 0ij j
is f∇ + = , (1) 

 ij ik j j
kks g u= σ + ∇( ) , (2) 

 ij ijkm
kmC eσ = , (3) 

 1
2

k
ij i j j i i j ke u u u u= ∇ + ∇ + ∇ ∇( ) , (4) 

äå i∇  – ñèìâîëè êîâàð³àíòíèõ ïîõ³äíèõ â³äíîñíî ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò 
ix  [3, ñ. 127]; ijs , ijσ  – â³äïîâ³äíî êîíòðàâàð³àíòí³ êîìïîíåíòè íåñèìåòðè÷-

íîãî òà ñèìåòðè÷íîãî òåíçîð³â íàïðóæåíü; if  – êîíòðàâàð³àíòí³ êîìïîíåí-

òè îá’ºìíèõ ñèë f ; iu , iu  – â³äïîâ³äíî êîâàð³àíòí³ òà êîíòðàâàð³àíòí³ êîì-
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ïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ u ; ijkmC  – ïðóæí³ êîåô³ö³ºíòè ò³ëà; ije  – 

êîâàð³àíòí³ êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³¿. 
Óâåäåìî â ðîçãëÿä âåêòîð-ôóíêö³¿ [5, ñ. 39] 

 ,              i ij i ij
j js= = σs R R . (5) 

Íàçâåìî ¿õ êîíòðàâàð³àíòíèìè ñêëàäîâèìè â³äïîâ³äíèõ òåíçîð³â íàïðóæåíü. 
Ñèñòåìó ð³âíÿíü (1)–(4) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [5, ñ. 39] 

 1 0i
i g

g
∂ + =s f( ) , (6) 

 σi i k
k k= + ∂s R R u( )( ) , (7) 

 1
2

i ijkm
k m m k k m jC= ∂ + ∂ + ∂ ∂R u R u u u R( ) , (8) 

 1
2ij j i i j i je = ∂ + ∂ + ∂ ∂R u R u u u( ) . (9) 

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó îáîëîíîê. Ïîçíà÷èìî òîâùèíó îáîëîíêè 
÷åðåç 2h  ³ áóäåìî ââàæàòè ¿¿ ñòàëîþ. Íåõàé S  – ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáî-
ëîíêè. Áóäåìî êîðèñòóâàòèñü êîîðäèíàòíèìè ñèñòåìàìè, íîðìàëüíî çâ’ÿçà-
íèìè ç ïîâåðõíåþ S  [3, ñ. 261]. Â³äíåñåìî S  äî êðèâîë³í³éíèõ êîîðäèíàò 

1x , 2x , ïîïåðå÷íó êîîðäèíàòó 3x  áóäåìî â³äðàõîâóâàòè â ñòîðîíó çðîñòàí-
íÿ çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ S . Ñ³ì’þ ïðîñòîðîâèõ ñèñòåì êîîðäèíàò, 
äëÿ ÿêèõ îäíà ³ç ñ³ìåé êîîðäèíàòíèõ ë³í³é º ñ³ì’ºþ íîðìàëåé äî ïîâåðõí³ 
S , íàçâàíî Âåêóà S -ñ³ì’ºþ. Ïðè çàì³í³ îäíèõ êîîðäèíàòíèõ ñèñòåì ³íøèìè 

ç S -ñ³ì’¿ çàëèøàºòüñÿ áåç çì³í êîîðäèíàòà 3x . Òàêîãî ðîäó ïåðåòâîðåííÿ 

êîîðäèíàò ix  íàçâàíî íèì S -ïåðåòâîðåííÿìè. Âåëè÷èíè, ùî ìàþòü òåíçîð-
í³ âëàñòèâîñò³ â³äíîñíî S -ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò, íàçâàíî Âåêóà S -òåíçî-
ðàìè. Ïðîñòîðîâ³ òåíçîðè â îáîëîíö³ çàâæäè º S -òåíçîðàìè, àëå çâîðîòíå 
òâåðäæåííÿ, î÷åâèäíî, íåâ³ðíå. 

Ïðè ðîçãëÿä³ òîíêèõ àáî ïîëîãèõ îáîëîíîê ïðèïóñêàþòü, ùî 

 3 3 3
1 21 1,         1 1,         ,k x k x x h h− ≈ − ≈ ∈ −[ ] , (10) 

äå 1k  ³ 2k  – ãîëîâí³ êðèâèíè ïîâåðõí³ S . Ö³ óìîâè âèêîíóþòüñÿ, ÿêùî â³ä-

ð³çîê ,h h−[ ] äîñèòü ìàëèé. Òîä³ ìàºìî òîíêó îáîëîíêó. Óìîâè (10) âèêîíó-

þòüñÿ, ÿêùî 1k  ³ 2k  – ìàë³ âåëè÷èíè. Ó öüîìó âèïàäêó ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ 

S  áëèçüêà äî ïëîùèíè é òîä³ ìàºìî ïîëîãó îáîëîíêó. ßêùî S  – ïëîùèíà, 
òî 1 2 0k k= =  é óìîâè (10) âèêîíóþòüñÿ òî÷íî. Ó òàêîìó âèïàäêó îáîëîíêó 
íàçèâàþòü ïðèçìàòè÷íîþ. 

Íåõàé âåêòîðè 1r , 2r  ³ 1r , 2r  ñêëàäàþòü â³äïîâ³äíî êîâàð³àíòíèé ³ 

êîíòðàâàð³àíòíèé ðóõîì³ áàçèñè êîîðäèíàòíî¿ ñèñòåìè ïîâåðõí³ S ; n  – 
îðò íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ S ; a  – äèñêðèì³íàíò ìåòðè÷íî¿ êâàäðàòè÷íî¿ 

ôîðìè ïîâåðõí³ S ; bαβ , bβ
α  – â³äïîâ³äíî êîâàð³àíòí³ òà çì³øàí³ êîìïîíåíòè 

òåíçîðà ïîâåðõí³ S  ³ç â³äîìèõ äåðèâàö³éíèõ ôîðìóë Âåéí´àðòåíà [3, ñ. 154]; 
H  ³ K  – â³äïîâ³äíî ñåðåäíÿ ³ ´àóññîâà êðèâèíè ïîâåðõí³ S . 

Âåêóà ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ [3, ñ. 270] 

 3
3 = =r r n , (11) 

 ,       ,        ij ji i j j j
ij ji i j i ia a a a a= = = = =r r r r r r . (12) 

Ñèñòåìó âåêòîð-ôóíêö³é ir  òà ir  íàçâàíî ñóïóòí³ìè áàçèñàìè êîîðäè-

íàòíî¿ ñèñòåìè ç S -ñ³ì’¿ â³äíîñíî áàçèñ³â iR  òà iR ; aαβ , aαβ , aβ
α  º â³ä-
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ïîâ³äíî êîâàð³àíòíèìè, êîíòðàâàð³àíòíèìè òà çì³øàíîãî òèïó ìåòðè÷íèìè 
òåíçîðàìè ïîâåðõí³ S . 

Óðàõóâàâøè íàáëèæåí³ ð³âíîñò³ (10) äëÿ òîíêèõ àáî ïîëîãèõ îáîëîíîê ³ 
âèêîðèñòàâøè ïîçíà÷åííÿ (11), ìîæíà çàïèñàòè òàê³ âèðàçè [2, ñ. 29]: 

 3 3
3 3,       ,       α α

α α≈ ≈ = = = =R r R r R r R r n . (13) 

Êð³ì ïðèïóùåíü (10), áóäåìî ùå ïðèéìàòè, ùî [2, ñ. 29] 

 3 0x bγ
α β∇ ≈ , (14) 

òîáòî 

 3 3
1 20,           0x k x kα α∂ ≈ ∂ ≈ . (15) 

Óìîâè (14) ³ (15) âèêîíóþòüñÿ òî÷íî äëÿ ïðèçìàòè÷íèõ, ñôåðè÷íèõ ³ 
öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê [3, ñ. 270]. 

Ïðîñòîðîâ³ ñèìâîëè Êð³ñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäó â³äíîñíî êîîðäèíàòíî¿ ñèñ-

òåìè ç S -ñ³ì’¿ ïîçíà÷èìî ÷åðåç ˆ k
ijΓ . Âèðàçè äëÿ íèõ íàâåäåíî â ïðàö³ Âå-

êóà [2, ñ. 25]. Íåõàé γ
αβΓ  – ñèìâîëè Êð³ñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäó ïîâåðõí³ S . 

Ìîæíà ïîáóäóâàòè äåÿêå ðîçøèðåííÿ ñèìâîë³â γ
αβΓ  [2, ñ. 25; 3, ñ. 276], óâ³â-

øè íîâ³ ñèìâîëè çà äîïîìîãîþ ôîðìóë 

 3 3 3 3
3 3 3 3 33 33,      ,      0b bβ β β α

α α αβ αβ α α αΓ = − Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = Γ = . (16) 

Ñèìâîëè k
ijΓ  íàçâàíî ñèìâîëàìè Êð³ñòîôôåëÿ 2-ãî ðîäó ñóïóòí³õ áàçè-

ñ³â ir  òà ir . 
Çà äîïîìîãîþ óìîâ (10), (14), ôîðìóë (13) ³ äåðèâàö³éíèõ ôîðìóë ¥àóñ-

ñà [3, ñ. 152–153] ³ Âåéí´àðòåíà ìîæíà îòðèìàòè âèðàçè [2, ñ. 30] 

 ˆ ˆ ˆ ˆ 3
3 3,       ,         b bγ γ β β β

αβ αβ α α α αβ αβΓ ≈ Γ Γ = Γ ≈ − Γ ≈ , 

 ˆ ˆ ˆ ˆ3 3 3
3 3 33 33 0α

α αΓ = Γ = Γ = Γ = ; (17) 

 3 3 3 33,       ,      0bβ
αβ αβ α α α α β≈ = = = − =R r R R r r R , 

 3 3 3
3 3,    ,    ,    0b bβ β β α α β

α α α α α β β∂ ≈ ∂ ∂ = ∂ = − ∂ ≈ ∂ =R r R r r R r R . (18) 

Ðîçãëÿäàþ÷è ð³çí³ S -ïàðàìåòðèçàö³¿ îáëàñò³, äîö³ëüíî çàñòîñîâóâàòè 4 
âèäè ð³çíèõ îïåðàòîð³â êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ [3, ñ. 276–281]. ×å-

ðåç α∇  (â³äïîâ³äíî ˆ
α∇ ) ïîçíà÷èìî îïåðàòîðè êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þ-

âàííÿ êîìïîíåíò òåíçîð³â ïîâåðõí³ S  (â³äïîâ³äíî ïîâåðõí³ ˆ : 3 constS x = ). 

×åðåç i∇


, ˆ
i∇


 ïîçíà÷èìî îïåðàòîðè êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ êîìïî-

íåíò S -òåíçîð³â. Íåõàé 1

1

q

p
A

β β
α α


  (â³äïîâ³äíî 1

1

q

p
B

β β
α α


 ) – òåíçîð ïîâåðõí³ S  

(â³äïîâ³äíî ïîâåðõí³ ˆ : 3 constS x = ); 1

1

q

p

j j

i iC

  – S -òåíçîð, à p , q  – äîâ³ëüí³ 

íàòóðàëüí³ ÷èñëà. Òîä³ 

 1 1 1 1

1 1 2 1 11

q q q q

pp p p p
A A A A

−

β β β β β β β βλ λ
γ γ α γ α γα α α α λα α α α λ∇ = ∂ − Γ − − Γ +

   
     

 2 1 11

1 1

q q q

p p
A A −λβ β β β β λβ

λγ λγα α α α+ Γ + + Γ
 

  , (19) 

 1 1 1 1

11 1 2 1 1

q q q q

pp p p p

j j j j j j j j
k k i k i ki i i i i i i iC C C C

−
∇ = ∂ − Γ − − Γ +

   
   


 

   

 2 1 11

1 1

q q q

p p

j j j j jj
k ki i i iC C −+ Γ + + Γ

 
  

  . (20) 
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Âèðàç äëÿ ˆ 1

1

q

p
B

β β
γ α α∇


  îòðèìàºìî ç ôîðìóëè (19), çàì³íèâøè â í³é ñèìâîëè 

γ∇  íà ˆ
γ∇ ; 1

1

q

p
A

β β
α α


  – íà 1

1

q

p
B

β β
α α


 ; γ

αβΓ  – íà ˆ γ
αβΓ . Âèðàç äëÿ ˆ 1

1

q

p

j j

k i iC∇




 îòðèìà-

ºìî ç ôîðìóëè (20), çàì³íèâøè â í³é ñèìâîëè k∇


 íà ˆ
k∇


 òà k

ijΓ  – íà ˆ k
ijΓ . 

Ç S -òåíçîðà ìîæíà îòðèìàòè òåíçîðè ïîâåðõîíü S  ³ Ŝ  çà äîïîìîãîþ 
îïåðàö³é çâóæåííÿ [3, ñ. 262–263]. Çàñòîñóâàâøè äî êîìïîíåíò áóäü-ÿêîãî ç 
öèõ òåíçîð³â îïåðàö³¿ êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ íà ïîâåðõí³ S  àáî 

Ŝ , îòðèìàºìî òåíçîð â³äïîâ³äíî¿ ïîâåðõí³. 

sαβ , 3sα , 3s α  ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òåíçîðè ïîâåðõí³ S , à 33s  – ÿê 

ñêàëÿð ïîâåðõí³ S , îòðèìàí³ ç ijs  øëÿõîì îïåðàö³é çâóæåííÿ. Çàñòîñóâà-
âøè äî êîìïîíåíò áóäü-ÿêîãî ç íèõ îïåðàö³¿ êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàí-
íÿ íà ïîâåðõí³ S , îòðèìàºìî òåíçîð ö³º¿ ïîâåðõí³. Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè 
(17) ³ êîìåíòàð³ äî ôîðìóëè (20), âèïèøåìî íàáëèæåí³ ð³âíîñò³: 

 ˆ 3 3 3 3
32i

is s Hs b s s sβ αβ β β α α β
α α∇ ≈ ∇ − − + + ∂


( ) , 

 ˆ 3 3 33 33
32i

is s Hs b s sα αβ
α βα∇ ≈ ∇ − + + ∂


. (21) 

Íàäàë³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè îáîëîíêè, ÿê³ ìàþòü òàêó âëàñòèâ³ñòü, ùî, 
ÿêùî ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè çàïèñàòè ñòîñîâíî äåÿêî¿ êîîðäèíàòíî¿ ñèñòåìè ç 
S -ñ³ì’¿, à ïîò³ì âíåñòè â íèõ ñïðîùåííÿ, çàñòîñîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (10), 
(14) ³ íàáëèæåí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî âèïëèâàþòü ç íèõ, òî ðîçâ’ÿçîê îòðè-
ìàíî¿ ñïðîùåíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü äàº ïðàêòè÷íî äîñòàòíüî òî÷íå íàáëè-
æåííÿ. 

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (13), ç ð³âíîñòåé (9) îòðèìàºìî  

 1
2ij ij i j j i i je e≈ = ∂ + ∂ + ∂ ∂r u r u u u ( ) . (22) 

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè (13), (18) ³ (22), ç ð³âíîñòåé (9) áóäåìî ìàòè íàáëè-
æåí³ âèðàçè 

 ij ije eα α∂ ≈ ∂  . (23) 

ßêùî ïîäàìî âåêòîð u  ó âèãëÿä³ 

 i i
i iU U= =u r r , (24) 

äå 

 ,        i i
i iU U= =ur ur , (25) 

³ ïîêàæåìî, ùî iU  òà iU  º S -òåíçîðàìè, òî ìîæíà áóäå íàïèñàòè [2, ñ. 32] 

 j j
i i j i jU U∂ = ∇ = ∇u r r

 
, (26) 

äå 

 k
i j j i i j ji kU U U∇ = ∂ = ∂ − Γr u


, 

 j j j j k
i i i kiU U U∇ = ∂ = ∂ + Γr u


. (27) 

Òåïåð ôîðìóëè (22) ìîæíà ïîäàòè ó òàê³é ôîðì³: 

 1
2

k
ij i j j i i k je U U U U= ∇ + ∇ + ∇ ∇

   
 ( ) . (28) 

Çàïèøåìî âåêòîð f  ó âèãëÿä³ 

 i i
i iF F= =f r r , (29) 

äå 
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 ,              i i
i iF F= =fr fr . (30) 

Îñê³ëüêè iU  òà iU  º S -òåíçîðàìè, òî Uα  (â³äïîâ³äíî Uα ) ìîæíà 

ðîçãëÿäàòè ÿê òåíçîð ïîâåðõí³ S , à 3
3U U=  – ÿê ñêàëÿð ïîâåðõí³ S , ùî 

îòðèìàí³ ç iU  (â³äïîâ³äíî ç iU ) øëÿõîì îïåðàö³é çâóæåííÿ. Çàñòîñóâàâøè 
äî êîìïîíåíò áóäü-ÿêîãî ç íèõ îïåðàö³¿ êîâàð³àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ íà 
ïîâåðõí³ S , îòðèìàºìî òåíçîð ö³º¿ ïîâåðõí³. Òîìó, âèêîðèñòàâøè ð³âíîñò³ 
(16) ³ (19), ôîðìóëè (27) ìîæíà ïîäàòè â íàñòóïí³é ôîðì³: 

 3U U b Uα β α β αβ∇ = ∇ −


, 3U U b Uβ β β
α α α∇ = ∇ −


, 

 3 3U U b Uβ
α α α β∇ = ∂ +


, 3 3U U b Uβ

α α αβ∇ = ∂ +


, 

 3 3U Uα α∇ = ∂


, 3 3U Uα α∇ = ∂


, 

 3 3 3 3U U∇ = ∂


, 3 3
3 3U U∇ = ∂


. 

Áóäåìî ââàæàòè, ùî îáîëîíêà º êðèâîë³í³éíî àí³çîòðîïíîþ [4, ñ. 57–62]. 
Íåõàé êîîðäèíàòí³ íàïðÿìêè âèáðàíî¿ íàìè ñèñòåìè êðèâîë³í³éíèõ êîîðäè-
íàò ó êîæí³é òî÷ö³ îáîëîíêè ñï³âïàäàþòü ç íàïðÿìêàìè, åêâ³âàëåíòíèìè â 
ñåíñ³ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé. Ó òàê³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ô³çè÷í³ êîìïîíåíòè 
òåíçîðà íàïðóæåíü º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè â³ä ô³çè÷íèõ êîìïîíåíò òåíçîðà 
äåôîðìàö³é [4, ñ. 58]. Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ô³çè÷íèõ êîìïîíåíò òåí-
çîðà [1, ñ. 17–18; 3, ñ. 65] ³ âëàñòèâîñòÿìè ìåòðè÷íèõ òåíçîð³â, íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ, ùî 

 
3 3

1 1

nn ppij m in jp
mnp

mmn p

g g
C g g A

g g= =

= ∑ ∑



, (31) 

äå mnpA  – ñòàë³. 

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè (12) ³ (13), ç ð³âíîñòåé (31) îòðèìàºìî  

 
3 3

1 1

nn ppij m ij m in jp
mnp

mmn p

a a
C C a a A

a a= =

≈ = ∑ ∑ 



. (32) 

Óðàõóâàâøè ôîðìóëè (12), (13), (18) ³ (32), ç ð³âíîñòåé (31) áóäåìî ìàòè 
íàáëèæåí³ âèðàçè 

 ijk ijkC Cα α∂ ≈ ∂   . (33) 

Ïðè ïåðåõîä³ â³ä îäíèõ êîîðäèíàò ç S -ñ³ì’¿ äî ³íøèõ åëåìåíòè ìàòðèö³ 
ijkC   áóäåìî ïåðåòâîðþâàòè êî´ðåä³ºíòíî ç åëåìåíòàìè òåíçîðà ijkC  . Òà-

êèì ÷èíîì çàäàìî òåíçîð â³äíîñíî S -ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò, òîáòî ijkC   – 
S -òåíçîð. 

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (13), (22) ³ (32), ç ð³âíîñòåé (8) îòðèìàºìî  

 i i ijkm
km jC e≈ = r   . (34) 

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè (13), (18), (22), (32), (33) ³ (34), ç ð³âíîñòåé (8) áóäåìî 
ìàòè íàáëèæåí³ âèðàçè 

 i i
α α∂ ≈ ∂   . (35) 

Óðàõóâàâøè ôîðìóëè (13) ³ (34), ç ð³âíîñòåé (7) îòðèìàºìî  

 σi i i k
k k≈ = + ∂s s r r u ( )( ) . (36) 

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (13), (18), (34), (35) ³ (36) ç ð³âíîñòåé (7) áóäåìî ìàòè 
íàáëèæåí³ âèðàçè 
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 i i
α α∂ ≈ ∂s s . (37) 

Âèêîðèñòàâøè ôîðìóëè (22) ³ (32), ç ð³âíîñòåé (3) îòðèìàºìî  

 ij ij ijkm
kmC eσ ≈ σ =   . (38) 

Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëè (22), (23), (32) ³ (33), ç ð³âíîñòåé (3) áóäåìî ìàòè íà-
áëèæåí³ âèðàçè 

 ij ij
α α∂ σ ≈ ∂ σ . (39) 

Íà ï³äñòàâ³ â³äîìèõ ôîðìóë [3, ñ. 127] çàïèøåìî ð³âíîñò³ (2) ó òàê³é ôîðì³: 

 ij ik j
k ks = σ + ∂R u R( ) . (40) 

Óðàõóâàâøè ôîðìóëè (12), (13), (27) ³ (38), ç ð³âíîñòåé (40) îòðèìàºìî  

 ij ij ik j j
kks s a U≈ = σ + ∇


  ( ) . (41) 

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (12), (13), (18), (27), (38), (39) ³ (41) ç ð³âíîñòåé (40) áó-
äåìî ìàòè íàáëèæåí³ âèðàçè 

 ij ijs sα α∂ ≈ ∂  . (42) 

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ir , ir , i∂ u  º ïðîñòîðîâèìè S -òåíçîðàìè. 
Òîìó âñ³ ìîæëèâ³ ñêàëÿðí³ äîáóòêè öèõ âåêòîð-ôóíêö³é òåæ áóäóòü ïðî-
ñòîðîâèìè S -òåíçîðàìè. Òå æ ìîæíà ñêàçàòè é ïðî ñêàëÿðí³ äîáóòêè iur , 

iur , ifr , ifr . Òîä³ ç ôîðìóë (25) ³ (30) âèïëèâàº, ùî iU , iU , iF , iF  òåæ º 

S -òåíçîðàìè. Âèõîäÿ÷è ç ãîëîâíèõ âëàñòèâîñòåé òåíçîð³â [3, ñ. 59], ðîáèìî 

âèñíîâîê, ùî ije , ijσ , ijs , i , is  òåæ º S -òåíçîðàìè. 

Ââàæàòèìåìî, ùî ôóíêö³¿ iU , iU , iF , iF , ije , ijσ , ijs , âåêòîðí³ ïîëÿ 

u , f , âåêòîð-ôóíêö³¿ i , is  ìîæíà ðîçâèâàòè â ðÿäè çà ïîë³íîìàìè Ëå-

æàíäðà 
3

k
xP
h

  
 

 [2, ñ. 34–35]. Ìîìåíòè öèõ ôóíêö³é ïîðÿäêó k  ïîçíà÷èìî 

÷åðåç 
( )k

iU , 
( )k

iU , 
( )k

iF , 
( )k

iF , 
( )k

ije , 
( )k

ijσ , 
( )k

ijs , 
( )k
u , 

( )k
f , 

( )k
i , 

( )k
is , 0,1, ,k = ∞ . 

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ìîìåíòè ô³êñîâàíîãî ïîðÿäêó âñ³õ êîìïîíåíò 
S -òåíçîðà, îòðèìàíîãî çà äîïîìîãîþ çâóæåííÿ äåÿêîãî S -òåíçîðà, ñêëàäà-
þòü òåíçîð ïîâåðõí³ S . 

Ïåðåä òèì, ÿê ïðîäîâæèòè âèêëàäêè, çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî âåêòîð-

ôóíêö³¿ ir , ir , ôóíêö³¿ ija , ija , j
ia , a , bαβ , bβ

α , k
ijΓ , ijkC   íå çàëåæàòü â³ä 

ïîïåðå÷íî¿ êîîðäèíàòè 3x . Öÿ îáñòàâèíà ïîëåãøèòü çàâäàííÿ âèâåñòè ð³â-
íÿííÿ ð³âíîâàãè îáîëîíîê â³äíîñíî ìîìåíò³â ñêëàäîâèõ ³ êîìïîíåíò íåñè-
ìåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðóæåíü, äîòðèìóþ÷èñü ñõåìè, çàïðîïîíîâàíî¿ Âå-
êóà â ïðàö³ [2] äëÿ ë³í³éíî-ïðóæíèõ îáîëîíîê. 

Îñê³ëüêè [3, ñ. 265]  

 2 3 3
1 2,          1 1g a k x k x= ϑ ϑ = − −( )( ) ,  

òî ð³âíÿííÿ (6) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 3
3

1 0a
a

α
α∂ ϑ + ∂ ϑ + ϑ =s s f( ) ( ) . (43) 

Äîìîâèìîñü, ùî íèæ÷å â³ëüíèé ³íäåêñ k  ³ ñèìâîë k  ó ïîçíà÷åííÿõ ìîìåí-
ò³â ïðîá³ãàòèìóòü çíà÷åííÿ 0,1, , ∞ . Ïîìíîæèìî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ 

(43) íà ìíîæíèêè 
32 1

2 k
k xP

h h
+   

 
, à ïîò³ì ïðî³íòåãðóºìî â³äíîñíî 3x  â³ä h−  
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äî h . Áóäåìî ìàòè 

 
3

32 1 1
2

h

k
h

k xa P dx
h ha

α
α

−

+  ∂ ϑ + 
 ∫ s( )  

 
3 3

3 3 3
3

2 1 2 1 0
2 2

h h

k k
h h

k x k xP dx P dx
h h h h

− −

+ +   + ∂ ϑ + ϑ =   
   ∫ ∫s f( ) . (44) 

Óðàõóâàâøè ïðèïóùåííÿ (10) ³ (15), îòðèìàºìî 

 
( )3

32 1 1 1
2

h k

k
h

k xa P dx a
h ha a

α α
α α

−

+    ∂ ϑ ≈ ∂   
   ∫ s s( ) , (45) 

 
( )3

32 1
2

h k

k
h

k xP dx
h h

−

+  ϑ ≈ 
 ∫ f f . (46) 

Çàñòîñóâàâøè ïðàâèëà ³íòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, çàïèøåìî 

 
( ) ( ) ( ) ( )3 3

3 3 3 3 3 3
3

1( 1)
h h

k
k k

h h

x xP dx P dx
h h h

+ + − −

− −

   ′∂ ϑ = ϑ − − ϑ − ϑ   
   ∫ ∫s s s s( ) , (47) 

äå 

 
( ) ( )

3 3 1 2 1 2, , ,         , ,x x h x x h
± ±

= ± ϑ = ϑ ±s s ( ) ( ) . (48) 

Ñêîðèñòàâøèñü â³äîìîþ ð³âí³ñòþ äëÿ ïîë³íîì³â Ëåæàíäðà [2, ñ. 35–36] 

 1 3( ) (2 1) ( ) (2 5) ( )k k kP k P k P− −
′ ω = − ω + − ω +   (49) 

òà âðàõóâàâøè íàáëèæåííÿ (10), ç ð³âíîñò³ (44) áóäåìî ìàòè 

 
( ) ( ) ( )3

3 3 3 3 3
3

2( 1)
2 1

h k
k

k
h

xP dx
h k

+ −

−

 ∂ ϑ ≈ − − −  + ∫ s s s s( ) , (50) 

äå 

 
( ) ( 1) ( 3)

3 3 3(2 1)
k k k

k
− − = + + + 

 
s s s  . (51) 

Òåïåð çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (44), (45), (46) ³ (50) çàïèøåìî íàáëèæåíå ð³â-
íÿííÿ 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 31 1 2 1 ( 1) 0
2

k k k
kka

h ha

+ −
α

α
 + ∂ − + − − + =      

s s s s f . (52) 

Ç³ ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâàº, ùî 
( )k
s αβ , 

( )
3

k
s α , 

( )
3

k
s α , 

( )k
F α  º òåíçîðàìè 

ïîâåðõí³ S , à 
( )

33
k
s , 

( )
3

k
F  – ¿¿ ñêàëÿðàìè äëÿ ô³êñîâàíîãî k ; êîâàð³àíòí³ 

ïîõ³äí³ â³ä êîìïîíåíò òåíçîð³â íà ïîâåðõí³ S  ñêëàäàþòü òåíçîðè ïîâåðõí³ 

S . ßêùî îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíÿííÿ (52) ïîìíîæèìî ñêàëÿðíî íà βr  òà n  

â³äïîâ³äíî, âèêîðèñòàºìî â³äîìó ð³âí³ñòü 1 a
a

β
α αβ∂ = Γ , ôîðìóëè ¥àóññà, 

Âåéí´àðòåíà, (5), (13), (18), (19), (29), (48) ³ (51), òî îòðèìàºìî 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 31 2 1 ( 1) 0
2

k k k k
kks b s s s s F

h h

+ −
αβ β α β β β β

α α
+  ∇ − − + − − + = 

 
, 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 33 33 33 31 2 1 ( 1) 0
2

k k k k
kks b s s s s F

h h

+ −
α αβ

α αβ
+  ∇ + − + − − + = 

 
, (53) 

äå 

 
( ) ( 1) ( 3) ( )

3 3 3 3 3 1 2(2 1) ,        ( , , )
k k k

i i i i is k s s s s x x h
− − ± = + + + = ± 

 
 . 
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Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî 
( )

3s
+

α , 
( )

3s
−

α  – òåíçîðè ïîâåðõí³ S , à 
( )

33s
+

, 
( )

33s
−

 

– öå ñêàëÿðè ïîâåðõí³ S . ßê óæå áóëî ñêàçàíî âèùå, bαβ , bβ
α  º 

êîâàð³àíòíèìè òà çì³øàíèìè êîìïîíåíòàìè òåíçîðà ïîâåðõí³ S . Âèõîäÿ÷è 
ç ãîëîâíèõ âëàñòèâîñòåé òåíçîð³â, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî ð³âíÿííÿ (53) çàïè-
ñàí³ â òåíçîðí³é ôîðì³, ñïðàâåäëèâ³é â³äíîñíî äîâ³ëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 
ç S -ñ³ì’¿. 

Òåïåð ïîð³âíÿºìî îòðèìàí³ ôîðìóëè ç ôîðìóëàìè (21). Î÷åâèäíî, ùî 
ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ìîìåíò³â êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü, îòðèìàí³ çà äî-
ïîìîãîþ ³íòåãðóâàííÿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ôîðìóëè (21), íà â³äì³íó â³ä ð³âíÿíü 

(53), ì³ñòèòèìóòü çàéâ³ äîäàíêè 
( )

3
k

b sβ α
α− , 

( )
32

k
H s β−  òà 

( )
332

k
H s− . Îòðèìàòè 

ñïðîùåííÿ âèÿâèëîñü ìîæëèâèì ñàìå çàâäÿêè ïîäàííþ ñèñòåìè ð³âíÿíü 
ð³âíîâàãè ó âåêòîðí³é ôîðì³. 

Ôîðìóëè (41) (â³äïîâ³äíî (36)) äîïîìîæóòü íàì çíàéòè 

 
( ) 3

32 1
2

hk
ij ij

k
h

k xs s P dx
h h

−

+  ≈  
 ∫    

 


â³äïîâ³äíî 
( ) 3

32 1
2

hk
i i

k
h

k xP dx
h h

−

+  ≈  
 ∫s s 


. 

ijs  º S -òåíçîðîì, à ìîìåíòè ô³êñîâàíîãî ïîðÿäêó âñ³õ êîìïîíåíò S -
òåíçîðà, îòðèìàíîãî çà äîïîìîãîþ çâóæåííÿ äåÿêîãî S -òåíçîðà, ñêëàäàþòü 
òåíçîð ïîâåðõí³ S . Öåé ôàêò ³ ôîðìóëè (42) (â³äïîâ³äíî ôîðìóëè (37)) 

ïîêàçóþòü, ùî îòðèìàí³ íàáëèæåí³ âèðàçè äëÿ 
( )k

ijs  (â³äïîâ³äíî äëÿ 
( )k

is ) 
ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè çàì³ñòü íèõ ó ð³âíÿííÿõ (53) (â³äïîâ³äíî â ð³âíÿíí³ 

(52)). Ìîìåíòè ôóíêö³é ijσ  (â³äïîâ³äíî âåêòîð-ôóíêö³é i ) ìîæíà âèðàçèòè 
çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (38) (â³äïîâ³äíî (34)) ³ (49) ÷åðåç ìîìåíòè ije , à ò³, ó 

ñâîþ ÷åðãó, çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (28) (â³äïîâ³äíî (22)) ³ (49) ÷åðåç 
( )k

iU  òà 
( )k

iU  (â³äïîâ³äíî ÷åðåç 
( )k
u ). Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü 

â³äíîñíî ìîìåíò³â êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü (â³äïîâ³äíî ìîìåíò³â âåê-
òîðà ïåðåì³ùåíü) íåñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà êîâàð³-
àíòíîãî äèôåðåíö³þâàííÿ ñóìè, ð³çíèö³ òà äîáóòêó òåíçîð³â [3, ñ. 127–129]. 
Ïðè öüîìó ââàæàòèìåìî, ùî îïèñàí³ âèùå ðÿäè çà ïîë³íîìàìè Ëåæàíäðà 
ìàþòü âëàñòèâîñò³, ÿê³ äîçâîëÿþòü âèêîðèñòîâóâàòè ¿õ çàì³ñòü ¿õí³õ ñóì ó 
ôîðìóëàõ (28), (38) ³ (53) (â³äïîâ³äíî ó ôîðìóëàõ (22), (34) ³ (52)) ó ïðîöåñ³ 
âèçíà÷åííÿ âèðàç³â äëÿ ìîìåíò³â. Äîñòàòíüîþ óìîâîþ öüîãî º àáñîëþòíà 
çá³æí³ñòü öèõ ðÿä³â ³ ðÿä³â, ñêëàäåíèõ ç êîâàð³àíòíèõ ïîõ³äíèõ ÷ëåí³â öèõ 
ðÿä³â [7, ñ. 3–30]. Ïåðåõ³ä äî ñê³í÷åííèõ â³äð³çê³â ðÿä³â ³ ñèñòåì áóäå ðîç-
ãëÿíóòî â íàñòóïíèõ ðîáîòàõ. 
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СИСТЕМА ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 
ДЛЯ ТОНКИХ И ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
 
Îáîáùåí ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé Âåêóà äëÿ èçîòðîïíûõ ëèíåéíî-óïðóãèõ îáîëî÷åê. 
Ïðèâåäåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòíîøåíèé óïðóãîñòè è íåëèíåéíûõ 
ãåîìåòðè÷åñêèõ çàâèñèìîñòåé äëÿ òåëà ñ êðèâîëèíåéíîé àíèçîòðîïèåé â òåíçîð-
íîé è âåêòîðíîé ôîðìàõ è åå ïðèáëèæåííûé àíàëîã òîæå â òåíçîðíîé è âåêòîð-
íîé ôîðìàõ äëÿ òîíêèõ è ïîëîãèõ îáîëî÷åê ïîñòîÿííîé òîëùèíû îòíîñèòåëüíî 
êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, íîðìàëüíî ñâÿçàííîé ñî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòüþ îáîëî÷-
êè. Ðàññìîòðåíî 4 âèäà ðàçíûõ îïåðàòîðîâ êîâàðèàíòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. 
Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷åê îòíîñèòåëüíî ìîìåíòîâ ðàçëîæåíèÿ ñî-
ñòàâíûõ è êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà. 
 
SYSTEM OF BASIC EQUATIONS OF NON-LINEAR ELASTICITY 
THEORY FOR THIN AND SHALLOW SHELLS 
 
An approach offered by Vekua for isotropic linearly-elastic shells is generalized. The 
system of equilibrium equations, relations of elasticity and non-linear geometric depen-
dences for a body with curvilinear anisotropy in the tensor and vector forms and its 
approximate analogue too in the tensor and vector forms for thin and shallow shells of 
constant value of width concerning a coordinate system normally dependent with the 
median surface of the shell are proposed. Four sorts of different covariant derivation 
operators are surveyed. The equilibrium equations for shells concerning the moments of 
decomposition of the composite and components of the stress tensor on the Legendre 
polynomials are obtained. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 18.07.06 
 
 
 


