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ОСОБЛИВОСТІ ЧИСЛОВОГО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗВ’ЯЗАНИХ ЗАДАЧ ПРО 
ВИЗНАЧЕННЯ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ, ТЕПЛОВИХ І МЕХАНІЧНИХ ПОЛІВ 
У ДЕФОРМІВНИХ ТЕРМОЧУТЛИВИХ ЕЛЕКТРОПРОВІДНИХ ТІЛАХ  
ЗА КВАЗІУСТАЛЕНИХ ЕЛЕКТРОМАГНІТНИХ НАВАНТАЖЕНЬ 
 

Ðîçãëÿíóòî ï³äõîäè äî ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ çâ’ÿçàíèõ åëåêòðîìàãí³òíèõ, 
òåïëîâèõ é ìåõàí³÷íèõ ïîë³â â åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ëàõ çà ä³¿ çîâí³øíüîãî 
êâàç³óñòàëåíîãî åëåêòðîìàãí³òíîãî íàâàíòàæåííÿ ç óðàõóâàííÿì òåðìî-
÷óòëèâîñò³ ìàòåð³àëó, íåë³í³éíî¿ çàëåæíîñò³ ³íäóêö³é â³ä íàïðóæåíîñòåé 
åëåêòðè÷íîãî ³ ìàãí³òíîãî ïîë³â òà ïðóæíîïëàñòè÷íîãî õàðàêòåðó äåôîð-
ìóâàííÿ. Ö³ ï³äõîäè, ÿê³ áàçóþòüñÿ íà ìåòîä³ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â ³ ñ³ì’¿ 
ð³çíèöåâèõ àëãîðèòì³â, ñòàíîâëÿòü òåîðåòè÷íó îñíîâó äëÿ êîìï’þòåðíîãî 
ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â âèñîêîòåìïåðàòóðíî¿ ³íäóêö³éíî¿ îáðîáêè âèðîá³â ³ç 
ôåðîìàãí³òíèõ (ÿê ìàãí³òíîì’ÿêèõ, òàê ³ ìàãí³òíîæîðñòêèõ) ìàòåð³àë³â. 

 
Äëÿ ï³äâèùåííÿ ïàðàìåòð³â ì³öíîñò³ òà íàä³éíîñò³ âèðîá³â ç åëåêòðî-

ïðîâ³äíèõ ìàòåð³àë³â ó ñó÷àñíèõ òåõíîëîã³ÿõ îáðîáêè øèðîêî âèêîðèñòîâó-
þòü åëåêòðîìàãí³òí³ ïîëÿ (ÅÌÏ). Îñê³ëüêè òàêà îáðîáêà º, ÿê ïðàâèëî, âè-
ñîêîòåìïåðàòóðíîþ, ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàíí³ òà òåîðåòè÷íîìó îïè-
ñ³ íàÿâíèõ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü óðàõóâàííÿ 
çàëåæíîñò³ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè, ïðóæíîïëàñòè÷íîãî 
õàðàêòåðó äåôîðìóâàííÿ ³ íåë³í³éíèõ çàëåæíîñòåé ì³æ ³íäóêö³ÿìè òà íà-
ïðóæåíîñòÿìè åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â. Öå ïðèâîäèòü äî ñêëàä-
íîñò³ â³äïîâ³äíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ âêëþ÷àþòü ñèñòåìè çâ’ÿçàíèõ 
ð³âíÿíü ð³çíèõ òèï³â ³ ïî÷àòêîâèõ òà êðàéîâèõ óìîâ. Äîñë³äæåííÿ ð³çíèõ 
ôóíäàìåíòàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ àñïåêò³â íåêëàñè÷íèõ çàäà÷, ùî âèíèêà-
þòü ó ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ, ðîçãëÿíóòî â íèçö³ ðîá³ò ìàòåìàòèê³â â³-
äîìèõ óêðà¿íñüêèõ øê³ë, çîêðåìà øêîëè, ñòâîðåíî¿ Â. ß. Ñêîðîáàãàòüêîì 
[12, 14–16]. Ïðè öüîìó òóò âèð³øåíî ðÿä ïèòàíü, ÿê³ ñòîñóþòüñÿ é îá÷èñëþ-
âàëüíèõ ïðîáëåì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ òàêèõ çàäà÷.  

Âèêîðèñòàííÿ ñó÷àñíèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â äî çãàäàíèõ çàäà÷ åëåêòðî-
ìàãí³òîòåðìîìåõàí³êè çà â³äñóòíîñò³ ïîòóæíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì ÷àñ-
òî âèãëÿäàº äîñòàòíüî ïðîáëåìàòè÷íèì ç òî÷êè çîðó ðåàëüíèõ îáñÿã³â ³ ÷à-
ñó îá÷èñëåíü [3, 18, 21, 22].  

Ïèòàííÿì ïîáóäîâè ìåòîäèê ÷èñëîâîãî âèçíà÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ, 
òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïîë³â ó òâåðäèõ ò³ëàõ ç ð³çíèìè åëåêòðîïðîâ³äí³ñòþ 
òà çäàòí³ñòþ äî íàìàãí³÷óâàííÿ é ïîëÿðèçàö³¿ çà åëåêòðîìàãí³òíèõ íàâàí-
òàæåíü ç óðàõóâàííÿì çàëåæíîñò³ åëåêòðî-, òåïëîô³çè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ 
âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àë³â â³ä òåìïåðàòóðè òà ïðóæíîïëàñòè÷íîãî õàðàêòåðó 
äåôîðìóâàííÿ ïðèñâÿ÷åí³ ðîáîòè [1, 3, 5, 9, 18].  

Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ï³äõîäè, ÿê³ äîçâîëÿþòü àäåêâàòíî âðàõîâóâà-
òè ñêëàäíó ïîâåä³íêó åëåêòðîïðîâ³äíèõ ò³ë çà ä³¿ ÅÌÏ ó øèðîêîìó òåìïå-
ðàòóðíîìó ä³àïàçîí³ ³ â òîé æå ÷àñ ñóòòºâî ñêîðîòèòè îáñÿãè îá÷èñëåíü, ùî 
äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìóâàòè ðîçâ’ÿçêè ñêëàäíèõ çâ’ÿçàíèõ çàäà÷ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ô³çèêè ïðàêòè÷íî áåç âòðàòè òî÷íîñò³.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî çäàòíå äî íàìàãí³÷óâàííÿ òà ïîëÿðèçà-
ö³¿ ³çîòðîïíå åëåêòðîïðîâ³äíå ò³ëî, ÿêå çàéìàº îáëàñòü V  ç íåïåðåðâíîþ çà 
Ë³ïøèöåì ïîâåðõíåþ Γ . Ò³ëî, â îáëàñò³ ÿêîãî â³äñóòí³ ñòîðîíí³ åëåêòðè÷í³ 
çàðÿäè òà ñòðóìè, ïåðåáóâàº ï³ä âïëèâîì ÅÌÏ, ÿêå âèêëèêàº ðîçïîä³ëåíà ó 
ñê³í÷åíí³é ï³äîáëàñò³ îòî÷óþ÷îãî ñåðåäîâèùà ñèñòåìà ñòðóì³â ³ç ãóñòèíîþ 

(0)j , àìïë³òóäà ÿêèõ â³äíîñíî ìàëî çì³íþºòüñÿ ó ÷àñ³ çà ïåð³îä êîëèâàííÿ 
åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³. Ñòàâèòüñÿ çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ çóìîâëåíèõ öèì 
âïëèâîì íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ò³ëà. Çà ïðèïóùåííÿ, ùî ÷àñòîòà 
çîâí³øíüîãî ÅÌÏ ïåðåáóâàº ïîçà îêîëîì ðåçîíàíñíî¿ [20], ïðîöåñ äåôîðìó-
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âàííÿ ðîçãëÿäàºìî ó êâàç³ñòàòè÷íîìó íàáëèæåíí³. Åëåêòðîìåõàí³÷í³, òåðìî-
åëåêòðè÷í³, ìàãí³òîñòðèêö³éí³ åôåêòè òà âïëèâ ðóõîìîñò³ ñåðåäîâèùà íà 
ÅÌÏ ââàæàºìî íåñóòòºâèìè, à âåêòîðè ³íäóêö³¿ òà íàïðóæåíîñò³ â³äïîâ³äíî 
åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â – ïàðàëåëüíèìè. 

Â³äïîâ³äíî äî çàïðîïîíîâàíî¿ ó [1, 5, 9] ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ çâ’ÿçàí³ 
åëåêòðîìàãí³òíå é òåìïåðàòóðíå ïîëÿ çà ð³âíÿíü ñòàíó  

 (1) (1) (1) (1) (1) (1)( , ),     ( , ),     T T∗ ∗= = = γB B H D D E j E , 

 (0) (1) (0) (0)
0 0,     = µ = εB H D E  (1) 

îïèñóº òàêà ñèñòåìà ð³âíÿíü åëåêòðîäèíàì³êè òà òåïëîïðîâ³äíîñò³: 

 ( ) ,         ,       [0, ]Tc T Q V t
t ∗

∂ = ⋅ λ + ∈ ∈ τ
∂

r  , (2) 

 
(1) 2 (1)

(1) (1)
2

1 0
t t t

∂γ ∂ ∂ × × + + γ + ε = µ ∂ ∂  ∂
E EE E  , (3) 

 ( ) ( )

0

t
m m dt′= − ×∫B E , (4) 

 ( ) 0m⋅ =D , (5) 

 
(0)2 (0)

(0) 3
0 2

0

1 ( ) ,         \E V
tt

∂∂× × + ε = − ∈
µ ∂∂

jEE r  , (6) 

çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ  

 
( )

( )
0( ,0) ( ),            0,            0

m
mT T

t
∂= = =

∂
Er r E ,  (7) 

óìîâ íà ìåæ³ Γ  ïîä³ëó ò³ëà é ñåðåäîâèùà  

 (1) (0)( ) 0× − =n E E ,  

 (1) (0)

0

1 1 0 × × − × = µ µ 
n E E  , (8) 

 4 4
0( ) ( )S ST T T T T′− λ = β − + σ −n   (9) 

òà óìîâ íà íåñê³í÷åííîñò³ 

 (0)lim ( , ) const
r

t
→∞

=r E r , 

 
(0) (0)

0 0
( , ) ( , )

lim 0
r

t t
r t→∞

∂ ∂ + ε µ = ∂ ∂ 
E r E r

r .  (10) 

Òóò E , H  – âåêòîðè íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â; D , B  
– åëåêòðè÷íà òà ìàãí³òíà ³íäóêö³¿ (âåëè÷èíè ç ³íäåêñîì 0m =  â³äíîñÿòüñÿ 

äî çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà 3 \E V , ÿêå çà åëåêòðîìàãí³òíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè ðîçãëÿäàºìî â íàáëèæåíí³ âàêóóìó, à ç ³íäåêñîì 1m =  – ò³ëà); ∗B , ∗D  
– ôóíêö³¿, ÿê³ çàäàþòü çâ’ÿçîê ì³æ âåêòîðàìè ³íäóêö³¿ ³ íàïðóæåíîñò³ â³ä-
ïîâ³äíî ìàãí³òíîãî òà åëåêòðè÷íîãî ïîë³â ó ò³ë³; 0 0,  ε µ  – ä³åëåêòðè÷íà é 

ìàãí³òíà ïðîíèêíîñò³ âàêóóìó;   – îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà; r – ðàä³óñ-âåêòîð 
òî÷êè; ( , )Tε = ε D , ( , )Tµ = µ H  [18] – äèôåðåíö³àëüí³ ä³åëåêòðè÷íà òà 

ìàãí³òíà ïðîíèêíîñò³ ò³ëà; j  – âåêòîð ãóñòèíè ñòðóìó; ( )Tγ = γ  – êîåô³ö³-

ºíò åëåêòðîïðîâ³äíîñò³; ( )c c T=  – îá’ºìíà òåïëîºìí³ñòü; ( )Tλ = λ  – êîåô³-
ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; Q  – òåïëîâèä³ëåííÿ, ïîâ’ÿçàí³ ç ïðîò³êàííÿì ó ò³ë³ 
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³íäóêö³éíèõ ñòðóì³â, à òàêîæ çóìîâëåí³ íàìàãí³÷óâàííÿì é ïîëÿðèçàö³ºþ 
[20]; n  – âåêòîð íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ Γ  ò³ëà; ( )Tβ = β  – êîåô³ö³ºíò òåïëî-

â³ääà÷³; ST  – òåìïåðàòóðà çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà; ′  – ñòóï³íü ÷îðíîòè 

ïîâåðõí³ ò³ëà; 0σ  – ïîñò³éíà Ñòåôàíà – Áîëüöìàíà.  

Êëþ÷îâ³ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ÅÌÏ â ò³ë³ îòðèìàíî ç ð³âíÿíü 
Ìàêñâåëëà, ÿê³ çàïèñàí³ â³äíîñíî âåêòîðà íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 
E  [9]. Ïðè öüîìó äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîñò³ H  ìàãí³òíîãî é ³íäóêö³¿ D  
åëåêòðè÷íîãî ïîë³â, à òàêîæ ä³åëåêòðè÷íî¿ òà ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ ò³ëà 
âèêîðèñòîâóºìî êðèâ³ íàìàãí³÷óâàííÿ ³ ïîëÿðèçàö³¿ (1) òà ôîðìóëè 
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Çàóâàæèìî, ùî ð³âíÿííÿ Ìàêñâåëëà ìîæíà çàïèñàòè â³äíîñíî âåêòîðà 
H  íàïðóæåíîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ.  

Âïëèâ ÅÌÏ íà ïðîöåñè òåïëîïðîâ³äíîñò³ âðàõîâóºìî ÷åðåç òåïëîâèä³-
ëåííÿ. Çà äæåðåëà ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (2) ïðèéìàº-
ìî óñåðåäíåí³ çà ïåð³îä Tω  êîëèâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ õâèë³ [20] òåïëî-

âèä³ëåííÿ 
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Ñèëîâèé âïëèâ ÅÌÏ íà åëåêòðîïðîâ³äíå ò³ëî çâîäèòüñÿ äî ä³¿ ïîíäåðî-
ìîòîðíèõ ñèë [20]: 

 
T

1
T

t
A K M

t

dt
ω+

∗
ω

= + +∫F F F F( ) , (13) 

 (1) (1) (1),         ( )A K= × = ⋅ ⋅F j B F P E ,  

 (1) (1)( ) ( )M = ⋅ ⋅ + × ×F M B M B  , (14) 

 (1) (1) (1)
0( , ) ( , )T T∗= − εP E D E E ,  

 (1) 1 (1) (1)
0( , ) ( , )T T−

∗= µ −M H B H H , (15) 

äå AF , KF , MF  – â³äïîâ³äíî ñèëè Àìïåðà, Êåëüâ³íà òà ñèëè âïëèâó ïîëÿ 
íà ìîëåêóëÿðí³ ñòðóìè. 

Îòðèìàí³ ³ç ðîçâ’ÿçê³â çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ åëåêòðîäèíàì³êè é òåïëîïðîâ³ä-
íîñò³ òåìïåðàòóðíå ïîëå ³ ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè º âèõ³äíèìè äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ò³ëà â êâàç³óñòàëåí³é ïîñòàíîâö³.  

Äëÿ îïèñó ïðîöåñ³â äåôîðìóâàííÿ ò³ëà âèêîðèñòàºìî çàïèñàí³ ó ïðè-
ðîñòàõ ñï³ââ³äíîøåííÿ íå³çîòåðì³÷íîãî ïðóæíîïëàñòè÷íîãî òå÷³ííÿ [17].  

Ô³çè÷í³ é ãåîìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ òà ð³âíÿííÿ ð³âíîâàãè ç â³äïîâ³ä-
íèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, ÿê³ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ âè-

çíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü 1 2 3, ,u u u=u { } , äåôîðìàö³é 11 22 33 12, , , 2ε = ε ε ε ε{ } { , 

13 232 ,  2ε ε }  ³ íàïðóæåíü 11 22 33 12 13 23, , , , ,σ = σ σ σ σ σ σ{ } { } , çàïèøåìî ó 
òàêîìó, çðó÷íîìó äëÿ ÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿, âèãëÿä³ [1, 3, 9]: 

 pl
t t

T Td d d d dT+ ∆σ = ε − ε + ε − ε − ε +C C Z{ } ({ } { }) ({ } { } { }) , (16) 

 ε = Au{ } , (17) 

 0,             V∗σ + = ∈A F r{ } , (18) 
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 (0),          ,          ,          uσσ = ∈ Γ = ∈ ΓN p r u u r{ } , 

 ,         u uσ σΓ Γ = Γ Γ Γ = ∅  , (19) 

äå pl,  ,  Tε ε ε{ } { } { }  – âåêòîðè ïîâíèõ, òåìïåðàòóðíèõ ³ ïëàñòè÷íèõ äåôîð-

ìàö³é; p , (0)u  – âåêòîðè çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ (â³äì³ííîãî â³ä 

åëåêòðîìàãí³òíîãî) ³ ïåðåì³ùåíü, çàäàíèõ â³äïîâ³äíî íà ïîâåðõíÿõ σΓ  ³ uΓ ; 
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G G
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G



  ; 
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   ∂Φ ∂Φ
   ∂σ ∂σ   = −

       ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ+       ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ       

G G
C G

G



  ; 
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T

k

+

+

     ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂σ
     ∂σ ∂σ ∂σ ∂     =

       ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ+       ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ       

G

Z

G



  ; 

, ,A N G  – ìàòðèö³ îïåðàòîðà ãåîìåòðè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü òåîð³¿ ïðóæíîñ-
ò³, íàïðÿìíèõ êîñèíóñ³â çîâí³øíüî¿ íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ ³ ïðóæíèõ ñòà-
ëèõ [23]; 

 
11 22 33 12 13 23

,  ,  ,  ,  ,  
   ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ ∂Φ=   ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ ∂σ   



 

– âåêòîð ïîõ³äíèõ ôóíêö³¿ òå÷³ííÿ Φ  ó ïðîñòîð³ íàïðóæåíü; dG  – ìàòðè-
öÿ ïðèðîñò³â ïðóæíèõ ìîäóë³â çà êðîê íàâàíòàæåííÿ (ó çâ’ÿçêó ç ¿õíüîþ 
òåìïåðàòóðíîþ çàëåæí³ñòþ); k  – êóò íàõèëó êðèâî¿ «åêâ³âàëåíòíå íàïðó-
æåííÿ σ  – åêâ³âàëåíòíà ïëàñòè÷íà äåôîðìàö³ÿ plε » [17]; ³íäåêñ « t dt+ » 

îçíà÷àº, ùî âåëè÷èíè îá÷èñëþþòüñÿ ó ìîìåíò ÷àñó t dt+  (íàïðèê³íö³ ÷åð-
ãîâîãî êðîêó íàâàíòàæåííÿ). Ðåøòó âåëè÷èí âèçíà÷àºìî ó ìîìåíò ÷àñó t  
(íà ïî÷àòêó êðîêó).  

Â³äïîâ³äíî äî îêðåñëåíî¿ ðîçðàõóíêîâî¿ ñõåìè [1, 5, 9] çàäà÷ó ïðî âè-
çíà÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïîë³â â åëåêòðîïðîâ³ä-
íîìó ò³ë³ çà óìîâ ä³¿ çîâí³øíüîãî ÅÌÏ ðîçâ’ÿçóºìî çà äâà åòàïè. Íà ïåðøî-
ìó ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü (1)–(6), (11) çà ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7), óìîâ (8), (9) íà 
ìåæ³ ïîä³ëó ò³ëà òà çîâí³øíüîãî ñåðåäîâèùà é ãðàíè÷íèõ óìîâ (10) âèçíà-
÷àºìî ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè òà ïàðàìåòðè, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ÅÌÏ ó ò³ë³. 
Äàë³ íà îñíîâ³ îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ åëåêòðîäèíàì³êè é 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ îá÷èñëþºìî ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè ∗F , ÿê³ ðàçîì ³ç òåìïå-
ðàòóðîþ ñêëàäàþòü âõ³äí³ äàí³ äëÿ çàäà÷³ äðóãîãî åòàïó – âèçíà÷åííÿ ïå-
ðåì³ùåíü, äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü ó ò³ë³ ç ð³âíÿíü íå³çîòåðì³÷íî¿ òåðìî-
ïðóæíîïëàñòè÷íîñò³ (16)–(18) çà â³äîìèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ (19).  

Ìåòîäèêà ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Â îñíîâó ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðîçãëÿäó-
âàíî¿ çàäà÷³ ïîêëàäåíî ï³äõ³ä [1, 9], ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó âèêîðè-
ñòàíí³ â ðàìêàõ îäí³º¿ îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â 
(äëÿ àïðîêñèìàö³¿ øóêàíèõ ðîçâ’ÿçê³â çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè) [23] òà 
ð³çíèöåâèõ àëãîðèòì³â (äëÿ àïðîêñèìàö³¿ çà ÷àñîì) [24].  
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Âíàñë³äîê çàñòîñóâàííÿ ñòàíäàðòíî¿ ïðîöåäóðè ñê³í÷åííî-åëåìåíòíî¿ 
äèñêðåòèçàö³¿ ó âàð³àíò³ ìåòîäó çâàæåíèõ çàëèøê³â [11] çàäà÷ó ïåðøîãî 
åòàïó – çâ’ÿçàíó çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ ÅÌÏ òà òåìïåðàòóðè (ïðèéìàþ÷è, 
ùî ð³âíÿííÿ (5) âèêîíóºòüñÿ òîòîæíî) – çâîäèìî äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü [2, 9, 19] 

 0
1 0( ) ( ) ,         (0)h h T h hL T t L T t f T T+ = ={ } { } { } { } { }[ ] [ ] , (20) 

 2 1 0( ) ( ) ( )h h h EM E t M E t M E t f+ + = { } { } { } { }[ ] [ ] [ ] ,  

 (0) 0,         (0) 0h hE E= ={ } { }  (21) 

â³äíîñíî íåâ³äîìèõ çíà÷åíü âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ hE{ }  åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ 

³ òåìïåðàòóðè hT{ }  ó âóçëàõ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó. Ìàòðè÷íî-âåê-

òîðí³ õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷ (20), (21) îá÷èñëþºìî ÷åðåç ï³äñóìîâóâàííÿ 
â³äïîâ³äíèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â [9, 18]. Îòðèìàí³ 
çàäà÷³ Êîø³ çâîäèìî äî ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü çà äîïîìîãîþ ñ³ì’¿ 
îäíîêðîêîâèõ áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ àëãîðèòì³â [24]. Ïðè öüîìó íà êîæíîìó 
÷àñîâîìó êðîö³ çà îòðèìóâàíèìè âóçëîâèìè çíà÷åííÿìè íàïðóæåíîñò³ 
åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (4), (1) òà (11) âèçíà÷àºìî 
³íäóêö³þ ³ íàïðóæåí³ñòü ìàãí³òíîãî ïîëÿ, ³íäóêö³þ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ òà 
ìàãí³òíó é ä³åëåêòðè÷íó ïðîíèêíîñò³ ó êîæíîìó âóçë³ ò³ëà òà ³òåðàö³éíî 
óòî÷íþºìî âñ³ øóêàí³ âåëè÷èíè äî äîñÿãíåííÿ çá³æíîñò³ ðîçâ’ÿçê³â. Öÿ ³òå-
ðàö³éíà ïðîöåäóðà äåòàëüíî îïèñàíà â [2]. 

Â³äïîâ³äíî äî òåîð³¿ íå³çîòåðì³÷íîãî ïðóæíîïëàñòè÷íîãî òå÷³ííÿ ïðîöåñ 
äåôîðìóâàííÿ ðîçãëÿäàºìî ïîêðîêîâî. Ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè é ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè ó ò³ë³, ïî÷èíàþ÷è ³ç çàäàíèõ âåëè÷èí ïðè 0t = , çì³íþþòüñÿ 
íà â³äïîâ³äí³ ïðèðîñòè íà êîæíîìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ òàê, ùî äî çàâåð-
øåííÿ ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ âîíè ïðèéìàþòü ñâî¿ ê³íöåâ³ çíà÷åííÿ. Íà 
êîæíîìó êðîö³ çà öèìè ïðèðîñòàìè âèçíà÷àºìî ïðèðîñòè ïåðåì³ùåíü, äå-
ôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü, ÿê³ ï³äñóìîâóºìî ç îòðèìàíèìè íà ïîïåðåäí³õ êðî-
êàõ. Òàê êðîê çà êðîêîì, ÿê íàñë³äîê, îòðèìóºìî ³ñòîð³þ çì³íè òåðìîìåõà-
í³÷íîãî ñòàíó ò³ëà.  

Ïðèðîñòè ïåðåì³ùåíü íà ÷åðãîâîìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ ,j j jt t t+ ∆[ ]  

âèçíà÷àºìî ç³ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ð³âíÿííÿ [9] 

 ep d d d d∗= + +K q F P R{ } { } { } { }[ ] , (22) 

äå dq{ }  – ãëîáàëüíèé âåêòîð ïðèðîñò³â âóçëîâèõ ïåðåì³ùåíü; ìàòðèöþ 

æîðñòêîñò³ epK[ ]  òà âåêòîðè ïðèðîñò³â ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë d ∗F{ } , ñèëî-

âîãî dP{ }  ³ òåìïåðàòóðíîãî dR{ }  íàâàíòàæåíü îòðèìóºìî ÷åðåç ï³äñóìî-
âóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ åëåìåíò³â [9]. 

²òåðàö³éí³ ïðîöåäóðè ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ 
ð³âíÿíü (22) áóäóºìî íà îñíîâ³ ìåòîä³â çì³ííèõ ïàðàìåòð³â æîðñòêîñò³ òà 
äîäàòêîâèõ íàïðóæåíü [23]. Çà â³äîìèõ ïðèðîñò³â ïåðåì³ùåíü íà äàíîìó 
êðîö³ ïðèðîñòè äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü âèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ãåîìåò-
ðè÷íèõ (17) ³ ô³çè÷íèõ (16) ñï³ââ³äíîøåíü. 

Îá÷èñëþâàëüí³ àñïåêòè. Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â 
ðàçîì ³ç ñ³ì’ºþ îäíîêðîêîâèõ áàãàòîïàðàìåòðè÷íèõ ð³çíèöåâèõ ñõåì ôàê-
òè÷íî çâîäèòü ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó äî ïîñë³äîâíîñò³ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåá-
ðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî âóçëîâèõ çíà÷åíü íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî 
(ìàãí³òíîãî) ïîëÿ, òåìïåðàòóðè é ïðèðîñò³â ïåðåì³ùåíü. Ïðè öüîìó á³ëüøà 
÷àñòèíà ÷àñó ïðîâåäåííÿ îá÷èñëåíü éäå íà ôîðìóâàííÿ ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ 
ñèñòåì, ïðè÷îìó ÷àñ ôîðìóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì ñï³ââèì³ðíèé ç ÷àñîì ¿õ 
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ðîçâ’ÿçóâàííÿ. ßêùî âðàõóâàòè, ùî ïðîöåñ ðîçãîðòàºòüñÿ ùå é ó ÷àñ³, ³ íà 
êîæíîìó ÷àñîâîìó øàð³ ôîðìóþòüñÿ ³ ðîçâ’ÿçóþòüñÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü âåëè-
êî¿ ðîçì³ðíîñò³ òà (çàëåæíî â³ä íåë³í³éíîñò³ ïîâåä³íêè ìàòåð³àëó) íå îäèí 
ðàç (ðîçâ’ÿçêè ³òåðàö³éíî óòî÷íþþòüñÿ), îòðèìàòè ðîçâ’ÿçîê çà â³äñóòíîñò³ 
âèñîêîïðîäóêòèâíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì ìîæå áóòè äîñèòü ïðîáëåìà-
òè÷íèì íàâ³òü âæå ó ïðîñòîðîâî îäíîâèì³ðíîìó âèïàäêó [21].  

Ïðè îðãàí³çàö³¿ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó âèíèêàº äåê³ëüêà ð³âí³â 
òðóäíîù³â. Íàñàìïåðåä íåîáõ³äíî îïòèì³çóâàòè ÷è õî÷à áè ñóòòºâî ñêîðîòè-
òè îáñÿãè îá÷èñëþâàëüíî¿ ðîáîòè íà îäíîìó ÷àñîâîìó êðîö³.  

Ïðè ôîðìóâàíí³ ìàòðè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê îêðåìèõ åëåìåíò³â âèíèêàº 
íåîáõ³äí³ñòü îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â ïî îáëàñò³ åëåìåíòà ÷è ïî éîãî ãðàíèö³. 
Âíàñë³äîê ñêëàäíîñò³ ï³ä³íòåãðàëüíèõ âèðàç³â, ÿêèìè äëÿ ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â ç êðèâîë³í³éíèìè ãðàíèöÿìè ðàçîì ç ïîë³íîìàìè ìîæóòü áóòè ðàö³-
îíàëüí³ òà ³ððàö³îíàëüí³ ôóíêö³¿ [23], ö³ ³íòåãðàëè íåìîæëèâî îá÷èñëèòè 
àíàë³òè÷íî â çàìêíåíîìó âèãëÿä³. Òîìó ³íòåãðóâàííÿ âèêîíóºìî ÷èñåëüíî. 
Ïðè öüîìó âèêîðèñòîâóºìî ñïåö³àëüí³ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè, ÿê³ äîçâîëÿ-
þòü îòðèìàòè âèãðàø ó ÷àñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ áåç âòðàòè òî÷íîñò³ ðå-
çóëüòàò³â. Çîêðåìà, ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàí³ êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè ¥àóññà äëÿ 
òî÷íîãî ³íòåãðóâàííÿ ïî á³êâàäðàòè÷íîìó ³çîïàðàìåòðè÷íîìó åëåìåíòó ç 
60-ìà ñòóïåíÿìè ñâîáîäè [23] âèìàãàþòü 27 (3×3×3) îïîðíèõ òî÷îê, ó òîé 
÷àñ íàâåäåí³ â [13] ñïåö³àëüí³ ôîðìóëè – ëèøå 14.  

Âðàõîâóþ÷è, ùî ³íòåãðóâàííÿ ïî ñê³í÷åííîìó åëåìåíòó ïðîâîäèìî â 
ëîêàëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò åëåìåíòà ÷è ïî éîãî ãðàíèö³ [23], çíà÷åííÿ 
ôóíêö³é ôîðìè òà ¿õ ïîõ³äíèõ â îïîðíèõ òî÷êàõ ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ 
ìîæíà íå îá÷èñëþâàòè çàíîâî äëÿ êîæíîãî ñê³í÷åííîãî åëåìåíòà, à âèçíà-
÷èòè ëèøå îäèí ðàç (íà ïî÷àòêó îá÷èñëåíü) ³ çàïàì’ÿòàòè. Òîä³ îá÷èñëåííÿ 
êîåô³ö³ºíò³â ìàòðèö³ åëåìåíòà ôàêòè÷íî çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ ÿêîá³àíà 
ìàòðèö³ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó âóçëàõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë. Êð³ì òî-
ãî, ìîæíà îá÷èñëþâàòè ³ çáåð³ãàòè ëèøå ò³ åëåìåíòè ìàòðèöü, ÿê³ ðîçì³ùåí³ 
íà ä³àãîíàë³ ³ âèùå íå¿ (ìàòðèö³ ñèìåòðè÷í³). 

Ïðè çàñòîñóâàíí³ ìåòîäó äîäàòêîâèõ íàâàíòàæåíü äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ñèñòåìè ð³âíÿíü (22) îá÷èñëåííÿ óïðîäîâæ óñüîãî ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ïðî-
âîäèìî ç ïîñò³éíîþ ìàòðèöåþ æîðñòêîñò³ epK[ ] , ÿêó ôîðìóºìî é îáåðòàºìî 

ëèøå îäèí ðàç (íà ïåðø³é ³òåðàö³¿). Ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (22) íà 
âñ³õ ïîäàëüøèõ ³òåðàö³ÿõ ôàêòè÷íî çâîäèòüñÿ äî ìíîæåííÿ îáåðíåíî¿ ìàò-
ðèö³ íà âåêòîð, ùî çàéìàº ìåíøå í³æ 3% ïðîöåñîðíîãî ÷àñó, ÿêèé éäå ³ íà 
ôîðìóâàííÿ ïîâíî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ³ íà ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ñóòòºâèì íåäîë³-
êîì òàêîãî ï³äõîäó, îäíàê, º ñïîâ³ëüíåííÿ çá³æíîñò³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ³ç 
ðîçøèðåííÿì îáëàñòåé ïëàñòè÷íîñò³, âíàñë³äîê ÷îãî âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ó 
ïîáóäîâ³ ïåâíèõ ïðîöåäóð ïðèñêîðåííÿ çá³æíîñò³.  

Ùîá óíèêíóòè âêàçàíèõ íåäîë³ê³â, çàñòîñîâóºìî êîìá³íîâàíèé ï³äõ³ä, 
çã³äíî ç ÿêèì äåÿêèé ÷àñ ïðîâîäèìî îá÷èñëåííÿ ìåòîäîì äîäàòêîâèõ íà-
ïðóæåíü ³ç ïîñò³éíîþ ìàòðèöåþ epK[ ] . Ï³ñëÿ ñïîâ³ëüíåííÿ çá³æíîñò³ ³òåðà-

ö³éíîãî ïðîöåñó ôîðìóºìî íîâó ìàòðèöþ epK[ ]  ³ çíîâó ïåâíèé ÷àñ ïðîäîâ-

æóºìî îá÷èñëåííÿ ç ö³ºþ íîâîþ ìàòðèöåþ. Êðèòåð³ºì íåîáõ³äíîñò³ îá÷èñ-
ëåííÿ íîâî¿ ìàòðèö³ epK[ ]  ìîæå áóòè ïåðåâèùåííÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ ê³ëü-

êîñò³ ³òåðàö³é jN  íà äàíîìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ.  

Ñóì³ùåííÿ ìåòîä³â çì³ííèõ ïàðàìåòð³â ïðóæíîñò³ é äîäàòêîâèõ íàïðó-
æåíü äàº çìîãó ïîáóäóâàòè äîñòàòíüî åôåêòèâíèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷³ òåðìîïðóæíîïëàñòè÷íîñò³ òà ñóòòºâî ñêîðîòèòè ÷àñ îá÷èñëåíü.  

Ïîäàëüøîãî ñêîðî÷åííÿ ÷àñó îá÷èñëåíü äîñÿãàºìî çà ðàõóíîê âèáîðó 
ð³çíèõ êðîê³â ÷èñëîâîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü åëåêòðîäèíàì³êè, òåïëîïðî-
â³äíîñò³ òà òåðìîìåõàí³êè. Çà îäèí ïåð³îä Tω  êîëèâàííÿ åëåêòðîìàãí³òíî¿ 

õâèë³ çàëåæí³ â³ä òåìïåðàòóðè åëåêòðîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó 
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ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ. Íàâ³òü ó ñèëüíèõ ïîëÿõ (ïîðÿäêó 1 ÌÀ/ì) êðîê 

Tt∆  ³íòåãðóâàííÿ çàäà÷³ Êîø³ (20) ìîæíà áðàòè ð³âíèì Tω  áåç ïðàêòè÷íî¿ 

âòðàòè òî÷íîñò³ [21]. Ðîçðàõóíîê íàïðóæåíîñò³ åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ óïðîäîâæ 
ïåð³îäó â öüîìó âèïàäêó ïðîâîäèìî ïðè õàðàêòåðèñòèêàõ ìàòåð³àëó, ìèò-
òºâ³ çíà÷åííÿ ÿêèõ â³äïîâ³äàþòü òåìïåðàòóð³ íà ïî÷àòêó ïåð³îäó. Ï³ñëÿ çà-
âåðøåííÿ ïîâíîãî ïåð³îäó Tω  åëåêòðîìàãí³òíèõ êîëèâàíü îá÷èñëþºìî óñå-

ðåäíåí³ çà ïåð³îä òåïëîâèä³ëåííÿ (12) òà ïîíäåðîìîòîðí³ ñèëè (13) ³ çíàõî-
äèìî òåìïåðàòóðó ³ç çàäà÷³ Êîø³ (20) íà ÷åðãîâîìó ÷àñîâîìó øàð³. Íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ âèçíà÷à-
ºìî ëèøå òîä³, êîëè çà ÷àñ, ÿêèé ïðîéøîâ ç ìîìåíòó ïîïåðåäíüîãî ðîçðà-
õóíêó íàïðóæåíîãî ñòàíó (íà ( 1)j − -ìó êðîö³ íàâàíòàæåííÿ), ðîçïîä³ë òåì-
ïåðàòóðè ÷è ïîíäåðîìîòîðíèõ ñèë ó ò³ë³ äîñòàòíüî çì³íèâñÿ, òîáòî, ÿêùî 
õî÷à áè â îäí³é òî÷ö³ ò³ëà 

 
1

1 ,        
j j

j j
T Fj

T T
−

− ∗ ∗

∗

−
− > χ > χ

F F

F
,  (23) 

äå jT , 1jT − , 1,  j j−
∗ ∗F F  – â³äïîâ³äíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè é ïîíäåðîìîòîð-

íèõ ñèë ó äàíèé ìîìåíò ÷àñó jt t=  òà â ìîìåíò ïîïåðåäíüîãî ðîçðàõóíêó 

íàïðóæåíîãî ñòàíó (ïðè 1jt t −= ); Tχ , Fχ  – ÷èñëîâ³ ïàðàìåòðè, ÿê³ õàðàêòå-

ðèçóþòü äîïóñòèìó âåëè÷èíó çðîñòàííÿ òåìïåðàòóðè é ïîíäåðîìîòîðíèõ 
ñèë çà îäèí êðîê íàâàíòàæåííÿ. ßêùî æ ó æîäí³é òî÷ö³ ò³ëà óìîâè (23) íå 
âèêîíóþòüñÿ, ïðèðîñòè íàïðóæåíîãî ñòàíó íå îá÷èñëþþòü, à ïåðåõîäÿòü äî 
ðîçðàõóíêó ïàðàìåòð³â ÅÌÏ íà ÷åðãîâîìó ïåð³îä³.  

ßê ïîêàçóº ïðàêòèêà îá÷èñëåíü, äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ çà 
ïåð³îä Tω  ó íàéïðîñò³øîìó âèïàäêó (çà ë³í³éíèõ çàëåæíîñòåé ì³æ ³íäóêö³-

ºþ ³ íàïðóæåí³ñòþ ïîëÿ) íåîáõ³äíî ïðîéòè ÿê ì³í³ìóì 16 êðîê³â çà ÷àñîì (ó 
ñèëüíî íåë³í³éíèõ ìàãí³òíèõ ñåðåäîâèùàõ äëÿ çá³æíîñò³ íåîáõ³äíà íà äå-
ê³ëüêà ïîðÿäê³â á³ëüøà ê³ëüê³ñòü êðîê³â íà ïåð³îä). ² íà êîæíîìó òàêîìó 
êðîö³ ïðè ïîñë³äîâíîìó ñóì³ùåíí³ àëãîðèòì³â ðîçðàõóíêó òðüîõ ïîë³â ð³ç-
íî¿ ô³çè÷íî¿ ïðèðîäè òðåáà âèçíà÷àòè òåìïåðàòóðíå ïîëå òà íàïðóæåíî-
äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ò³ë³, ÿê³ ïðàêòè÷íî íå çì³íþþòüñÿ óïðîäîâæ öüîãî ÷à-
ñó. Òîáòî â³äïîâ³äíî äî îòðèìàíèõ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè íà êîæíîìó êðîö³ 
òðåáà çàíîâî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ åëåêòðîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê, ôîð-
ìóâàòè é ðîçâ’ÿçóâàòè ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü äîñòàòíüî çà-
ãàëüíîãî âèãëÿäó, ùî âèìàãàº çíà÷íèõ îáñÿã³â îá÷èñëåíü. Ïðè ðîçðàõóíêó 
ïàðàìåòð³â ÅÌÏ ç ô³êñîâàíèì óïðîäîâæ ïåð³îäó ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóðè 
ìàòðèöþ ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü ôîðìóºìî é îáåðòàºìî ëè-
øå îäèí ðàç – íà ïî÷àòêó ïåð³îäó. Âñ³ ïîäàëüø³ îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â 
ÅÌÏ óïðîäîâæ ïåð³îäó çâîäÿòüñÿ ëèøå äî ìíîæåííÿ ö³º¿ îáåðíåíî¿ ìàòðè-
ö³ íà âåêòîð, ùî çíà÷íî (íà ïîðÿäêè) ñêîðî÷óº îá÷èñëþâàëüí³ çàòðàòè. Âè-
çíà÷àþ÷è òåìïåðàòóðíå ïîëå ³ íàïðóæåíèé ñòàí ò³ëà ëèøå ðàç íà ïåð³îä, 
íà äåê³ëüêà ïîðÿäê³â ñêîðî÷óºìî ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ íà-
ïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà. Îäíàê íàâ³òü ³ ó öüîìó âèïàäêó ïðè ðîçãëÿä³ ðåàëü-
íèõ ïðîöåñ³â ³íäóêö³éíîãî íàãð³âó îá÷èñëþâàëüí³ çàòðàòè ìîæóòü ïåðåâè-
ùóâàòè ìîæëèâîñò³ ³ñíóþ÷èõ îá÷èñëþâàëüíèõ ñèñòåì. Òîìó äëÿ ðîçâ’ÿçó-
âàíí³ çàäà÷³ çàñòîñîâóºìî òàêèé àëãîðèòì.  

Çà åëåêòðîô³çè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåð³àëó, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 
ïî÷àòêîâ³é òåìïåðàòóð³, ç êðîêîì ωT /Et N∆ =  (äå 16N ≥ ) äåê³ëüêà ïåð³î-

ä³â (äî âèõîäó íà óñòàëåíèé ðåæèì) ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó Êîø³ (21), ï³ñëÿ 
÷îãî ïåðåõîäèìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (20) êðîêîì Tt∆ . Êðèòåð³ºì âèõî-
äó ÅÌÏ íà óñòàëåíèé ðåæèì ³ ïåðåõîäó äî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè º 
âèêîíàííÿ óìîâè 
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Qχ  – ïàðàìåòð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº äîñÿãíåííÿ çá³æíîñò³. ßêùî óìîâà (24) 

âèêîíóºòüñÿ, ïåðåõîäèìî äî âèçíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ³ç çàäà÷³ Êîø³ (20) ç 
óñåðåäíåíèìè äæåðåëàìè, ïîòóæí³ñòü ÿêèõ âèçíà÷åíà óïðîäîâæ îñòàííüî-
ãî, ( 1)k + -ãî, ïåð³îäó.  

Îá÷èñëåííÿ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ç òèìè æ ñàìèìè äæåðåëàìè òåïëà 
ïðîäîâæóºìî äîòè, äîêè äëÿ êîæíîãî âóçëà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè 
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äå iT , 1iT +  – â³äïîâ³äíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ó âóçë³ ó ìîìåíò ÷àñó it  
(êîëè â³äáóâñÿ ïåðåõ³ä â³ä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (21) äî çàäà÷³ (20)) ³ â ïî-
òî÷íèé ìîìåíò ÷àñó. ßêùî ìàêñèìàëüí³ â³äíîñí³ çì³íè ÿêî¿ñü ³ç õàðàêòåðèñ-
òèê äîñÿãëè çàäàíîãî ïîðîãó εχ , µχ  ÷è γχ , öå îçíà÷àº, ùî ïîïåðåäíüî îá-

÷èñëåí³ óñåðåäíåí³ òåïëîâèä³ëåííÿ âæå íå â³äïîâ³äàþòü ïîòî÷íîìó çíà÷åí-
íþ òåìïåðàòóðè é íåîáõ³äíî ïåðåõîäèòè íà îá÷èñëåííÿ ïàðàìåòð³â ÅÌÏ 
ïðè íîâèõ çíà÷åííÿõ åëåêòðîô³çè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê.  

Âåëè÷èíà êðîêó íàâàíòàæåííÿ äëÿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîïëàñòè÷íîñò³ 
âèáèðàºòüñÿ àâòîìàòè÷íî (âèçíà÷àºòüñÿ óìîâîþ (23) ³ ïàðàìåòðàìè Tχ , Fχ ).  

Çàçíà÷èìî, ùî çì³íà âåëè÷èíè êðîê³â ó ïðîöåñ³ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â çà 
÷àñîâèìè øàðàìè äîçâîëÿº ùå á³ëüøå ñêîðîòèòè îá’ºìè îá÷èñëåíü. Íàïðè-
êëàä, ïðè êîìï’þòåðíîìó ìîäåëþâàíí³ ïðîöåñ³â âèñîêîòåìïåðàòóðíî¿ ³í-
äóêö³éíî¿ îáðîáêè íà ïî÷àòêîâèõ åòàïàõ ï³ñëÿ âèìêíåííÿ ñòðóìó îõîëîä-
æåííÿ â³äáóâàºòüñÿ ³íòåíñèâíî. Ïðîòå ç ÷àñîì âîíî ñïîâ³ëüíþºòüñÿ, ùî äî-
çâîëÿº îòðèìóâàòè òî÷í³ îö³íêè òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â ò³ë³ ç íàáàãàòî á³ëü-
øèìè êðîêàìè. Êðèòåð³ºì ïðîäîâæåííÿ ðîçðàõóíê³â ç íåçì³ííèì êðîêîì 
ïðè öüîìó º âèêîíàííÿ óìîâ 

 
1 2

1 1min ,          maxk k k k
T T

n n
T T T T− −χ < − − < χ , 

äå n  – íîìåð âóçëà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ïîä³ëó ò³ëà; 1,k kT T−  – â³äïî-

â³äíî çíà÷åííÿ òåìïåðàòóðè ó âóçë³ íà ïî÷àòêó 1( )kt t −=  ³ â ê³íö³ 1( kt t −= +  

Tt+ ∆ ) êðîêó; 
1 2
,T Tχ χ  – ïåâí³ çíà÷åííÿ äîïóñòèìî¿ çì³íè òåìïåðàòóðè çà 

êðîê. ßêùî çì³íà òåìïåðàòóðè çà êðîê Tt∆  ó âñ³õ âóçëàõ ìåíøà í³æ 
2T

χ , 

êðîê Tt∆  ïîäâîþºòüñÿ. ßêùî öÿ çì³íà õî÷à á â îäíîìó âóçë³ ïåðåâèùóº 

çíà÷åííÿ 
1T

χ , êðîê Tt∆  óäâ³÷³ çìåíøóºòüñÿ. 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî âåëè÷èíè «ïàðàìåòð³â çá³æíîñò³» εχ , µχ , γχ , Qχ , 

âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðèìåíòó (çäåá³ëüøîãî ¿õ çíà-
÷åííÿ âàð³þþòüñÿ ó ìåæàõ â³ä 2 äî 5%).  
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Âðàõóâàííÿ òåðìî÷óòëèâîñò³ ìàòåð³àë³â. Òåìïåðàòóðí³ çàëåæíîñò³ 
åëåêòðîô³çè÷íèõ, òåïëîâèõ ³ ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àë³â, êðèâèõ 
äåôîðìóâàííÿ, íàìàãí³÷óâàííÿ, ïîëÿðèçàö³¿, ÿê ïðàâèëî, àïðîêñèìóþòü 
ð³çíèìè àíàë³òè÷íèìè çàëåæíîñòÿìè çà äîïîìîãîþ ñòåïåíåâèõ, äðîáîâî-ðà-
ö³îíàëüíèõ, ëîãàðèôì³÷íèõ, åêñïîíåíö³àëüíèõ, ã³ïåðáîë³÷íèõ, òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ ôóíêö³é, ³íòåðïîëÿö³éíèõ ìíîãî÷ëåí³â Ëà´ðàíæà, Íüþòîíà òîùî. 
Òàê³ àíàë³òè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íå çàâæäè äàþòü çàäîâ³ëüíó àïðîêñèìàö³þ 
íàÿâíèõ êðèâèõ ó âñüîìó ä³àïàçîí³ çì³íè òåìïåðàòóðè, íàïðóæåíîñò³ ïîëÿ, 
äåôîðìàö³é òîùî. Ïîðó÷ ç àíàë³òè÷íèìè àïðîêñèìàö³ÿìè íåë³í³éíèõ âëàñ-
òèâîñòåé ìàòåð³àë³â âèêîðèñòîâóþòü ³íòåðïîëÿö³éí³ ñïëàéíè. Íà êðèâèõ, ùî 
õàðàêòåðèçóþòü âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àë³â, âèáèðàºìî äîñòàòíþ ê³ëüê³ñòü 
îïîðíèõ òî÷îê ( , )i iTγ , ì³æ ÿêèìè âèõ³äíó êðèâó íàáëèæàºìî (ó íàéïðîñò³-
øîìó âèïàäêó) ïðÿìîþ ë³í³ºþ (äèâ., íàïðèêëàä, ðèñ. 1). Ó ïðîöåñ³ ðîçðàõóí-
ê³â çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèêè ó òî÷ö³ ò³ëà ç òåìïåðàòóðîþ pT  âèçíà÷àþòü 

÷åðåç äâ³ íàéáëèæ÷³ çàäàí³ ñóñ³äí³ òî÷êè 1 1( , )Tγ  ³ 2 2( , )Tγ  (òàê³, ùî 

1 p 2T T T< ≤ ), âèêîðèñòîâóþ÷è ð³âíÿííÿ ïðÿìî¿  

 2 1
p 1 p 1

2 1

( )
( ) ( )

( )
T T T

T T
γ − γ

γ = γ + −
−

. 

Ïðè çàäàíí³ òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ ³íäóêö³¿ â³ä íàïðóæåíîñò³ â³ä-
ïîâ³äíî åëåêòðè÷íîãî é ìàãí³òíîãî ïîë³â (êðèâèõ ïîëÿðèçàö³¿ ³ íàìàãí³÷ó-
âàííÿ) ÷è íàïðóæåíü â³ä äåôîðìàö³é (êðèâèõ äåôîðìóâàííÿ) ñïðàâó ìàºìî 
âæå ç ôóíêö³ºþ äâîõ àðãóìåíò³â. Îá÷èñëþâàëüíó ïðîöåäóðó â öüîìó âèïàä-
êó ìîæíà ïðî³ëþñòðóâàòè íà ïðèêëàä³ âèçíà÷åííÿ ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ â 
òî÷ö³ ³íòåãðóâàííÿ ç òåìïåðàòóðîþ pT  òà ìàãí³òíîþ ³íäóêö³ºþ pB . 

Îñê³ëüêè êðèâ³ íàìàãí³÷óâàííÿ çàäàí³ ëèøå äëÿ ïåâíîãî äèñêðåòíîãî íàáî-
ðó òåìïåðàòóð, âèáèðàºìî äâ³ ñóñ³äí³ çà òåìïåðàòóðîþ êðèâ³ (â³äïîâ³äíî 
äëÿ òåìïåðàòóð 1T  òà 2T  òàêèõ ùî 1 p 2T T T< <  (äèâ. ðèñ. 2).  
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 Рис. 1 Рис. 2 
Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ ïðè öüîìó âèãëÿäàº òàê: 

1°. Çíàõîäèìî B−
µ  òà B+

µ  òàê³, ùî pB B B− +
µ µ≤ < . 

2°. Øóêàºìî â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ 1( , )B T−
µµ , 

1( , )B T+
µµ , 2( , )B T−

µµ  ³ 2( , )B T+
µµ  äëÿ êðèâèõ, ùî â³äïîâ³äàþòü òåìïåðàòóðàì 

1T  ³ 2T .  

3°. Âðàõîâóþ÷è, ùî òî÷êè 1( , )B T−
µ , 1( , )B T+

µ  ³ 2( , )B T−
µ , 2( , )B T+

µ  ç’ºäíàí³ 

ïðÿìèìè ë³í³ÿìè, âèçíà÷àºìî 1 p 1( , )B Tµ = µ , 2 p 2( , )B Tµ = µ  çà ôîðìóëàìè  

 1 1
1 p 1 p

( , ) ( , )
( , ) ( )

B T B T
B T B B

B B

+ −
µ µ −

µ+ −
µ µ

µ − µ
µ = µ + −

−
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 2 2
2 p 2 p

( , ) ( , )
( , ) ( )

B T B T
B T B B

B B

+ −
µ µ −

µ+ −
µ µ

µ − µ
µ = µ + −

−
. 

4°. Áóäóºìî ë³í³éíå íàáëèæåííÿ äëÿ p p( , )B Tµ  çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíî-

øåííÿ 

 2 1
p p 1 p 1

2 1
( , ) ( )B T T T

T T
µ − µ

µ = µ + −
−

. 

ßêùî â äàí³é òî÷ö³ â³äîìà íàïðóæåí³ñòü ìàãí³òíîãî ïîëÿ pH  (ïðè âèáî-

ð³ çà êëþ÷îâó ôóíêö³þ íàïðóæåí³ñòü ìàãí³òíîãî ïîëÿ) ³ òåìïåðàòóðà pT , 

ìàãí³òíó ïðîíèêí³ñòü âèçíà÷àºìî àíàëîã³÷íî, àëå ïðàöþºìî âæå ç êðèâèìè 
íàìàãí³÷óâàííÿ ³ êðèâèìè çàëåæíîñò³ ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ â³ä íàïðóæå-
íîñò³ ìàãí³òíîãî ïîëÿ (ðèñ. 3). Ïðè öüîìó çíà÷åííÿ ìàãí³òíî¿ ³íäóêö³¿ òà 
ìàãí³òíî¿ ïðîíèêíîñò³ â òî÷ö³ ç íàïðóæåí³ñòþ ìàãí³òíîãî ïîëÿ pH  ³ òåìïå-

ðàòóðîþ pT  âèçíà÷àºìî ç êðèâèõ íàìàãí³÷óâàííÿ äëÿ äâîõ ñóñ³äí³õ òåìïå-

ðàòóð çà ôîðìóëàìè  

 2 1
p p 1 p 1

2 1
( , ) ( )

B B
B H T B T T

T T
−

= + −
−

,  

 2 1
p p 1 p 1

2 1
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T T
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 Рис. 3 Рис. 4 

Öåé æå àëãîðèòì âèêîðèñòîâóºìî äëÿ âèçíà÷åííÿ ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðî-
íèêíîñò³ â òî÷ö³ ç òåìïåðàòóðîþ pT  ³ çíà÷åííÿì ³íäóêö³¿ pD  (íàïðóæåíîñò³ 

pE ) íà îñíîâ³ êðèâèõ ïîëÿðèçàö³¿ ³ çàëåæíîñò³ ä³åëåêòðè÷íî¿ ïðîíèêíîñò³ 

â³ä ³íäóêö³¿ (íàïðóæåíîñò³) åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ, à òàêîæ äëÿ ïîáóäîâè êðè-
âî¿ äåôîðìóâàííÿ äëÿ äàíî¿ òåìïåðàòóðè, óñåðåäíþþ÷è çà ë³í³éíèì çàêî-
íîì êðèâ³ äåôîðìóâàííÿ äëÿ çàäàíèõ äâîõ ñóñ³äí³õ çíà÷åíü òåìïåðàòóðè 
(äèâ. ðèñ. 4). 

×èñëîâà ðåàë³çàö³ÿ. Âðàõóâàííÿ íàâåäåíèõ îñîáëèâîñòåé ÷èñëîâî¿ ðåà-
ë³çàö³¿ ïðè ðîçðîáö³ â³äïîâ³äíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ ìîäåëþâàííÿ 
ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó âèðîáàõ ç åëåêòðîïðîâ³äíèõ ìàòåð³àë³â çà 
óìîâ ä³¿ ïîë³â ð³çíî¿ ïðèðîäè äîçâîëèëî îòðèìàòè ðîçâ’ÿçêè ñêëàäíèõ çà-
äà÷ ïðî âèçíà÷åííÿ åëåêòðîìàãí³òíîãî, òåïëîâîãî ³ ìåõàí³÷íîãî ïîë³â ó âè-
ðîáàõ ³ç ôåðîìàãí³òíèõ (ÿê ìàãí³òíîì’ÿêèõ, òàê ³ ìàãí³òíîæîðñòêèõ) ìàòåð³-
àë³â ïðè âèñîêîòåìïåðàòóðí³é ³íäóêö³éí³é îáðîáö³ [1, 3, 4, 6–10], âèçíà÷èòè 
çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ó âèðîáàõ ï³ñëÿ ¿õ îáðîáêè, à òàêîæ âñòàíîâèòè ðà-
ö³îíàëüí³ ïàðàìåòðè ðåæèì³â òåðìîîáðîáêè ç ìåòîþ çàáåçïå÷åííÿ ð³âíîì³ð-
íîñò³ íàãð³âó âèðîá³â, íàâåäåííÿ ó íèõ áàæàíîãî ð³âíÿ çàëèøêîâèõ íàïðó-
æåíü ÷è ì³í³ì³çàö³¿ ÷àñó îáðîáêè çà îáìåæåíü íà íàïðóæåííÿ.  
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ОСОБЕННОСТИ ЧИСЛЕННОГО РЕШЕНИЯ СВЯЗАННЫХ ЗАДАЧ  
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ, ТЕПЛОВЫХ И МЕХАНИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ 
В ДЕФОРМИРУЕМЫХ ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНЫХ ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ТЕЛАХ 
ПРИ КВАЗИУСТАНОВИВШИХСЯ ЭЛЕКТРОМАГНИТНЫХ НАГРУЖЕНИЯХ  
 
Ðàññìîòðåíû ïîäõîäû ê ÷èñëåííîìó ìîäåëèðîâàíèþ ýëåêòðîìàãíèòíûõ, òåïëî-
âûõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â ýëåêòðîïðîâîäíûõ òåëàõ, íàõîäÿùèõñÿ ïîä âîçäåé-
ñòâèåì âíåøíåãî êâàçèóñòàíîâèâøåãîñÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî íàãðóæåíèÿ, ñ ó÷å-
òîì òåðìî÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëà, íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòè èíäóêöèé îò 
íàïðÿæåííîñòåé ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîëåé è óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî õà-
ðàêòåðà äåôîðìèðîâàíèÿ. Ýòè ïîäõîäû, îñíîâàííûå íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ è ñåìåéñòâå ðàçíîñòíûõ àëãîðèòìîâ, ñîñòàâëÿþò òåîðåòè÷åñêóþ îñíîâó 
äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ âûñîêîòåìïåðàòóðíîé èíäóêöèîí-
íîé îáðàáîòêè èçäåëèé èç ôåððîìàãíèòíûõ (êàê ìàãíèòíîìÿãêèõ, òàê è ìàã-
íèòíîæåñòêèõ) ìàòåðèàëîâ.  
 
SPECIAL FEATURES OF NUMERICAL ANALYSIS 
OF COUPLED ELECTROMAGNETIC, THERMAL AND MECHANICAL FIELDS  
IN THERMO-SENSITIVE ELECTRO-CONDUCTIVE SOLIDS 
SUBJECTED TO QUASI-STEADY ELECTROMAGNETIC LOADINGS  
 
The approaches to numerical simulation of coupled electromagnetic, thermal and me-
chanical fields in electro-conductive solids subjected to external quasi-steady electro-
magnettic loading are considered. A mathematical model takes into account temperature 
dependence of all material coefficients, nonlinear dependence of induction on strength 
of both electrical and magnetic fields, and the possibility of elastic-plastic deformations. 
The approaches are based on the finite elements method and a family of finite diffe-
rence algorithms and form the basis for computer simulation of high temperature in-
duction treatment processes in ferromagnetic (both magnetically soft and hard) solids. 
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