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ÓÄÊ 539.3 
 
Г. Т. Сулим, О. В. Галазюк 
 
ПЛОСКЕ СТАЦІОНАРНЕ ТЕМПЕРАТУРНЕ ПОЛЕ В ТІЛІ З 
ТЕПЛОНЕПРОНИКНИМ ЦИЛІНДРИЧНИМ ВКЛЮЧЕННЯМ ЗА ІСНУВАННЯ 
ТЕПЛОВОГО ШАРУ НА МЕЖІ КОНТАКТУ 
 

Âíàñë³äîê ïîñòóëþâàííÿ ³ñíóâàííÿ òåïëîâèõ øàð³â – ïîâåðõîíü ðîçðèâó ïåð-
øîãî ïîðÿäêó, ïîáóäîâàíî íîâó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü òåïëîâîãî ïîëÿ â ò³ë³ ç 
ãëàäêèìè òåïëî³çîëüîâàíèìè íåîäíîð³äíîñòÿìè. Ó ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíî¿ 
ìîäåë³ âèÿâëåíî íåïåðåðâíó çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ô³çèêè â³ä êðàéîâèõ óìîâ. 

 
Ó ñâîºìó ìàòåìàòè÷íî-ô³ëîñîôñüêîìó òðàêòàò³ [4] ïðîôåñîð Â. ß. Ñêî-

ðîáàãàòüêî â³äçíà÷àº òàêó ðèñó ìàòåìàòèêè, ÿê ¿¿ óí³âåðñàëüí³ñòü. Çîêðåìà, 
íàïðèêëàä, ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà îïèñóº ð³çí³ ô³çè÷í³ ïðîöåñè: åëåêòðîñòàòè-
êó, ìàãíåòèçì, òåîð³þ ãðàâ³òàö³¿ Íüþòîíà, ñòàö³îíàðí³ ïðîöåñè äèôóç³¿, òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³, òå÷³¿ ³äåàëüíî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè òà ³íøå. Òîìó ïîñòàíîâêà ³ 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ íîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà º àêòóàëüíèìè äëÿ ïîáó-
äîâè óòî÷íåíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ô³çè÷íèõ ïðîöåñ³â äëÿ âèÿâëåííÿ ³ 
ìîæëèâîñò³ óðàõóâàííÿ âàæëèâèõ äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâàííÿ åôåêò³â, 
çîêðåìà ó íàíîòåõíîëîã³ÿõ.  

Çàçíà÷èìî, ùî ó çàäà÷³ ïðî îáò³êàííÿ öèë³íäðà ïîòîêîì ³äåàëüíî¿ íå-
ñòèñëèâî¿ ð³äèíè [3] ïîòåíö³àë øâèäêîñòåé âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì êðàéî-
âî¿ çàäà÷³ Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà ³ âèçíà÷àº ô³çè÷íî íåêîðåêòíó 
êàðòèíó òå÷³¿, ÿêà îáóìîâëþº ³ñíóâàííÿ ïàðàäîêñó Äàëàìáåðà – Åéëåðà.  

Ïëîñêå ñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå â íåîáìåæåíîìó ò³ë³ ç òåïëîíå-
ïðîíèêíèì öèë³íäðè÷íèì âêëþ÷åííÿì ðàä³óñà R  òàêîæ âèçíà÷àºòüñÿ ðîç-
â’ÿçêîì çàäà÷³ Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà ó ïîëÿðí³é ñèñòåì³ êîîðäè-
íàò ( , )Rα β  (1 ,  0 )≤ α < ∞ ≤ β ≤ π . ßêùî 

òåìïåðàòóðíå ïîëå ( , )T α β  â ò³ë³ âèíèêàº 
âíàñë³äîê çàäàííÿ íà áåçìåæíîñò³ ïîòîêó 
òåïëà â íàïðÿìêó ÀÂ  ä³àìåòðà öèë³íäðà 
(ðèñ. 1), òî ³ñíóº ïîâíà ìàòåìàòè÷íà àíàëî-
ã³ÿ ³ç êëàñè÷íîþ çàäà÷åþ ïðî îáò³êàííÿ öè-
ë³íäðà ïîòîêîì ³äåàëüíî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äè-
íè. Ïðè öüîìó òåìïåðàòóðíå ïîëå ( , )T α β  º 

àíòèñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî ë³í³¿ DE , à ðàä³-
àëüíà ñêëàäîâà ( , )qα α β  áåçðîçì³ðíîãî âåê-

òîðà òåïëîâîãî ïîòîêó 1
0( )R T −= λ =q q  

0grad T T= − / , îçíà÷åíîãî çàêîíîì òåïëî-

ïðîâ³äíîñò³ Ôóð’º, äîð³âíþº íóëåâ³ íà ö³é 
ë³í³¿. Ç ïîãëÿäó ô³çèêè ÿâèùà òàêèé åôåêò ìîæíà ïîÿñíèòè çà ïåâíèõ òåï-
ëîô³çè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ë³í³¿ BC , ÿê³ óìîæëèâëþþòü ïðîíèêíåííÿ êð³çü 
íå¿ ò³ëüêè êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ ( , )qβ α β  ³ ïðî ÿê³ íå éøëîñÿ ó ïîñòàíîâö³ çàäà-

÷³. Öå ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêó q  äîð³âíþº íóëåâ³ ó 
ä³àìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ òî÷êàõ A  ³ B , ùî ñóïåðå÷èòü ô³çèö³ ÿâèùà. 

Îäíèì ç³ ñïîñîá³â óíèêíåííÿ ö³º¿ ô³çè÷íî¿ íåêîðåêòíîñò³, ÿê âèÿâèëîñÿ, 
º çàñòîñóâàííÿ ïîñòóëàòó ïðî ³ñíóâàííÿ íà ïîâåðõí³ 1α =  êîíòàêòó âêëþ-
÷åííÿ ç ò³ëîì òåïëîâîãî øàðó íóëüîâî¿ òîâùèíè ç ïåâíîþ òåïëîô³çè÷íîþ 
õàðàêòåðèñòèêîþ 1 2 1q< < , ÿêèé ïîðîäæóº ñòðèáîê êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ 

(1, )qβ ±π  âåêòîðà (1, )βq  ó òî÷ö³ Â . Öåé ñòðèáîê â³äïîâ³äíî äî âèìîãè íåïå-

ðåðâíî¿ çàëåæíîñò³ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ â³ä êðàéîâèõ óìîâ [5] ìóñèòü 
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ïîøèðþâàòèñÿ ³ ó ò³ë³, îáóìîâëþþ÷è ïîòðåáó çàïðîâàäæåííÿ ìàòåð³àëüíî¿ 
ïîâåðõí³ ðîçðèâó [6] ïåðøîãî ïîðÿäêó – âíóòð³øíüîãî òåïëîâîãî øàðó. 

Ç ïîãëÿäó ô³çèêè ÿâèùà öåé øàð ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ìàº 
âëàñòèâîñò³ òåïëîàêòèâíî¿ ë³í³¿ ³ «ñòâîðþº» íà ñîá³ ñòðèáîê êóòîâî¿ ñêëàäî-
âî¿ ( , )qβ α ±π  âåêòîðà q , à, îòæå, – òåïëîâ³ ïðîòèïîòîêè. 

Ïîñòàíîâêà ³ ðîçâ’ÿçîê íåêëàñè÷íî¿ çàäà÷³ Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ 
Ëàïëàñà. Ïðîñò³ð â³äíåñåìî äî öèë³íäðè÷íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ( , , )R Rα β γ , 

äå R  – ðàä³óñ öèë³íäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ, ³ ââàæàòèìåìî, ùî ó íüîìó ³ñíóº 
ïëîñêå ñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå, ÿêå íå çàëåæèòü â³ä çì³ííî¿ γ . Òîä³ 

éîãî çàêîí ðîçïîä³ëó – ôóíêö³þ α β( , )T  – âèçíà÷èìî ÿê ðîçâ’ÿçîê íåêëà-
ñè÷íî¿ çîâí³øíüî¿ çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà ó ïî-
ëÿðí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ( , )α β : 

 2( ) 0,        1 ,        0T Tα α βα∂ α∂ + ∂ = ≤ α ≤ ∞ ≤ β < π , (1) 

çà òàêèõ êðàéîâèõ óìîâ íà ïîâåðõí³ α = 1  ³ íà áåçìåæíîñò³: 

 (1, )  0,    0q Tα αβ = − ∂ = ≤ β < π , 

 0lim ( , ) cosT T
α→∞

α β = α β , (2) 

à òàêîæ äîäàòêîâî¿ óìîâè 

 β βα −π + α +π = ≤ α < ∞ ( , ) ( , ) 0,      1q q , (3) 

ÿêà âèçíà÷àº ñòðèáîê êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêó ó ïîâåðõ-
íåâîìó òåïëîâîìó øàð³ â òî÷ö³ B . 

Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1), ÿêèé çàäîâîëüíÿº äðóãó ç óìîâ (2), ïîäàìî ó 
âèãëÿä³ ³íòåãðàëà Ôóð’º 

 0
0

( , ) cos ( ) cos ,     1 ,     0T T V d
∞

−ξα β = α β + ξ α ξ ξ ≤ α ≤ ∞ ≤ β < π∫ , (4) 

äå ξ( )V  – äîâ³ëüíà ôóíêö³ÿ, ÿêà çàáåçïå÷óº ³ñíóâàííÿ â³äïîâ³äíîãî íåâëàñ-
òèâîãî ³íòåãðàëà ³ éîãî çàíèêàííÿ íà áåçìåæíîñò³. ßêùî ðîçâ’ÿçîê (4) ï³ä-
ñòàâèòè ó ïåðøó êðàéîâó óìîâó (2), òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ξ( )V  îòðè-
ìàºìî ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó: 

 0
0

( )cos cos ,               0V d T
∞

ξ ξ ξβ ξ = β ≤ β ≤ π∫ . (5) 

Éîãî ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî äî ìåòîäó ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º [1] ïîäàìî 
óçàãàëüíåíèì ðÿäîì Íåéìàíà: 
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ç íåâèçíà÷åíèìè íàïåðåä êîåô³ö³ºíòàìè na , äå γ ξ( )J  – ôóíêö³¿ Áåññåëÿ 

ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó ν . Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áàçóâàòèìóòüñÿ íà âëàñ-
òèâîñòÿõ ðîçðèâíèõ ³íòåãðàë³â Ôóð’º [2]: 
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 0β ≥ β , (7) 
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Fν
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λ − ν Γ ν + Γ β 
 

, 

 0β ≥ β , (8) 

äå < λ < ν +1 2 1 , 

 
∞

=

Γ Γ + Γ +=
Γ Γ Γ +∑

2
2

0

( ) ( ) ( )
( ; ; ; )

( ) ( ) ( ) !

k

k

c a k b k xF a b c x
a b c k k

; 

Γ( )x  – ´àììà-ôóíêö³ÿ; 2( ; ; ; )F a b c x  – ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà, çà-

äàíà ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì ðÿäîì 
∞

=

Γ Γ + Γ +=
Γ Γ Γ +∑

2
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ç îäèíè÷íèì ðàä³óñîì çá³æíîñò³ çà óìîâè − − > 0c a b . Çàçíà÷èìî, ùî ã³-
ïåðãåîìåòðè÷íèé ðÿä ïðè a n= −  àáî 0 ( )b n n N= − ∈  âèðîäæóºòüñÿ ó ïîë³-

íîì â³äïîâ³äíîãî ñòåïåíÿ ³ éîãî ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ïîë³íîìè ßêîá³. 
ßêùî ðÿä (6) ï³äñòàâèòè â ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (5) ³ çì³íèòè ïîðÿäîê 

ï³äñóìîâóâàííÿ òà ³íòåãðóâàííÿ, òî ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàëà çà ôîðìó-
ëîþ (8) îäåðæèìî àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ  

 

2

2
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1( 1) 1; ; ;
2

cos ,         0
2 ( 1)

n q q
n

n q F n q n
a

n

∞

−
=

β Γ − + − + − 
 π = β ≤ β ≤ π

Γ + π
∑ , (9) 

â³äíîñíî íåâèçíà÷åíèõ êîåô³ö³ºíò³â na . Îñê³ëüêè ã³ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ 

β − + − 
 π

2

2
11; ; ;
2

F n q n  º ïîë³íîìîì ñòåïåíÿ 2n , òî àëãåáðè÷íå ð³âíÿííÿ (9) º 

ðÿäîì çà ïîâíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é. Òîìó çã³äíî ç àïðîêñèìàö³éíîþ òåî-
ðåìîþ Âåéºðøòðàññà ïðî íàáëèæåííÿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ ïîë³íîìîì ð³â-
íÿííÿ (9) ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê – íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â na  çà äîâ³ëüíî¿ íåïå-

ðåðâíî¿ íà ïðîì³æêó ≤ β ≤ π0  ôóíêö³¿. Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ βcos  íà ïðî-

ì³æêó ≤ β ≤ π0  àïðîêñèìóºòüñÿ ç íàïåðåä çàäàíîþ òî÷í³ñòþ ïîë³íîìîì 
â³äïîâ³äíîãî ñòåïåíÿ, òî ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ê³ëüê³ñòü êîåô³ö³ºíò³â 

na  º îáìåæåíà. 
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Îòæå, ÿêùî êîåô³ö³ºíòè na  ó ðîçâèíåíí³ (6) â³äîì³, òî çã³äíî ç ïîäàí-

íÿì (4) òåìïåðàòóðíå ïîëå â ïðîñòîð³ ìàòèìå òàêèé çàêîí ðîçïîä³ëó: 

 
2 1

0 1
0 0

( )
( , ) cos cos

n q u
n q

n

J
T T a e d

∞∞
− + −ξ

+
=

ξπ α β = α β + ξβ ξ 
 ξ

∑ ∫ , 

 α = exp u .  (10) 
Â³äïîâ³äíî äî çàêîíó òåïëîïðîâ³äíîñò³ Ôóð’º çà â³äîìèì òåìïåðàòóð-

íèì ïîëåì (10) îá÷èñëèìî áåçðîçì³ðí³ òåïëîâ³ ïîòîêè ó ò³ë³ 1 ≤ α ≤ ∞ , 
0 ≤ β < π  ³ çàïèøåìî ¿õ òàê: 

 
∞∞

− +− −ξ
α

=

ξπ
α β = − β + ξβ ξ

ξ
∑ ∫ 2 1

0 0

( )
( , ) cos cos

n qu u
n q

n

J
q a e e d , 

 
∞∞

− +− −ξ
β

=

ξπ
α β = β + ξβ ξ

ξ
∑ ∫ 2 1

0 0

( )
( , ) sin sin

n qu u
n q

n

J
q a e e d . (11) 

²íòåãðàëè ó âèðàçàõ (11) ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè, ïðîòå íà 
ïîâåðõí³ öèë³íäðà α = 1  =( 0)u  âîíè âèðîäæóþòüñÿ ó ðîçðèâí³ ³íòåãðàëè 
Ôóð’º ³ çà ôîðìóëàìè (7) ³ (8) îäåðæèìî, ùî 

 

2
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1( 1) 1; ; ;
2
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n q
n

n q F n q n
q a

n

∞

α
=

β Γ − + π − + − 
 πβ = − β +
Γ +
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 β




β = β β +



 (1, ) sgn sinq  

 
∞

− −=

β    Γ − + β − + − +      π+ 
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∑

2

2

1 20

3 3 1 3; ; ;
2 2 2 2

12
2

n
q qn

n q F n q n
a

n
. (12) 

Àíàë³ç âèðàçó êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ (1, )qβ β  òåïëîâîãî ïîòîêó íà ïîâåðõí³ êîí-

òàêòó α = 1  öèë³íäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ ç ò³ëîì âêàçóº íà òå, ùî éîãî âåëè-
÷èíà çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà q . Òîìó çà âèêîíàííÿ äîäàòêîâî¿ âèìîãè (3) 

â³äïîâ³äíî äî óìîâè çá³æíîñò³ ã³ïåðãåîìåòðè÷íîãî ðÿäó â òî÷ö³ = 1x  òà ³ñ-
íóâàííÿ ³íòåãðàë³â (11) ïàðàìåòð q  ìîæå çì³íþâàòèñÿ ò³ëüêè ó òàêèõ ìå-
æàõ: 

 < <1 2 1q , (13) 

³ ìîæå ñëóãóâàòè ïåâíîþ òåïëîô³çè÷íîþ õàðàêòåðèñòèêîþ òåïëîâîãî øàðó 
íà ïîâåðõí³ êîíòàêòó α = 1 . Çîêðåìà, çà ôîðìóëîþ ï³äñóìîâóâàííÿ ã³ïåð-
ãåîìåòðè÷íîãî ðÿäó, ÿêà ñïðàâäæóºòüñÿ ó ìåæàõ íåð³âíîñò³ (13), îäåðæèìî 
âåëè÷èíó ñòðèáêà êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêó q  ó òî÷ö³ 
β = ±π : 

 

−
∞

β
=

   Γ − + Γ − π   
   ±π = ±

 Γ + 
 

∑
1 2

0

3 1
2 2

(1, )
12
2

q

n
qn

n q q
q a

n

/

. (14) 

Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ íåïåðåðâíî¿ çàëåæíîñò³ òåïëîâîãî ïîòîêó ðîçâ’ÿçêó 
êðàéîâî¿ çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè â³ä êðàéîâèõ óìîâ [5] ³ ãåîìåòðè÷íî¿ 
ñèìåòð³¿ çàäà÷³ öåé ñòðèáîê çà äîïîìîãîþ çàïðîâàäæåíî¿ ïîâåðõí³ ðîçðèâó 
ïåðøîãî ïîðÿäêó [6] ïîøèðèìî ó ò³ë³ â³ä òî÷êè B  óçäîâæ ë³í³¿ BC  çà 
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çàíèêàþ÷èì çàêîíîì òàê:  

 
∞∞

− +− −ξ
β

=

ξπ
α ±π = ± ξπ ξ

ξ
∑ ∫ 2 1

0 0

( )
( , ) sin

n qu u
n q

n

J
q a e e d , (15) 

çã³äíî ç ÿêèì 

 βα→∞
α ±π =lim ( , ) 0q . 

Ó íüîìó êóòîâà ñêëàäîâà β α ±π ( , )q  âåêòîðà q  òåïëîâîãî ïîòîêó ï³ä ÷àñ 

ïåðåõîäó ÷åðåç ë³í³þ BC  çì³íþºòüñÿ ñòðèáêîì â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (13) . 
Çà îçíà÷åíèìè ð³âíÿííÿì (9) êîåô³ö³ºíòàìè na  ïðè = 0.75q  ïðîâåäå-

íèì çà ôîðìóëîþ (15) ÷èñëîâèì àíàë³çîì êóòîâî¿ ñêëàäîâî¿ β α ±π ( , )q  âèÿâ-

ëåíî, ùî òåïëîâèé øàð íà ë³í³¿ BC  ìàº âëàñòèâîñò³ òåïëîàêòèâíî¿ ë³í³¿. Öå 
òâåðäæåííÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà òîìó, ùî â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (15) íà ë³í³¿ BC  
³ñíóº ñòðèáîê β α ±π ( , )q  ç ìàêñèìàëüíèì çíà÷åííÿì ó òî÷ö³ Â , ïðè÷îìó 

β α ±π = ( , ) 1q . Öåé ñòðèáîê ìîíîòîííî çìåíøóºòüñÿ â îáëàñò³ ≤ α ≤ α01  ³ â 

òî÷ö³ 0 1.5α = α ≈  çì³íþº çíàê íà ïðîòèëåæíèé, äîñÿãàº ìàêñèìóìó â òî÷ö³ 

1 2.6α = α ≈  ³ çàíèêàº íà áåçìåæíîñò³ (ðèñ. 2). Çàçíà÷èìî, ùî çã³äíî ç âèðà-

çîì (12) ó ïîâåðõíåâîìó ìåæîâîìó øàð³ α = 1  ³ñíóº îáëàñòü ≤ β ≤ π − ε =0  

= δ ≈ π0.95  (ðèñ. 3), ó ÿê³é β β (1, )q  ñïî÷àòêó ìîíîòîííî çðîñòàº, à ïîò³ì 

ñïàäàº äî íóëÿ, ùîá ïîçà íåþ äîñÿãíóòè ìàêñèìàëüíîãî â³ä’ºìíîãî çíà÷åííÿ 
( , ) 1qβ α π = −  ïðè β = π  ³ çàáåçïå÷èòè íåïåðåðâíó çàëåæí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çà-

äà÷³ â³ä êðàéîâèõ óìîâ. 
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 Рис. 2  Рис. 3 

Òàêèì ÷èíîì, ðîçì³ùåíèé íà ë³í³¿ BC  âíóòð³øí³é òåïëîâèé øàð, òåì-
ïåðàòóðà ÿêîãî â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (10) âèçíà÷àºòüñÿ çàêîíîì 

 
∞∞

− + −ξ
+

=

ξπ α ±π = − α + ξπ ξ 
 ξ

∑ ∫ 2 1
0 1

0 0

( )
( , ) cos

n q u
n q

n

J
T T a e d , 

ìîæíà òðàêòóâàòè ç ïîãëÿäó ô³çèêè ÿâèùà ÿê òåïëîàêòèâíó ë³í³þ ç ïåâíîþ 
òåïëîâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ < <1 2 1q , ïðè÷îìó éîãî òåìïåðàòóðà â îáëàñò³ 

≤ α ≤ α01  º âèùîþ, í³æ â îòî÷óþ÷îìó ñåðåäîâèù³, à ïîçà ö³ºþ îáëàñòþ – 

íèæ÷îþ. Îòæå, â îáëàñò³ ≤ α ≤ α01  òåïëîâèé øàð ñòâîðþº êóòîâó ñêëàäîâó 

β α ±π ( , )q  âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêó, à â îáëàñò³ α ≤ α < ∞0  – ¿¿ ïîãëèíàº. 

Çà ã³äðîäèíàì³÷íîþ àíàëîã³ºþ [3] ìîæíà ïîáóäóâàòè ³íøèé ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ (1), (2) ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ ³ îòðèìàòè òàê³ ïàðàìåòðè 
òåïëîâîãî ïîëÿ, çà ÿêèõ âèìîãà (3) âèêîíóºòüñÿ çà óìîâè, ùî β ±π = (1, ) 0q : 
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 1
0 0( , ) ( )cos 2 ch cosT T T u−α β = α + α β = β , 

 2 2( , ) (1 )cos (1 )cosuq e− −
α α β = − − α β = − − β , 

 − −
β α β = + α β = + β 2 2( , ) (1 ) sin (1 ) sinuq e . (16) 

Îòæå, ðîçâ’ÿçîê (16) êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (2) º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì íå-
êëàñè÷íî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè ³ ïðè öüîìó α α π = ( , 2) 0q . 

Ó âèðàçàõ (16) = αlnu  ³ öåé ðîçâ’ÿçîê çá³ãàºòüñÿ ç ïàðàìåòðàìè òåìïåðà-
òóðíîãî ïîëÿ ó ï³âïëîùèí³ ≤ < ∞ ≤ β < ∞0 , 0u  çà ïåð³îäè÷íî¿ êðàéîâî¿ 

óìîâè β = β0(0, ) 2 cosT T  íà ¿¿ ìåæ³ = 0u  ³ íå â³äïîâ³äàº ô³çè÷í³é ïîñòàíîâö³ 

çàäà÷³ ïðî îáò³êàííÿ ïîòîêîì òåïëà öèë³íäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ. 
 Çàçíà÷èìî, ùî âåëè÷èíà îá÷èñëåíîãî çà ôîðìóëîþ (12) ïðè = 0.75q  

òåïëîâîãî ïîòîêó βq  ó òî÷ö³ π(1, 2)  äîð³âíþº 1.9945 , à çà ôîðìóëîþ (16) – 

β π = (1, 2) 2q , òîáòî ¿õ çíà÷åííÿ ïðàêòè÷íî çá³ãàþòüñÿ, ïðîòå ³ñòîòíà â³äì³í-

í³ñòü ïðîÿâëÿºòüñÿ ó òî÷ö³ B  (äèâ. ðèñ. 1 ³ ðèñ. 3). 
Îòæå, ïîñòóëþâàííÿ ³ñíóâàííÿ ïîâåðõíåâîãî òåïëîâîãî øàðó íóëüîâî¿ 

òîâùèíè íà ìåæ³ α = 1  êîíòàêòó öèë³íäðè÷íîãî âêëþ÷åííÿ ç ò³ëîì çóìîâ-
ëþº íåîáõ³äí³ñòü ââåäåííÿ â ðîçãëÿä âíóòð³øíüîãî òåïëîâîãî øàðó – ïî-
âåðõí³ ðîçðèâó ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàííÿ âèìîãè íåïå-
ðåðâíî¿ çàëåæíîñò³ ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè â³ä 
êðàéîâèõ óìîâ. Îñê³ëüêè ó çàïðîïîíîâàí³é ìîäåë³ âåêòîðè òåïëîâîãî ïîòîêó 
ó òî÷êàõ A  ³ B  º ð³çíèìè, òî òàêèé õàðàêòåð ðîçïîä³ëó ïàðàìåòð³â òåïëî-
âîãî ïîëÿ êðàùå â³äïîâ³äàº ô³çèö³ ÿâèùà. 

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ã³äðîäèíàì³÷íî¿ àíàëîã³¿, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ó 
òàê³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ ïàðàäîêñ Äàëàìáåðà – Åéëåðà óñóâàºòüñÿ. 
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ПЛОСКОЕ СТАЦИОНАРНОЕ ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ В ТЕЛЕ 
С ТЕПЛОИЗОЛИРОВАННЫМ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ С УЧЕТОМ 
СУЩЕСТВОВАНИЯ ТЕПЛОВОГО СЛОЯ НА ПОВЕРХНОСТИ КОНТАКТА 
 
Â ðåçóëüòàòå ïîñòóëèðîâàíèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òåïëîâûõ ñëîåâ – ïîâåðõíîñòåé 
ðàçðûâà ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåïëîâîãî 
ïîëÿ â òåëå ñ ãëàäêèìè òåïëîèçîëèðîâàííûìè íåîäíîðîäíîñòÿìè. Â ðàìêàõ ïðåä-
ëîæåííîé ìîäåëè âûÿâëåíà íåïðåðûâíàÿ çàâèñèìîñòü ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ìà-
òåìàòè÷åñêîé ôèçèêè îò êðàåâûõ óñëîâèé. 
 
PLANE STATIONARY TEMPERATURE FIELD IN A BODY WITH HEAT INSULATED CYLINDRICAL 
INCLUSION UNDER EXISTENCE OF HEAT LAYER ON THE CONTACT BOUNDARY 
 
Due to postulating of existence of heat layers – the abruption surfaces of first range, a 
new mathematical model of heat field in a body with heat insulated smooth non-homo-
geneities is proposed. Within the presented model the continuous dependence of solution 
of the mathematical physics boundary-value problem on boundary conditions exists.  
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