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ВИКОРИСТАННЯ ПОТЕНЦІАЛІВ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
ДЛЯ ОПИСУ ХВИЛЬОВОГО ПОЛЯ ВІД ДИНАМІЧНОГО 
РОЗКРИТТЯ МНОЖИННИХ ТРІЩИН У БІМАТЕРІАЛІ 
 

Íà îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé ïîòåíö³àë³â Ãåëüìãîëüöà îòðèìàíî ïîäàííÿ âåêòîðà 
ïåðåì³ùåíü ó òðèâèì³ðíîìó ïðóæíîìó á³ìàòåð³àë³ ç ãàðìîí³÷íî îñöèëþþ÷è-
ìè òð³ùèíàìè, ÿêå òîòîæíî çàäîâîëüíÿº óìîâè ³äåàëüíîãî êîíòàêòó íà 
ì³æôàçí³é ïîâåðõí³ (àíàëîã ôóíêö³¿ ¥ð³íà). 

 
 Ó òðèâèì³ðíèõ äèíàì³÷íèõ çàäà÷àõ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ øàðóâàòèõ 
êîìïîçèò³â ç òð³ùèíàìè ãðàíè÷í³ óìîâè êîíòàêòó ñêëàäîâèõ ò³ëà çàäàþòüñÿ 
ïî áåçìåæíèõ îáëàñòÿõ, ùî óñêëàäíþº ÷èñëîâèé àíàë³ç. Øëÿõîì çàëó÷åííÿ 
ó ðîçâ’ÿçêàõ ïîòåíö³àë³â Ãåëüìãîëüöà âêàçàí³ óìîâè ïåðåôîðìóëþâàëè ó 
âèãëÿä³ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü òèïó çãîðòêè. Íèæ÷å ÿê ðåçóëüòàò îáåðíåííÿ 
öèõ ð³âíÿíü îòðèìàíî àíàë³òè÷í³ ôîðìóëè çâ’ÿçêó ì³æ ïåðåì³ùåííÿìè ÿê 
â³äáèòèõ, òàê ³ çàëîìëåíèõ íà ì³æôàçí³é ïîâåðõí³ õâèëü òà âèçíà÷åíèìè â 
îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ôóíêö³ÿìè ãàðìîí³÷íîãî ðîçêðèòòÿ òð³ùèí. 
 Ðîçãëÿíåìî êîìïîçèò ³ç äâîõ ³äåàëüíî ç’ºäíàíèõ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â 

A  ³ B  ç ìîäóëÿìè çñóâó AG , BG , êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà Aν , Bν  ³ ãóñòè-

íàìè Aρ , Bρ  â³äïîâ³äíî. Íåõàé ï³âïðîñò³ð D  ( , )D A B=  ì³ñòèòü DM  ïëîñ-
êèõ äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíèõ òð³ùèí, ÿê³ íå ëåæàòü íà ì³æôàçí³é ïîâåðõí³ 

0S . Òð³ùèíè ìîäåëþþòüñÿ ãàðìîí³÷íèì ó ÷àñ³ t  âåêòîðîì ñòðèáêà ïåðåì³-

ùåíü ¿õ ïîâåðõîíü ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( ) exp ( )n D n D n D n Dt i t∆ = ∆ − ωu x u x , 1, 2, , Dn M=  , 

,D A B=  [4], äå ω – öèêë³÷íà ÷àñòîòà, ( )n D∆u  – âåêòîð àìïë³òóäè ñòðèáêà 
ïåðåì³ùåíü ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü n -¿ òð³ùèíè ï³âïðîñòîðó D . Â òàêîìó 
âèïàäêó ÷àñîâèé ìíîæíèê exp ( )i t− ω  âèëó÷àºòüñÿ ç ðîçâ’ÿçêó, ùî äîçâîëÿº 
çâåñòè çàäà÷ó äî ïîøóêó àìïë³òóä àêòóàëüíèõ âåëè÷èí.  
 Äëÿ ñïðîùåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî çàïèñó óìîâ êîíòàêòó ï³âïðîñòîð³â 
ïîâ’ÿæåìî ç êîæíîþ òð³ùèíîþ ëîêàëüíó äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò 

( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3

n D n D n D n DO x x x , 1, 2, , Dn M=  , ,D A B= , òàê, ùîá îáëàñòü òð³ùèí 
( )n DS  ì³ñòèëàñü ó êîîðäèíàòí³é ïëîùèí³ ( )

3 0n Dx = . Áàçîâó ñèñòåìó êîîðäè-

íàò (0) (0) (0) (0)
1 2 3O x x x  çâ’ÿæåìî ç ïîâåðõíåþ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â (0)S  òàêèì ÷è-

íîì, ùîá ï³âïðîñòîðîâ³ A  â³äïîâ³äàëè çíà÷åííÿ (0)
3 0x > , à ï³âïðîñòîðó 

B  − çíà÷åííÿ (0)
3 0x < . 

Ó áàçîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò óìîâè ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó 
ï³âïðîñòîð³â áóäóòü: 

 (0) (0) (0) (0)
3 3( ) ( ),           ( ) ( )A B A B

j j j ju u= σ = σx x x x , 

 (0) (0)1,2,3,      j S= ∈x ,  (1) 

äå (0) (0) (0) (0)
1 2 3( , , )x x xx  − ðàä³óñ âåêòîð òî÷êè ò³ëà â ñèñòåì³ êîîðäèíàò 

(0) (0) (0) (0)
1 2 3O x x x ; D

ju , 3
D
jσ , 1, 2, 3j = , − êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ³ â³ä-

ïîâ³äíîãî òåíçîðà íàïðóæåíü ó ìàòåð³àë³ D . 
Ùîá çàäîâîëüíèòè óìîâè êîíòàêòó ï³âïðîñòîð³â, âåêòîðè ïðóæíîãî ïå-

ðåì³ùåííÿ ó á³ìàòåð³àë³ çàäàìî ó ôîðì³ ñóïåðïîçèö³¿: 

 ( )

1

,      ,
DM

D D D n D

n

D A B
=

= ∇ϕ + ∇ × + =∑u u . (2) 
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Ó ð³âíÿííÿõ (2) ñêëàäîâà ( )n Du  çàáåçïå÷óº ðîçðèâ ïåðåì³ùåíü â îáëàñò³ 
( )n DS , òîáòî îïèñóº ðàô³íîâàíå õâèëüîâå ïîëå, çóìîâëåíå äèíàì³÷íèì ðîç-

êðèòòÿì n -¿ òð³ùèíè ó ï³âïðîñòîð³ D . Ñêàëÿðí³ ïîòåíö³àëè Aϕ , Bϕ  ïî-

çäîâæí³õ õâèëü ³ âåêòîðí³ ïîòåíö³àëè 1 2 3( , , )A A A Aψ ψ ψ , 1 2 3( , , )B B B Bψ ψ ψ  ïî-
ïåðå÷íèõ õâèëü âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ òîòîæíîãî çàäîâîëåííÿ óìîâ ³äåàëü-
íîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó (1). 

²ç ô³çè÷íî¿ ³íòåðïðåòàö³¿ ïåðåì³ùåííÿ ( )n Du  âèïëèâàº, ùî ³íòåãðàëüí³ 

çîáðàæåííÿ éîãî êîìïîíåíò ( )n D
ju  ³ â³äïîâ³äíèõ íàïðóæåíü ( )n D

ijσ , 1, 2, 3j = , 

òàê³ æ, ÿê äëÿ áåçìåæíîãî îäíîð³äíîãî ò³ëà ç òð³ùèíîþ, ùî õàðàêòåðèçó-
ºòüñÿ ìåõàí³÷íèìè ñòàëèìè ìàòåð³àëó D . Çà ïðîñòîðîâîãî ðîçêðèòòÿ òð³-
ùèíè ìàòèìåìî [4] 

 
( )

( )

( )3 2
( ) ( ) ( )

( )
1 1

exp
( ) ( )

n D

n D

n D
qDn D n D n D

j jrqD r n D
r q S

i
u u dS

= =

 ω −
= ∆ 

−  
∑ ∑ ∫∫x

x
x P

x

( )
ξ

ξ
ξ

ξ
, 

 1,2,3,     1,2, , ,     ,Dj n M D A B= = = , (3) 

äå 1 1
D

D cω = ω/ , 2 2
D

D cω = ω/  − õâèëüîâ³ ÷èñëà; 1
Dc  ³ 2

Dc  − øâèäêîñò³ ïî-

øèðåííÿ â ìàòåð³àë³ D  ïîçäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷íèõ õâèëü â³äïîâ³äíî; 
( )n D −x ξ  – â³äñòàíü ì³æ àêòóàëüíîþ òî÷êîþ ( )n Dx  ï³âïðîñòîðó D  ³ òî÷-

êîþ ³íòåãðóâàííÿ ξ ; ( ) ( )( )n D n D
ru∆ x , 1, 2, 3r = , – êîìïîíåíòè âåêòîðà ñòðèá-

êà ïåðåì³ùåíü ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü n -¿ òð³ùèíè ï³âïðîñòîðó D ; ijδ  – 

ñèìâîë Êðîíåêåðà; jrqD
xP  – äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè: 

 
3 3

11 12 1 32 2
1 3 3 1 1 32 2

2 2,       j D j D j j
j jD D

x x x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂= − = δ + δ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ω ω
x xP P , 

 
3 3

21 22 2 32 2
2 3 3 2 2 32 2

2 2,      j D j D j j
j jD D

x x x x x x x x
∂ ∂ ∂ ∂= − = δ + δ +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ω ω
x xP P , 

 31

2 2

2 2 2
2 1 2

21j D
j D

x x x

 ∂ ∂ ∂ = + +  ∂  ω ∂ ∂ 
xP , 

 
2 2

32 1 2 2 2 2
1 2 2 1 2

,12      1,2,3j D j j
jD

j
x x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − δ + δ + + =  ∂ ∂ ∂  ω ∂ ∂ 
xP . 

Ôóíêö³¿ Aϕ , A , Bϕ , B , ùî âõîäÿòü ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), âèáèðàºìî 

ó âèãëÿä³ ïîòåíö³àë³â Ãåëüìãîëüöà ç ãóñòèíàìè jα : 

 1

40

(0)

1
(0)

(0) (0)
3

exp

( ) ( )

AA
BB

S

i

dS
x

 ω − 
 ∂ϕ = α

∂ −∫∫
x

x
x








[ \[ \
[ \

, 

 1

40

(0)

2
(0)

(0) (0)
3

exp

( ) ( ) ,         1,2

AA
BB

j
j

j

S

i

dS j
x

+
+

 ω − 
 ∂ψ = α =

∂ −∫∫
x

x
x








[ \[ \
[ \

, 

 (0)
3 ( ) 0

A

B
ψ =x

[ \
. (4) 

Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ïîòåíö³àëè (4) òîòîæíî çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
Ãåëüìãîëüöà, óìîâè âèïðîì³íþâàííÿ íà áåçìåæíîñò³, à ¿õ ãðàíè÷í³ çíà÷åí-
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íÿ íà ïîâåðõí³ (0)S  º òàêèìè [1]: 

 
(0) (0)
3 3

(0) (0) (0) (0)
1 1

0 0
lim ( ) 2 ( ),       lim ( ) 2 ( )A A

j j
x x

+
→+ →+

ϕ = − πα ψ = − παx x x x , 

 
(0) (0)
3 3

(0) (0) (0) (0)
4 4

0 0
lim ( ) 2 ( ),          lim ( ) 2 ( )B B

j j
x x

+
→− →−

ϕ = πα ψ = παx x x x , 

 1, 2j = . (5) 
 Çàäîâîëüíÿþ÷è ïîäàííÿìè (2)–(4) ç óðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé (5) êîí-
òàêòí³ óìîâè (1), îäåðæèìî ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó â³ä-
íîñíî ãóñòèí jα : 

 
(0) (0)

0

(0)6 3 2
(0)

(0)
1 1 1

exp
( ) ( ) kA

jn n jnk n
n n k S

i
dS

= = =

  ω −Λ α + Φ α +  
−  

∑ ∑ ∑ ∫∫x x x
x

x






( )

( )
 

 
(0)

0

(0)
(0)

(3 ) 3 (0)

exp
( ) ( )kB

j n k n j

S

i
dS p+ +

  ω − +Φ α = 
−  

∫∫x x
x

x






( )

, 

 (0) 0 ,         1,2, ,6S j∈ =x  , (6) 

äå ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ( )n D
ru∆ , 1, 2, 3,r =  1,2, , Dn M=  , ,D A B= , ì³ñòÿòü-

ñÿ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ: 

 
( 0)

( )

( 0)3 2
(0) ( )

( 0)
1 1 1

exp
( ) ( )

A
k A

k A

k AM
qAk A

j jrqA r k A
k r q S

i
p u dS

= = =

ω − 
= ∆ − 

− 
∑ ∑ ∑ ∫∫x

x
x Q

x

( )
ξ

ξ
ξ

ξ
 

 
( 0)

( )

( 0)3 2
( )

( 0)
1 1 1

exp
( )

B
k B

k B

k BM
qBk B

jrqB r k B
k r q S

i
u dS

= = =

ω − 
− ∆ 

− 
∑ ∑ ∑ ∫∫x

x
Q

x

( )
ξ

ξ
ξ

ξ
. 

Òóò 

 1jr D =xQ  

 
2

( 0) ( 0) ( 0)
3 2

3 1 2 32

2
1

D
k D k D k D

r j j jD
rA

m p
x x x x x

ν ∂ ∂ ∂ ∂  = δ − + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − ν ω
 , 

 2jr D =xQ  

 
2

( 0) ( 0) ( 0)
3 2

3 1 2 32

1 2
1

k D k D k D
r j j jD

rA

m p
x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂  = − δ + + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − ν ω
  

 ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)
1 2

3 1 3 2

k D k D k D k D
r j j r j jp m p

x x x x
∂ ∂ ∂ ∂   + δ + + δ + +   ∂ ∂ ∂ ∂   

  

 ( 0)
3

3
2 ,          1,2,3k D

r jp r
x
∂+ δ =

∂
, 

 (3 ) 1j r D+ =xQ  

 
2 2

2 2 ( 0)
3 2 3 2 3 2

3 12(1 ) 2(1 )

D D
k D

r D j D jD D
rx x x

  ν ∂ ν ∂= δ ω − δ ω + +  ∂ ∂− ν − ν ∂  
  

 
2 2 2 2

( 0) ( 0) ( 0) ( 0)
3 3 3 32 2

1 2 2 32 3

k D k D k D k D
j j j jm p m

x x x xx x
∂ ∂ ∂ ∂+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂
   

 
2

( 0)
3

1 3
,            1,2,3k D

jp r
x x

∂+ =∂ ∂ 
 , 
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 (3 )32j D+ =xQ  

 
2 2 2 2 2

2 ( 0) ( 0) ( 0)
2 3 3 32 2 2 2 2

1 2 1 2 3

k D k D k D
D j j jm p

x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = − + + ω + + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
  

 
2 2 2

( 0) ( 0) ( 0)
3 3 3

1 2 2 3 1 3

k D k D k D
j j jm p

x x x x x x
∂ ∂ ∂+ + + +∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

    

 
2 2 2 2

( 0) ( 0) ( 0)2
3 3 32

2 3 1 33

2
2

k D k D k DD
j j jp m p

x x x xx

ω  ∂ ∂ ∂+ + + ∂ ∂ ∂ ∂∂ 
  , 

 (3 ) 2j r D+ =xQ  

 
2 2 22 2 2 2 2

( 0)2 2
1 32 2 2 2 2

1 2 (3 ) 1 2

3
4 2

k DD D
r j

r

p
x x x x x−

ω ω ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    = + + − + + δ +         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
  

 
22 2 2

( 0) ( 0) ( 0)2
2 3 2 3 1 32 2

1 21 2

3
4

k D k D k DD
r j r j r jm p m

x xx x

ω∂ ∂ ∂    + δ − + + δ + δ +    ∂ ∂    ∂ ∂
    

 
2 22 2 2

( 0) ( 0)2 2
3 3 12 2

(3 ) 3 1
4 2

k D k DD D
j j r

rr
x xx x−

ω ω∂ ∂ ∂   + + + δ + +   ∂ ∂   ∂ ∂
   

 
2 22 2 2

( 0) ( 0)2 2
3 2 32 2

32 3
2 2

k D k DD D
j r j

r
m p

x xx x

ω ω ∂ ∂ ∂   + δ + + +    ∂ ∂   ∂ ∂ 
, 

 1, 2,            1,2,3r j= = , 

 ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( ) (0) (0) (0) (0)
1 2 3, , ,      ,      1,2,3k D k D k D k D k Dx x x S j= + ∈ =x O O x x( ) , 

 ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)
3 3 3 3 3 3,     ,      k D k D k D k D k D k D k D k D k D

j j j j j jm m m p p p= = =   , 

 ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)
3 3 3 3 3 3,      k D k D k D k D k D k D k D k D k D k D

j j j j j jm m m m p p m= + = +    , 

 ( 0) ( 0) ( 0) ( 0) ( 0)
3 3 3
k D k D k D k D k D
j j jp p p= +   , 

( ) (0)k DO O  – âåêòîð, ùî ç’ºäíóº öåíòðè k-¿ òà áàçîâî¿ ñèñòåì êîîðäèíàò; 
( )0k D
j , ( )0k D

jm , ( )0k D
jp , 1, 2, 3j = , ,D A B= , – íàïðÿìí³ êîñèíóñè îñåé k-¿ 

ñèñòåìè êîîðäèíàò ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò (0) (0) (0) (0)
1 2 3O x x x ; jnΛx  ³ jnkΦx  – â³äîì³ 

äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè [6]. 
Ãóñòèíè jα  âèçíà÷àºìî ç ð³âíÿíü (6) øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ³íòåãðàëü-

íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà êîîðäèíàòàìè 1x , 2x  ç íàñòóïíèì çàñòîñóâàí-
íÿì ïðè îäåðæàíí³ îðèã³íàë³â òåîðåìè ïðî çãîðòêó [7]. Òàêèì ÷èíîì, îäåð-
æèìî âèðàçè äëÿ ãóñòèí jα , 1, 2, ,6j =  , à äàë³ ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíî-

øåíü (4) – âèðàçè äëÿ ïîòåíö³àë³â â³äáèòèõ ,A Aϕ ( )  ³ çàëîìëåíèõ 

( Bϕ , B ) íà ïîâåðõí³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â õâèëü ó ôîðì³ 

 

1

2

(0) (0)

(0)

(0) 6
1

(0) (0) (0)
St11 3 0

exp
( )

( )
( )( )

DD D
j

jD D
jk kjS S

i

p
Fx

∞

=−

 ω − 
 ϕ   ∂ τ= ×   τψ ∂ −   

∑ ∫∫ ∫∫ ∫
x

Ux

x Ux

[ \
ξ

ξ
  

 0 ,        2,3,     ,J d dS dS k D A B× τ − τ = =ξξ ( ) . (7) 
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Òóò 
D
kjU  – äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè çì³ííèõ 1η , 2η , ùî ä³þòü çà çàêîíàìè: 

 11 1 12 1 13 2 14 3
1 2 1

( ) ,    ( ) ,    ( ),    2 ( )A A A AGf Gf Gf f∂ ∂ ∂= τ = τ = τ = − τ
∂η ∂η ∂η
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i

 τ − ω τ ≥ ωτ = τ − ω = =
− ω − τ τ < ω

. 

Ôóíêö³¿ ( ),jf τ 1,2, ,16j =  , íàâåäåíî ó ðîáîò³ [6]; 0 ( )J rτ  – ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ 

íóëüîâîãî ïîðÿäêó; St ( )F τ  – ôóíêö³ÿ Ñòîóíë³ [6]. 

 Àíàë³òè÷íå âèçíà÷åííÿ äâîâèì³ðíèõ ³íòåãðàë³â ïî îáëàñò³ 0S  ó ïîäàíí³ 
(7) ïðîâîäèìî çà ñõåìîþ ðîáîòè [5] ç âèêîðèñòàííÿì òàáëè÷íèõ ³íòåã-

ðàë³â [2]: 



159 

 

2 2 2 2

02 2 2 2
0

exp exp
( )

p x z z p c
x J cx dx

x z p c

∞
  − + − +  
  =

+ +
∫

( )
, 

 
2

2 2
0 0 0

0

2 cos 2 ( ) ( )J x a b ab d J ax J bx
π

 + − β β = π 
 ∫ . 

Áåçìåæíèé ³íòåãðàë çà çì³ííîþ τ  ç îãëÿäó íà ñïàäàííÿ ï³ä³íòåãðàëüíî¿ 
ôóíêö³¿ ïðè τ → ∞  áåðåòüñÿ ÷èñåëüíî øëÿõîì çàì³íè âåðõíüî¿ ìåæ³ ³íòåã-
ðóâàííÿ ñê³í÷åííîþ. Òîä³ ó ôîðìóë³ (7) çàëèøàòüñÿ ³íòåãðàëè ëèøå ïî îá-
ëàñòÿõ, ùî çàéìàþòü òð³ùèíè.  

Âèâåäåíå ñï³ââ³äíîøåííÿ  (7) ì³æ ïåðåì³ùåííÿìè â³äáèòèõ ³ çàëîìëå-
íèõ íà ì³æôàçí³é ïîâåðõí³ õâèëü òà àìïë³òóäàìè ï³äïîâåðõíåâèõ äæåðåë 
çáóðåíü âàæëèâ³ ç òî÷êè çîðó ãðàíè÷íî-³íòåãðàëüíîãî ôîðìóëþâàííÿ àíà-
ëîã³÷íèõ çàäà÷ äëÿ òàêîãî æ êîìïîçèòó ï³ä ÷àñ çàäàííÿ íàâàíòàæåíü íà 
ïîâåðõíÿõ òð³ùèí, îñê³ëüêè âîíî äîçâîëÿº ïåðåéòè äî ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
âèêëþ÷íî ñòîñîâíî ôóíêö³é äèíàì³÷íîãî ðîçêðèòòÿ òð³ùèí. Çîêðåìà, òàêèé 
ï³äõ³ä âèêîðèñòàíî â ðîáîò³ ïðî âçàºìîä³þ äâîõ êîìïëàíàðíèõ òð³ùèí ïî 
îäèí á³ê â³ä ì³æôàçíî¿ ïîâåðõí³ [3]. 
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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ПОТЕНЦИАЛОВ ГЕЛЬМГОЛЬЦА ПРИ ОПИСАНИИ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ ОТ 
ДИНАМИЧЕСКОГО РАСКРЫТИЯ МНОЖЕСТВЕННЫХ ТРЕЩИН В БИМАТЕРИАЛЕ 
 
Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ïîòåíöèàëîâ Ãåëüìãîëüöà ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà 
ïåðåìåùåíèé â òðåõìåðíîì óïðóãîì áèìàòåðèàëå ñ ãàðìîíè÷åñêè îñöèëëèðóþùè-
ìè òðåùèíàìè, êîòîðîå òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì èäåàëüíîãî êîí-
òàêòà íà ìåæôàçíîé ïîâåðõíîñòè (àíàëîã ôóíêöèè Ãðèíà). 
 
USING OF HELMHOLTZ POTENTIALS FOR DESCRIPTION OF WAVE FIELD 
DUE TO DYNAMIC MULTIPLE CRACKS OPENING IN BIMATERIAL 
 
On the base of Helmholtz potentials properties the representations for the displacements 
in 3D elastic bimaterial with the time-harmonic opening cracks, which satisfy identical-
ly the ideal contact conditions on the interface, are obtained (Green’s function analogue). 
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