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ІНТЕГРАЛЬНІ РІВНЯННЯ НЕОДНОРІДНОЇ ЗА ТОВЩИНОЮ 
ПРУЖНОПЛАСТИЧНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ З ТРІЩИНАМИ 
 

Çàäà÷à ïðî íàïðóæåíèé ñòàí ³ ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó íåîäíîð³äíî¿ çà òîâùèíîþ 
ïðóæíîïëàñòè÷íî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç äâîìà íàñêð³çíèìè òð³ùèíàìè, 
ðîçì³ùåíèìè âçäîâæ òâ³ðíî¿, çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü ç íåâ³äîìèìè ãðàíèöÿìè ³íòåãðóâàííÿ. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì, ùî 
ïåðåäáà÷àº ñóì³ñíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ îòðèìàíî¿ ñèñòåìè ç óìîâàìè îáìåæåíîñò³ 
íàïðóæåíü á³ëÿ òð³ùèí òà óìîâàìè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê. ßê 
ïðèêëàä, ðîçãëÿíóòî îáîëîíêó, âèãîòîâëåíó ç ôóíêö³îíàëüíî ãðàä³ºíòíîãî 
ìàòåð³àëó. 

 
Îáîëîíêîâ³ åëåìåíòè êîíñòðóêö³é ÷àñòî ïðàöþþòü â óìîâàõ, êîëè ¿õ 

çîâí³øíÿ ³ âíóòð³øíÿ ïîâåðõí³ êîíòàêòóþòü ç ñåðåäîâèùàìè (äåêîëè àãðå-
ñèâíèìè), ÿê³ ìàþòü íåîäíàêîâ³ ô³çèêî-õ³ì³÷í³ âëàñòèâîñò³. Ó òàêèõ âèïàä-
êàõ ïîâåðõí³ îáîëîíêè çàõèùàþòü ð³çíèìè ïîêðèòòÿìè àáî âèãîòîâëÿþòü ¿¿ 
ç øàðóâàòèõ ñòðóêòóð ÷è ôóíêö³îíàëüíî ãðàä³ºíòíèõ ìàòåð³àë³â (ÔÃÌ), 
òîáòî êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â ì³êðîñêîï³÷íî¿ íåîäíîð³äíîñò³ ç íåïåðåðâíî 
çì³ííèìè ìåõàí³÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè çà òîâùèíîþ ñò³íêè åëåìåíòà êîí-
ñòðóêö³¿. Ïî÷àëè ñòâîðþâàòè ÔÃÌ äëÿ êîñì³÷íèõ êîðàáë³â ÿê ìàòåð³àëè, ùî 
âèòðèìóþòü íàäâèñîê³ òåìïåðàòóðè. Ç ÷àñîì òàê³ ìàòåð³àëè íàáóëè øèðøî-
ãî çàñòîñóâàííÿ, ùî çóìîâèëî íåîáõ³äí³ñòü ïðîâîäèòè íå ëèøå òåìïåðàòóð-
íèé àíàë³ç, à é äîñë³äæóâàòè ¿õ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí, ì³öí³ñòü 
òîùî. Ó ðîáîò³ [11] âïåðøå ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî íåð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë 
òåìïåðàòóðè òà çóìîâëåíèõ íåþ íàïðóæåíü ó ïëàñòèí³, âèãîòîâëåí³é ç 
ÔÃÌ. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü ó öèë³íäðè÷í³é ³ ñôå-
ðè÷í³é îáîëîíêàõ, à òàêîæ ó ïîðîæíèñòîìó öèë³íäð³ ç ÔÃÌ, çóìîâëåíèõ 
òåìïåðàòóðîþ ÷è ñèëîâèì íàâàíòàæåííÿì, íàâåäåí³ â [9, 10, 12, 14]. Ó ðîáî-
ò³ [3] äîñë³äæåíî âïëèâ ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â ÔÃÌ íà ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó 
öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ òð³ùèíîþ. Ó çàïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ 
ïðîâåäåíî òàê³ äîñë³äæåííÿ äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç äâîìà òð³ùèíàìè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî â³äíåñåíó äî òðèîðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè 
êîîðäèíàò , ,α β γ  âèãîòîâëåíó ç ÔÃÌ áåçìåæíó êðóãîâó öèë³íäðè÷íó îáî-

ëîíêó, ïîñëàáëåíó äâîìà êîë³íåàðíèìè òð³ùèíàìè îäíàêîâî¿ äîâæèíè 02 , 

ðîçì³ùåíèìè âçäîâæ òâ³ðíî¿. Ïî÷àòîê êîîðäèíàò 0, 0α = β =  ïîì³ñòèìî â 
öåíòð³ â³äð³çêà ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè, ùî ç’ºäíóº áëèæí³ âåðøèíè 
òð³ùèí. Éîãî äîâæèíó ïîçíà÷èìî 2 d . Áåðåãè òð³ùèí ³ îáîëîíêà çàâàíòà-
æåí³ òàê, ùî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí îáîëîíêè ñèìåòðè÷íèé â³äíîñ-
íî ë³í³é 0α =  òà 0β = . Ï³ä ÷àñ äåôîðìàö³¿ áåðåãè òð³ùèí íå êîíòàêòóþòü. 
Ðîçì³ðè òð³ùèí, ð³âåíü çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ òà âëàñòèâîñò³ ÔÃÌ ââà-
æàºìî òàêèìè, ùî íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèí ïî âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè âóçü-
êèìè ñìóãàìè ðîçâèâàþòüñÿ ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿. Â³äïîâ³äíî äî àíàëîãà 

cδ -ìîäåë³ [4] çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é çàì³íèìî ïîâåðõíÿìè ðîçðèâó 
ïðóæíèõ ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó, à ðåàêö³þ ìàòåð³àëó ïëàñòè÷íèõ çîí 
íà ïðóæíèé îá’ºì – íåâ³äîìèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü â³äïîâ³äí³ óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê [8]. Ïîçíà÷èìî äîâæèíó 
ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ áëèæí³õ âåðøèí òð³ùèí ÷åðåç p , à ¿õ ðåàêö³þ â³äïî-

â³äíî ÷åðåç (1)N  òà (1)M . Àíàëîã³÷í³ âåëè÷èíè á³ëÿ äàëüí³õ âåðøèí ïîçíà-

÷èìî ÷åðåç p , (2)N  òà (2)M . 
Òàêèì ÷èíîì, ó ðàìêàõ ïðèéíÿòîãî àíàëîãà cδ -ìîäåë³ ïðóæíîïëàñòè÷-

íó çàäà÷ó ïðî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó îáîëîíêè ç òð³ùèíàìè çàäàíî¿ äîâæèíè 
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02  çâåäåíî äî çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó òàêî¿ æ îáîëîíêè ç ô³êòèâíè-

ìè òð³ùèíàìè íåâ³äîìî¿ äîâæèíè 1 02 2 p
p= + +    . Íà áåðåãàõ, íàïðè-

êëàä, ïðàâî¿ ô³êòèâíî¿ òð³ùèíè ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü óìîâè 

 2 2 1( , 0) ( , 0) ( )N N f+ −α + = α − = α , 

 2 2 2( , 0) ( , 0) ( )M M f+ −α + = α − = α , (1) 
äå 

 

(1) 0
2 d p d

(1) 0
1 2 2 d d 0

(2) 0
2 d 0 d 1

, ,

( ) , 2 ,

, 2 ;

N N

f N N

N N

 − α − α ≤ α ≤ α


α = − α ≤ α ≤ α + α
 − α + α ≤ α ≤ α + α

 

 

(1) 0
2 d p d

(1) 0
2 2 2 d d 0

(2) 0
2 d 0 d 1

, ,

( ) , 2 ,

, 2 .

M M

f M M

M M

 − α − α ≤ α ≤ α


α = − α ≤ α ≤ α + α
 − α + α ≤ α ≤ α + α

 

Òóò (1) (1)
2 2,N M  – çóñèëëÿ ³ ìîìåíò, ïðèêëàäåí³ äî áåðåã³â ðåàëüíî¿ òð³ùèíè; 

0 0
2 2,N M  – ö³ æ ïàðàìåòðè íà ë³í³¿ òð³ùèíè â ñóö³ëüí³é îáîëîíö³, çóìîâëåí³ 

çîâí³øí³ì íàâàíòàæåííÿì; d d p p 0 0 1 1/ ; / ; / ; /   R R R Rα = α = α = α =    ; 

R  – ðàä³óñ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè. 
 Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íåîäíîð³äíèõ çà òîâùèíîþ îáîëîíîê ç òð³-
ùèíàìè. Â íåîäíîð³äíèõ çà òîâùèíîþ îáîëîíêàõ ìîäóëü ïðóæíîñò³ òà êî-
åô³ö³ºíò Ïóàññîíà º ôóíêö³ÿìè íîðìàëüíî¿ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ êîîðäè-
íàòè γ : 

 ( ),           ( )E E= γ ν = ν γ . (2)  

Çàëåæíîñò³ (2) òàê³, ùî õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó îáîëîíêè çàäîâîëüíÿþòü 
óçàãàëüíåíèé çàêîí Ãóêà òà ñïðàâäæóºòüñÿ ã³ïîòåçà íåäåôîðìîâàíèõ íîð-
ìàëüíèõ åëåìåíò³â [1]. Ñèñòåìó êëþ÷îâèõ ð³âíÿíü äëÿ òàêî¿ îáîëîíêè ç ïî-
çäîâæí³ìè òð³ùèíàìè ïðè çàäàíèõ îáìåæåííÿõ íà íàâàíòàæåííÿ ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿä³ [6] 

 ,               , 1,2,3ij i iL u q i j= = . (3)  

Òóò iu  – êîìïîíåíòè ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè 

 
2 2 2

11
11 11 66 12 21 11 662 2

,      
K

L C C L L C C
R

∂ ∂ ∂ = + = = − +  ∂α∂β ∂α ∂β
, 

 
3 3

11
13 31 12 3 2

K
L L C

R
∂ ∂ ∂ = = − + ∂α  ∂β ∂α∂β

, 

 
2 2

22 11 11 11 66 66 662 2
1 1 1 42 2L C K D C K D
R R R R

∂ ∂      = + − + + +            ∂β ∂α
, 

 
3

11 12 66
23 32 11 11 2

41K D D
L L C K

R R R
+∂ ∂   = = + − + −    ∂β  ∂α ∂β

 

 
3

11
11 3

1 D
K

R R
∂ − + 

  ∂β
, 

 
2 2 2 2

2 2 2
33 11 12 11 112 2 2 2 2

2 1 ,       L C K K D
R R

∂ ∂ ∂ ∂ = − + + ∇ ∇ ∇ = + 
 ∂α ∂β ∂α ∂β

, 

 0 0
1 12 22 12 22q R C K∂= ε +

∂α
( )æ , 
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 0 0
2 12 12 22 11 11 22( ) ( )q R RC K RK D∂= + ε + +

∂β
æ , 

 
2 2

0 0 0 0 0 0
3 11 22 11 22 12 22 12 22 11 22 11 222 2

q R C K K D K D∂ ∂= ε + − ε + − ε +
∂α ∂β

( ) ( ) ( )æ æ æ , 

 0 0
22 2 22 2

1 1( ) ( ),              ( ) ( )u
R R

ε = α δ β = − θ α δ β[ ] [ ]æ , 

 2( ) ,      ( ) ,      ( )
h h h

ij ij ij ij ij ij
h h h

C B d K B d D B d
− − −

= γ γ = γ γ γ = γ γ γ∫ ∫ ∫ , 

 11 12 11 662
( ) ,         ( ) ,           ( )

2(1 )1
E EB B B Bγ = γ = ν γ =

+ ν− ν
, (4) 

2 2( ) ,  ( )u α θ α[ ] [ ]  – ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ³ êóòà ïîâîðîòó, â³äì³íí³ â³ä íóëÿ íà 
â³äð³çêàõ, ùî â³äïîâ³äàþòü ô³êòèâíèì òð³ùèíàì, ³ òîòîæíî äîð³âíþþòü íó-
ëåâ³ ïîçà íèìè. 

Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), à òàêîæ òîé ôàêò, ùî ôóíêö³¿ ïåðåì³-
ùåíü ( , ),  1,2, 3iu iα β = , ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç òð³ùèíó ìàþòü ñòðèáêè, à ôóíê-
ö³¿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â íåïåðåðâí³, çàïèøåìî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ çáó-
ðåíîãî íîðìàëüíîãî çóñèëëÿ 2N  ³ çãèííîãî ìîìåíòó 2M  ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ 
îáîëîíêè 

 12 1 11 2
2 11 11

1 1C u K u
N C C

R R R R
∂ ∂  = + + + +  ∂α ∂β  

 

 
2 2

011
12 11 3 11 222 2

1 1 K
K K u C

R R R
∂ ∂   + + − + ε      ∂α ∂β

, 

 12 1 11 2
2 11 11

1 1K u D u
M K K

R R R R
∂ ∂  = + + + +  ∂α ∂β  

 

 
2 2

0
12 11 3 11 222 2 2

1 1D D u d
R R

∂ ∂ + + − ε  ∂α ∂β
. (5) 

²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ çàäà÷³. Ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü (3) îïåðàòîðíèì ìåòîäîì [7] ³ âðàõîâóþ÷è (4), äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðå-
ì³ùåíü iu  îòðèìóºìî ôîðìóëè 

 2 2 ,           1,2,3i i iu L P i= ϕ + ψ = , (6) 

äå ,i iL P  – äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè, íå âèùå ñüîìîãî ïîðÿäêó [7], à 

ôóíêö³¿ 2 2( , ),  ( , )ϕ α β ψ α β  çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 

 0 0
2 22 2 22,             D Dϕ = ε ψ = æ , (7) 

 
2 2

0 2 2
11 66 66 11 66 11 662 2

1

4 ( ) ( )RD D C K C K RC C K
d

∂ ∂ = + − ∇ ∇ + −  ∂α ∂α
, 

 0 2 2 2 2
1 11 66 ,                 d C K D= − = ∇ ∇ ∇ ∇ . 

Íà îñíîâ³ ïîáóäîâàíîãî ç äîïîìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º 
ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü (7) [6], îïåðàö³¿ çãîðòêè òà ôîðìóë (5), 
(6) çàïèøåìî ³íòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ íîðìàëüíîãî çóñèëëÿ 2N  òà çãèí-

íîãî ìîìåíòó 2M , ïåðåí³ñøè ïî÷àòîê êîîðäèíàò ó öåíòð ïðàâî¿ ô³êòèâíî¿ 
òð³ùèíè: 

 
1

1

2

1

( ) ( ) ( , ) ,             1,2ij
i j ij

j

a
F K d i

α
∗ ∗

= −α

 µ η = ξ + ξ η ξ =  ξ − η∑ ∫ , (8)  
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äå 

 1 2 2 22 2 2
11 11

4 4( ) ( ),         ( ) ( )
(1 ) (1 )T T

N M
C Ra C

∗ ∗π πµ η = η µ η = η
− µ σ − µ σ

, 

 2
1 2 2 2

1( ) ( ) ,            ( ) ( )d dF u F a
R du du

ξ = ξ ξ = θ ξ[ ] [ ] , 

 2 2
c c d 1 1 1,        ,          3 2aη = α − α α = α + α = − η − η , 

 2 3 2
11 12 21 22

1 1 1,    (11 13 ),    (3 2 )
2 16 2

a a a c a= = = − ν + ν + ν = − ν − ν , 

 c
c

( , ) ( ) ( 2 )
2
ij

ij ij ij

a
K K K∗ ξ η = + ξ − η + ξ + η + α

η − α
, 

 
2

2 12 12
12 2 21 21

,        ,       
3 1

C Dhc
C DR

= µ = η =
− ν

, 

ÿäðà ( )ijK z  – ðåãóëÿðí³ â îáëàñò³ 1 1,ξ ∈ − α α[ ]  [4]; 2h  – òîâùèíà îáîëîíêè. 

Çàäîâîëüíèâøè òåïåð ãðàíè÷í³ óìîâè (1) íà áåðåãàõ îáîõ òð³ùèí, ³ 
âðàõóâàâøè ïîäàííÿ (8) ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî ñèñòåìó 
äâîõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 
12

1 1 1 1
1 1

( ) ( , ) ( ),    1,    1,2ij
j ij i

j

a
F t K t s dt f s s i

t s
∗ ∗

= −

 + α α α = α < =  −∑ ∫ , (9) 

äå 

 c
1 12

111

4( )
(1 ) T

s
f s f

C
∗ + απ  =  α − µ σ

, 

 c
2 22 2

1 1 111

4( ) ,       ,        
(1 ) T

s
f s f s t

Ra C
∗ + α η ξπ  = = = α α α − µ σ

, 

Tσ  – ³íòåãðàëüíà õàðàêòåðèñòèêà ïîðîãó òåêó÷îñò³ íåîäíîð³äíîãî çà òîâ-
ùèíîþ ìàòåð³àëó. 

Ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü (9) ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè 
óìîâè 

 
1

1

( ) 0,           1,2jF t dt j
−

= =∫ , (10) 

ÿê³ çàáåçïå÷óþòü íåïåðåðâí³ñòü ïåðåì³ùåííÿ 2u  òà êóòà ïîâîðîòó 2θ  ó 
âåðøèíàõ òð³ùèí ³ âèïëèâàþòü ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4). 

Çã³äíî ç ïðèéíÿòîþ ìîäåëëþ â ñèñòåì³ ð³âíÿíü (9) íåâ³äîìèìè º ãðàíèö³ 

³íòåãðóâàííÿ 1α  (íåâ³äîì³ ðîçì³ðè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é p  òà p ), à òà-

êîæ çóñèëëÿ (1) (2),N N  ³ ìîìåíòè (1) (2),M M , ùî â³äïîâ³äàþòü ðåàêö³¿ ïëàñ-
òè÷íèõ çîí íà ïðóæíèé îá’ºì ³ çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó ïëàñòè÷íîñò³, 
íàïðèêëàä, óìîâó Òðåñêà ó âèãëÿä³ óìîâè ïëàñòè÷íîãî ïîâåðõíåâîãî øàðó 

 
( ) ( )

2
3 1,             1,2

2 2

i i

T T

N M i
h h

+ = =
σ σ

, (11)  

àáî óìîâè ïëàñòè÷íîãî øàðí³ðó [8] 

 
( )2( )

2
1,             1,2

2

ii

T T

MN i
h h

  + = = σ  σ
. (12) 

Óìîâè (11), (12) âèêîðèñòîâóºìî äëÿ âèçíà÷åííÿ äîâæèíè ïëàñòè÷íèõ 

çîí p  òà p . Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ çóñèëü ³ ìîìåíò³â ( ) ( ),i iN M , 

1, 2i = , çàñòîñóºìî óìîâó îáìåæåíîñò³ íàïðóæåíü á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí. Äëÿ 
öüîãî äîñòàòíüî, ùîá â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ çóñèëü ³ ìîìåíò³â 
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äîð³âíþâàëè íóëåâ³: 

 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0N N M MK K K K= − = = − =    . (13) 

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí íåîäíîð³äíî¿ 
çà òîâùèíîþ îáîëîíêè ç äâîìà ïîçäîâæí³ìè òð³ùèíàìè çàâäîâæêè 1  çâî-
äèòüñÿ äî ñóì³ñíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (9), óìîâ 
(10), óìîâ ïëàñòè÷íîñò³ (11) àáî (12) òà óìîâ îáìåæåíîñò³ íàïðóæåíü (13). 
Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (9) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ³íòåðïîëÿö³éíèõ ïîë³íîì³â 
Ëàãðàíæà çà ÷åáèøåâñüêèìè âóçëàìè òà øóêàòè éîãî ÷èñåëüíî îäíèì ³ç âà-
ð³àíò³â ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð [2]. Ó çâ’ÿçêó ç öèì çàóâàæèìî: ôóíê-

ö³¿ ( )if s∗ , ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ìàþòü 
ðîçðèâè â òî÷êàõ, ùî â³äïîâ³äàþòü âåðøèíàì ðåàëüíèõ òð³ùèí. Ïîð³âíÿííÿ 
àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó êàíîí³÷íèõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (ðå-
ãóëÿðíà ÷àñòèíà ÿäåð äîð³âíþº íóëåâ³) ç ðîçðèâíîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ³ â³ä-
ïîâ³äíîãî ðîçâ’ÿçêó, îòðèìàíîãî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð, ïîêàçàëî, 
ùî âèêîðèñòàííÿ ïðÿìîãî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó áåçïîñåðåäíüî äî ñèñòåì òèïó 
(9) ïðèâîäèòü äî çíà÷íèõ ïîõèáîê ðîçâ’ÿçêó â òî÷êàõ ðîçðèâó, äå éîãî ïî-
âåä³íêà º íàéá³ëüø ö³êàâîþ. Òîìó ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (9) ïîäàìî ó âèãëÿä³ [4] 

 ( ) ( ) ( ),           1,2j j jF t h t t j= + ψ = . (14)  

Òóò ( )jh t  – ðîçâ’ÿçîê êàíîí³÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 
12

1 1

( )
( ),            1,           1,2j

ij i
j

h t
a dt f s s i

t s
∗

= −

= ≤ =
−∑ ∫ , (15) 

ÿêèé çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 
1

1

( ) 0ih t dt
−

=∫ . (16) 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (15) îòðèìàºìî íà îñíîâ³ îáåðíåííÿ ³íòåãðàëà Êîø³, 
ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëîþ 

 
2

2 21 ( ) 1 1
b

b a
a

d t v v b a
t

− τ τ = − + − − − +
τ −∫  

 2 sin ( ) / 2 sin ( ) / 2
1 ln

sin ( ) / 2 sin ( ) / 2
a b

b a

v v v v
t

v v v v

+ − + −  + − 
( ) ( )
( ) ( )

, 

 arccos ,      arccos ,      arccosa bv t v a v b= = = . 

Ï³ñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (15) çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 
2

0

2 2
1

1( ) ( ) ,          1,2
1

j
i i i j

j

h t D t D Z t i
t =

 = π − =  ∆π −
∑ , (17) 

äå 0 0 0 ( ) ( )
2 2, ,          ( , ),       1,2i j i j j

i R i RD F N M D F N M j= = =( ) , 

 1 2 11 22 12 21 22 112
( , ) ,    ,    ,    

2
i
R i i

T T

X kF X Y b b Y b a b a b a
h h

∗
= + = = − =

σ σ
, 

 2 2
11 22 12

1( ) ( 1) 1 ( ),      
2

j j
j jZ t v t q t L t a a a∗= + − − − ∆ = − , 

 
2

2

1 ( 1) 1
( ) ln ,          

21 ( 1) 1

j
j ij

j
j i

t q t hL t k
Rct q t

∗− − τ − −
= =

− − τ + −

( )

( )
, 

 
p

1 p2 1
1 2

1 1
1 ,    arccos ,     ,     i j jq v∗ α − α α − α

= − τ = τ τ = τ =
α α

. 



151 

Ï³äñòàâèâøè ïîäàííÿ (14) ó ñèñòåìó (9) ³ âðàõóâàâøè (15), (16), îòðè-
ìàºìî ñèñòåìó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó (9) äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ ôóíêö³é ( )j tψ . Â îòðèìàí³é ñèñòåì³ ïðàâ³ ÷àñòèíè – íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ 

ig , ÿê³ ç óðàõóâàííÿì (17) ìàþòü âèãëÿä 

 
0

0 ( )

1

( ) ( ) ( )
P

p
i i p i

p

g s g s G g s
=

= + ∑ , (18) 

 
(1) (1) (2) (2)

0 1 2 3 42 2
4,     ,     ,     ,     

2 2
N M N MP G G k G G k

h hh h
∗ ∗= = = = = , 

 
2

0 0 0 1
2

1

( ),        i j ij
j

g k D s k
=

α
= π = −

π ∆
∑ G , 

 
2

( ) (1)

1

( ),          1,2p
i pj ij

j

g k b s p
=

= − π =∑ G , 

 
2

( ) (2)
2,

1

( ),       3,4p
i p j ij

j

g k b s p−
=

= − π =∑ G , 

 0
1 1

0

( ) ( cos , ) cosij ijs K v s v dv
π

∗= α α∫G , 

 ( )
1 1

0

( ) ( , ) ( ) ,       1,2n
ij ij ns K t s Z t dt n

π
∗= α α =∫G . 

Â³äïîâ³äíî äî (18) ôóíêö³¿ ( )j tψ  øóêàºìî ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ 

 
4

0 ( )

1

( ) ( ) ( )p
j j p j

p

t t G t
=

ψ = ψ + ψ∑ . 

Êîæíà ïàðà ( ) , 1,2p
j jψ = , º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè òèïó (9) ç ïðàâîþ ÷àñ-

òèíîþ p
jg  ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 
1

( )

1

( ) 0,     0,1 , 4p
j t dt p

−

ψ = =∫  . 

Ðîçâ’ÿçîê ( )p
jψ  áóäóºìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð, 

îïèñàíîãî â [2]. Ïðî³íòåãðóâàâøè ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè (9), ðîçêðèòòÿ áåðåã³â 
òð³ùèíè â äîâ³ëüí³é ¿¿ òî÷ö³ ÷åðåç â³äîì³ âåëè÷èíè ñòðèáê³â óçàãàëüíåíèõ 
ïåðåì³ùåíü çíàõîäèìî çà ôîðìóëîþ 
 ( , ) ( ) ( ) ,       1,       t v t t t hδ γ = + γ θ ≤ γ ≤[ ] [ ] . 

×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî íåñê³í÷åííó öèë³íäðè÷íó 
îáîëîíêó, âèãîòîâëåíó ç ÔÃÌ, çîâí³øíÿ ïîâåðõíÿ ÿêî¿ âèãîòîâëåíà ç 
àëþì³í³þ ( ext 70E = ÃÏà), à âíóòð³øíÿ – ç ãåðìàí³þ ( int 151E = ÃÏà). Çà òîâ-

ùèíîþ ìîäóëü ïðóæíîñò³ ( )E γ  çì³íþºòüñÿ çà çàêîíîì [13] 

 ext int int
1( ) ( ) ,      ,       
2 2

m

E E Å V Å V
h
γ γ = − + = ξ + ξ = 

 
, (19) 

à êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ( ) constν γ = . 
×èñëîâèé àíàë³ç ïðîâåäåíî äëÿ îáîëîíêè, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ä³ºþ 

âíóòð³øíüîãî òèñêó ³íòåíñèâíîñò³ 0 0
2 2,  , 0p N Rp M= =  çà òàêèõ çíà÷åíü ïà-

ðàìåòð³â: 0 0 d/ 0.01;  0.3;   / 0.2;   / 1h R R= ν = = =   . 

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ âåðøèí òð³ùèí 
∗δ =  

int 0( ,0) /( )Tt E= δ σ  â³ä â³äíîñíî¿ ³íòåíñèâíîñò³ âíóòð³øíüîãî òèñêó 0n =  
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/(2 )TRp h= σ . Ñóö³ëüíà ë³í³ÿ â³äïîâ³äàº áëèæí³ì âåðøèíàì ( 1t = τ ), à 

øòðèõîâà – äàëüí³ì 2( )t = τ . Ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè âèçíà÷àëè íà ñåðåäèíí³é 
ïîâåðõí³ îáîëîíêè ( 0)γ = . ×èñëîâèé àíàë³ç ïîêàçàâ, ùî íà çîâí³øí³é 

ïîâåðõí³ ( )hγ =  âîíî á³ëüøå â ñåðåäíüîìó íà 8%, à íà âíóòð³øí³é ( )hγ = −  
– ìåíøå íà 3%. Ïðè öüîìó ÿê³ñíà êàðòèíà òàêà æ, ÿê íà ðèñ. 1. 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³äíîñíèõ äîâæèí ïëàñòè÷íèõ çîí i∗  

á³ëÿ áëèæí³õ, 1
0 0 p/( )∗ = +    , ³ äàëüí³õ, 2 p

0 0/( )∗ = +    , âåðøèí òð³-

ùèí â³ä 0n . Ñóö³ëüíà ë³í³ÿ â³äïîâ³äàº 1
p
∗ , à øòðèõîâà – 2

p
∗ . 

Çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî ðîçêðèòòÿ âåðøèí òð³ùèí ∗δ  â³ä â³äíîñíî¿ â³ä-

äàë³ ì³æ íèìè 0 d 0/ρ =    äëÿ =0 0.3n  ³ =0 0.5n  ïîêàçàíî íà ðèñ. 3. 

Ñóö³ëüí³ ë³í³¿ â³äïîâ³äàþòü áëèæí³ì âåðøèíàì, à øòðèõîâ³ – äàëüí³ì. 
Âçàºìîä³ÿ òð³ùèí ïîì³òíà äëÿ 0 1.1ρ < . Íà â³äì³íó â³ä îäíîð³äíèõ îáîëîíîê 

[4], çìåíøåííÿ ðîçêðèòòÿ áëèæí³õ âåðøèí òð³ùèí íà ïî÷àòêó ¿õ âçàºìîä³¿ 
ìàéæå â³äñóòíº. Ðîçêðèòòÿ òð³ùèí ³ äîâæèíè ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ ¿õ 
âåðøèí âèçíà÷àëè çà âèêîíàííÿ óìîâ ïëàñòè÷íîñò³ (11) àáî (12). Â îáîõ 
âèïàäêàõ ðåçóëüòàòè â³äð³çíÿëèñü íå á³ëüøå í³æ íà 4%. Äîñë³äæåííÿ 
ïðîâîäèëè äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü m  ó ïîäàíí³ (19). Ð³çíèöÿ ì³æ ðåçóëüòàòàìè 

1m =  òà 2m =  íå á³ëüøå 12%. Ç ðîñòîì m  òàêà ð³çíèöÿ çìåíøóºòüñÿ. 
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 Рис. 1 Рис. 2 Рис. 3 

Âèñíîâîê. ßêùî çà êðèòåð³é ðóéíóâàííÿ âèáðàòè êðèòåð³é êðèòè÷íîãî 
ðîçêðèòòÿ âåðøèíè òð³ùèíè, òî ðóéíóâàííÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ÔÃÌ 
ïî÷íåòüñÿ á³ëÿ áëèæí³õ âåðøèí. Çàêîí ðîçïîä³ëó ìîäóëÿ ïðóæíîñò³ ( )E γ  çà 
òîâùèíîþ îáîëîíêè ìàëî âïëèâàº íà ¿¿ ãðàíè÷íèé ñòàí íà â³äì³íó â³ä â³äíî-
øåííÿ éîãî ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ext int/E E . Âèá³ð óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ (11) àáî 
(12) ïðàêòè÷íî íå âïëèâàº íà ðîçêðèòòÿ òð³ùèí ³ ðîçì³ðè ïëàñòè÷íèõ çîí 
á³ëÿ ¿õ âåðøèí. 
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ИНТЕГРАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ НЕОДНОРОДНОЙ ПО ТОЛЩИНЕ 
УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ С ТРЕЩИНАМИ 
 
Çàäà÷à î íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè è ïðåäåëüíîì ðàâíîâåñèè íåîäíîðîäíîé ïî òîë-
ùèíå óïðóãîïëàñòè÷åñêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ äâóìÿ ñêâîçíûìè òðåùèíà-
ìè, ðàñïîëîæåííûìè âäîëü îáðàçóþùåé, ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì, ó÷èòûâàþùèé ñîâìåñòíîå ðåøåíèå ïîëó÷åííîé ñèñòåìû ñ óñëîâèÿìè îãðà-
íè÷åííîñòè íàïðÿæåíèé îêîëî òðåùèí è óñëîâèÿìè ïëàñòè÷íîñòè òîíêèõ îáî-
ëî÷åê. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíà îáîëî÷êà, èçãîòîâëåííàÿ èç ôóíêöèîíàëüíî 
ãðàäèåíòíîãî ìàòåðèàëà. 
 
INTEGRAL EQUATIONS OF THICKNESS-INHOMOGENEOUS 
ELASTICO-PLASTIC CYLINDRICAL SHELL WITH CRACKS  
 
A problem on the stress state and limit equilibrium of thickness-inhomogeneous elastico-
plastic cylindrical shell with two through cracks, located along the generatrix, has been 
reduced to a system of singular integral equations with unknown limits of integration. 
An algorithm that expects solution of the system obtained together with both conditions 
of the stress boundedness near a crack and conditions of thin shell plasticity has been 
proposed. As an example we have considered a shell made of functionally gradient 
material. 
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