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ÓÄÊ 539.3 
 
Р. М. Кушнір, А. В. Ясінський 
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ НЕОДНОРІДНОГО 
ЦИЛІНДРА ЗА НЕПОВНОЇ ІНФОРМАЦІЇ ПРО ТЕПЛОВЕ НАВАНТАЖЕННЯ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè îäí³º¿ 
ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü íåîäíîð³äíîãî öèë³íäðà, éîãî òåïëîâîãî ³ òåðìîíà-
ïðóæåíîãî ñòàí³â çà òåìïåðàòóðîþ ³ äåôîðìàö³ÿìè ³íøî¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõ-
í³. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó òà ÷èñëîâèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåí-
òèô³êàö³¿. 

 
 Ä³àãíîñòèêó òà êîíòðîëü òåïëîâîãî ³ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàí³â äåòàëåé 
ïðàöþþ÷îãî òåïëîåíåðãîîáëàäíàííÿ ÷åðåç îáìåæåííÿ äîñòóïó äî ¿õ ãðàíè÷-
íî¿ ïîâåðõí³ ÷àñòî äîâîäèòüñÿ çä³éñíþâàòè çà óìîâ íåïîâíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî 
òåïëîâå íàâàíòàæåííÿ [9, 10], ùî çóìîâëþº íåäîîçíà÷åí³ñòü â³äïîâ³äíèõ çà-
äà÷ òåïëîïðîâ³äíîñò³ òà òåðìîïðóæíîñò³. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêèõ çàäà÷ íå-
îáõ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè äîäàòêîâó ³íôîðìàö³þ. ßêùî âèõ³äíó çàäà÷ó äîîç-
íà÷èòè ³íôîðìàö³ºþ ïðî ïîâåä³íêó ïàðàìåòð³â òåïëîâîãî ïðîöåñó (òåìïåðà-
òóðè, òåïëîâîãî ïîòîêó) â äåÿêèõ òî÷êàõ äåòàë³, òî çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿ 
òåïëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ìîæíà çâåñòè äî îáåðíåíèõ çàäà÷ òåïëîïðîâ³äíîñ-
ò³, ÿê³ º íåêîðåêòíèìè ³ ðîçâ’ÿçàííÿ ÿêèõ ïåðåäáà÷àº ïîáóäîâó ðåãóëÿðèçó-
þ÷èõ àëãîðèòì³â [9, 13]. ßêùî æ âèõ³äíó çàäà÷ó äîîçíà÷èòè ³íôîðìàö³ºþ 
ïðî ïîâåä³íêó ïàðàìåòð³â ìåõàí³÷íîãî ïðîöåñó (ïåðåì³ùåíü, äåôîðìàö³é, 
íàïðóæåíü), òî â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî îáåðíåíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³ [1, 
2, 8, 11, 12]. 
 Ó ö³é ñòàòò³ äîñë³äæåíî îáåðíåíó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêî¿ çâî-
äèòüñÿ çàäà÷à ³äåíòèô³êàö³¿ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè îäí³º¿ ç ãðà-
íè÷íèõ ïîâåðõîíü íåïåðåðâíî íåîäíîð³äíîãî çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ 
öèë³íäðà, éîãî òåïëîâîãî ³ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàí³â, êîëè äîäàòêîâî â³äîìà 
ïîâåä³íêà äåôîðìàö³é ³íøî¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. Âïëèâ íåîäíîð³äíîñò³ ìàòå-
ð³àëó íà òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí ò³ëà äîñë³äæóâàâñÿ ó ïðàöÿõ [3, 5, 6, 14]. 
 1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî äîâãèé ïîðîæíèñòèé öèë³íäð çà óìîâ 
ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ââàæàºìî, ùî â³äîì³ òåìïåðàòóðè ( ),  1,2it i∗τ = , âíóò-

ð³øíüî¿, 1r R= , ³ çîâí³øíüî¿, 2r R= , ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü, äå iR , 1,2i = , 

– â³äïîâ³äíî âíóòð³øí³é ³ çîâí³øí³é ðàä³óñè öèë³íäðà; ∗τ  – ÷àñ. Íåõàé íà 

ãðàíè÷íèõ ïîâåðõíÿõ ,  1,2ir R i= = , çàäàíî íîðìàëüí³ ñòèñêóþ÷³ íàïðó-

æåííÿ ( ),  1,2iP i∗τ = . Óñ³ òåïëîô³çè÷í³ òà ìåõàí³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòå-
ð³àëó ïðèéìàºìî íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè â³ä êîîðäèíàòè r . Òîä³ òåìïåðà-
òóðíå ïîëå öèë³íäðà ( , )T ρ τ  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³  

 
( , ) ( , )1 ( ) ( ) ( ) ,    ( ,1),    (0, m

T T
c k

∂ ρ τ ∂ ρ τ∂  ρλ ρ = ρ γ ρ ρ ∈ τ ∈ τ ρ ∂ρ ∂ρ ∂τ 
] (1) 

³ êðàéîâ³ óìîâè 

 1( , ) ( )T k tτ = τ , (2) 

 2(1, ) ( )T tτ = τ , (3) 

 ( ,0) ( )T fρ = ρ , (4) 

äå 2r Rρ = / ; 2
2a R∗τ = τ /  – êðèòåð³é Ôóð’º; 0( ) ( )∗λ ρ = λ ρ λ/  – áåçðîçì³ðíèé 

êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³; 0( ) ( )c c c∗ρ = ρ /  – áåçðîçì³ðíà ïèòîìà ìàñîâà 

òåïëîºìí³ñòü; 0( ) ( )∗γ ρ = γ ρ γ/  – áåçðîçì³ðíà ãóñòèíà ìàòåð³àëó; , ,c∗ ∗ ∗λ γ  – 
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â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³, ïèòîìà ìàñîâà òåïëîºìí³ñòü ³ ãóñ-
òèíà ìàòåð³àëó, à 0 0 0, ,cλ γ  – äåÿê³ ñòàë³ çíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí; 

0 0 0( )a c= λ γ/ ; 1 2k R R= / ; ( )f ρ  – ïî÷àòêîâèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè; mτ  – 

ñòàëà. 

 Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ðîçãëÿäóâàíîãî öèë³íäðà îïèñóºòüñÿ [4] 
ð³âíÿííÿì ð³âíîâàãè  

 ,r
r ϕ

∂σ
ρ + σ = σ

∂ρ
 (5) 

ô³çè÷íèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 1 ( )r r z T
E ϕ ∗

∗
ε = σ − ν σ + σ + α[ ] , 

 1 ( )r z T
Eϕ ϕ ∗

∗
ε = σ − ν σ + σ + α[ ] , (6) 

 1 ( )z z r T
E ϕ ∗

∗
ε = σ − ν σ + σ + α[ ] , 

òà ð³âíÿííÿì ñóö³ëüíîñò³ 

 r
ϕ

ϕ

∂ε
ρ + ε = ε

∂ρ
 (7) 

çà óìîâ 0zε =  ³  

 1 2( , ) ( ),      (1, ) ( )r rk P Pσ τ = − τ σ τ = − τ . (8) 

Òóò jσ  òà ,  , ,j j r zε = ϕ , – ä³àãîíàëüí³ êîìïîíåíòè â³äïîâ³äíî òåíçîðà íà-

ïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ó öèë³íäðè÷í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò; ( )E∗ ρ  – ìîäóëü 

Þíãà; ( ), ( )∗ν ρ α ρ  – â³äïîâ³äíî êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà òà ë³í³éíîãî òåìïåðà-
òóðíîãî ðîçøèðåííÿ.  
 Çàäà÷ó (1)–(8) çà â³äîìèõ ôóíêö³é ³ êîåô³ö³ºíò³â, ÿê³ âõîäÿòü ó ð³âíÿí-
íÿ ³ êðàéîâ³ óìîâè, íàçèâàþòü ïðÿìîþ çàäà÷åþ òåðìîïðóæíîñò³. Ñôîðìó-
ëþºìî òåïåð íàñòóïíó çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿. Ïðèïóñòèìî, ùî ç îãëÿäó íà 
çàçíà÷åí³ âèùå ïðè÷èíè çàêîí çì³íè â ÷àñ³ òåìïåðàòóðè ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 

kρ =  íå º â³äîìèì, òîáòî íå º â³äîìîþ ôóíêö³ÿ 1( ),t τ  0, mτ ∈ τ[ ] . Ïîòð³áíî 

âèçíà÷èòè ôóíêö³þ 1( ),  0, mt τ τ ∈ τ[ ] , òåìïåðàòóðíå ïîëå öèë³íäðà, à òàêîæ 

éîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí, ÿêùî äîäàòêîâî â³äîìà ïîâåä³íêà â 
÷àñ³ ñóìàðíèõ äåôîðìàö³¿ r ϕε + ε  ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 1ρ = : 

 (1, ) (1, ) ( ),      0,r mϕε τ + ε τ = ψ τ τ ∈ τ[ ] , (9) 

äå ( )ψ τ  – â³äîìà ôóíêö³ÿ. 

 2. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Çâåäåìî ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó ³äåíòè-
ô³êàö³¿ äî îáåðíåíî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ [1, 2]. Ç ö³ºþ ìåòîþ çàì³íèìî 
óìîâó (2) óìîâîþ (9) ³ ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (1), (3), (4), (9). Âèðàçèìî ñóìàðíó 
äåôîðìàö³þ (1, ) (1, )r ϕε τ + ε τ  ÷åðåç òåìïåðàòóðó ( , )T ρ τ . ²ç ñï³ââ³äíîøåíü (6) 

âèïëèâàº, ùî  

 ( )1 2 2 1
2r T
Gϕ ∗

∗

− νε + ε = σ + + ν α , (10) 

äå ϕσ = σ + σr ; G∗  – ìîäóëü çñóâó. Ñêîðèñòàâøèñü çàïðîïîíîâàíèì ó ðîáî-
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ò³ [3] ìåòîäîì ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ (5)–(8), îòðèìàºìî 

 
2(1 )

( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , )
1 1

k

G
d G T

ρ
∗

∗ ∗ ∗ ∗
+ νσ ρ τ = η ϕ ρ − ϕ η σ η τ η − α ρ τ −

− ν − ν∫ ( )  

 ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

∗

+ ν
− η ϕ − ϕ η σ η τ η + η α η τ η +

− ν − ν− ν∫ ∫
1 12 1

(1) ( ) ( , ) ( , )
1 1(1 )k k

G G
d G T d

G
( )  

 ∗ ∗ ∗
∗ ∗

∗

η  + τ + ϕ η η − τ − τ ϕ ρ  − ν − ν − ν  ∫
1 2

2
1 2 1( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( )

1 1(1 ) k

G G k G
k P d P P

G
, 

äå  

 
1

2
1 1,      ( )

1
k k

G dG d d
d G

ρ
∗

∗ ∗
∗

η  = η ϕ ρ = η − ν η  η∫ ∫ . 

 ßêùî îòðèìàíó ð³âí³ñòü ï³äñòàâèòè ó ôîðìóëó (10), òî óìîâó (9) ìîæíà 
çàïèñàòè òàê:  

 
ψ τ+ ν αη η τ η + α τ = −

− ν α∫
1

1
2

0

( )(1 )
( , ) (1) (1, )

1
k

b G
T d b T

G
 

 
η  − τ + ϕ η η − τ + τ ϕ  − ν α α  ∫

1 2
21 1

1 2 1
00

( ) 1 ( ) ( ) ( ) (1)
1 22 k

b b kG
k p d p p

G
, (11) 

äå 0( ) ( )∗α ρ = α ρ α/  – áåçðîçì³ðíèé êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîç-

øèðåííÿ; 0( ) ( )G G G∗ρ = ρ /  – áåçðîçì³ðíèé ìîäóëü çñóâó; 0 0,Gα  – äåÿê³ ñòà-

ë³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíòà ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ³ ìîäóëÿ 

çñóâó; 0G G G∗= / ; 0G∗ϕ = ϕ ; 0( ) ( ) , 1,2i ip P G iτ = τ =/ ; 

 1 2
1 2 (1) 1 (1)

,      
1 (1) 1 (1)

b b
− ν + ν= =
− ν − ν

. 

 Ïîêëàâøè â óìîâ³ (11) 0τ = , îòðèìàºìî óìîâó ïîãîäæåííÿ ïî÷àòêîâî¿ 
òåìïåðàòóðè, çàäàíèõ ñóìàðíèõ äåôîðìàö³é ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 1ρ =  ³ 
áåçðîçì³ðíèõ òèñê³â óñåðåäèí³ òà çîâí³ öèë³íäðà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó  

 
ψ+ ν αη η η + α = −

− ν α∫
1

1
2

0

(0)(1 )
( ) (1) (1)

1
k

b G
f d b f

G
 

 
η  − + ϕ η η − + ϕ  − ν α α  ∫

1 2
21 1

1 2 1
00

(0) 1 ( ) (0) (0) (1)
1 22 k

b b kG
k p d p p

G
, 

âèêîíàííÿ ÿêî¿ çàáåçïå÷óº íåïåðåðâí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (3), (4), (11). 

 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ (1), (3), (4), (11) ñêîðèñòàºìîñÿ ìåòîäîì ñê³í÷åí-
íèõ ð³çíèöü [7]. Äëÿ öüîãî îáëàñòü íåïåðåðâíî¿ çì³íè àðãóìåíò³â ρ  ³ τ  çàì³-

íèìî äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê – ñ³òêîþ ,  ;  0, ,i jk ih j i Nρ = + τ = = {  , 

0, ,j M=  } , äå ,h   – â³äñòàí³ ì³æ âóçëàìè ñ³òêè, (1 )/ ,  mN k h M= − = τ / . 

Çàì³ñòü ôóíêö³é íåïåðåðâíèõ àðãóìåíò³â ðîçãëÿíåìî ôóíêö³¿ äèñêðåòíèõ 
àðãóìåíò³â. ×àñòèíí³ ïîõ³äí³ ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäê³â çà çì³ííîþ ρ  ó 

ð³âíÿíí³ (1) àïðîêñèìóºìî öåíòðàëüíèìè ð³çíèöÿìè ç òî÷í³ñòþ 2( )O h , à ïî-
õ³äíó çà ÷àñîì – íåñèìåòðè÷íîþ ð³çíèöåþ ç òî÷í³ñòþ ( )O   [7]. Çàïèñàíà íà 
òàê³é äèñêðåòí³é ìíîæèí³ íåÿâíà ð³çíèöåâà ñõåìà êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1), (3), 
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(4), (11) ìàº âèãëÿä 

 1 1
0

0

,
N

j j
i i

i

g T F+ +

=

=∑  

 1 1 1 1
1 1 ,       1 1j j j j

i i i i i i iA T C T B T F i N+ + + +
− +− + − = ≤ ≤ − , 

 1 1,j j
N NT F+ +=  (12) 

äå  

 
+ ν= α
− ν

1
0

1 ( )
( ) ( )

2 1 ( )
b kkhg k G k

kG
, 

 
+ ν ρ

= ρ α ρ ρ ≤ ≤ −
− ν ρ

1 1 ( )
( ) ( ),           1 1

1 ( )
i

i i i i
i

b
g h G i N

G
, 

 
+ ν= α + α
− ν

1
2

1 (1)
(1) (1) (1)

2 1 (1)N

bhg G b
G

, 

 − − + +
   = ρ λ ρ = ρ λ ρ ≤ ≤ −   
   1 2 1 2 1 2 1 22 2

1 1,     ,         1 1i i i i i iA B i N
h h

/ / / / , 

 1 2 1 2 1 2 1 22
1 1( ) ( ) ,    1 1i i i i i i i iC c i N
h

− − + +
     = ρ λ ρ + ρ λ ρ + ρ ρ γ ρ ≤ ≤ −     
     / / / / 

, 

 
1

1 2 11
0 1 0

0 0

( ) (1)
1

2 1 ( ) 2 1 (1)2

j
j j

N

b G k Gkh hF k p
kG

+
+ +ψ = − + ϕ + ϕ +α − ν − ν α

 

 
21

1 11
2 1

01

( )
1 ( ) 2

N
j ji i

i N
ii

G b k
h p p

−
+ +

=

ρ ρ  + ϕ − + ϕ − ν ρ α∑ , 

 + +
+= ρ ρ γ ρ ≤ ≤ − = τ1 1

2 1( ) ( ) ,           1 1,          ( )
j

j ji
i i i i N j

T
F c i N F t


, 

 +
+= ρ τ = ρ ψ = ψ τ0 1
1( , ),      ( ),         ( )j j

i i j i i jT T T f , 

 + +
+ += τ = τ ϕ = ϕ ρ1 1

1 1 1 2 2 1   ( ),  ( ),    ( )j j
j j i ip p p p , 

 − +
   ρ = + − ρ = + + ≤ ≤ −   
   1 2 1 2

1 1,    ,      1 1
2 2i ik h i k h i i N/ / . 

 Àïðîêñèìàö³þ ³íòåãðàëà ó ë³â³é ÷àñòèí³ óìîâè (11) çä³éñíåíî çà ôîðìó-

ëîþ òðàïåö³é ç òî÷í³ñòþ 2( )O h . Çà ö³ºþ æ ôîðìóëîþ çä³éñíþºòüñÿ ³ îá÷èñ-
ëåííÿ ³íòåãðàë³â ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ óìîâè (11). 
 Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (12) çíàõîäèìî ìåòîäîì ïðîãîíêè äëÿ ñêëàäíèõ ñèñ-
òåì [7]. Áåðó÷è äî óâàãè âèãëÿä êîåô³ö³ºíò³â ,  1,2, , 1ig i N= − , ³ âðàõî-

âóþ÷è, ùî ,  1,2, , 1i i iC A B i N> + = − , ìîæíà ïîêàçàòè [7], ùî ó âèïàäêó 
ñèñòåìè (12) àëãîðèòì ìåòîäó ïðîãîíêè äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì º êîðåêòíèé ³ 
ñò³éêèé. 
 Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó (12), çíàõîäèìî òåìïåðàòóðíå ïîëå öèë³íäðà 

,  0,1, , ;  0,1, , j
iT i N j M= =  , çîêðåìà, òåìïåðàòóðó âíóòð³øíüî¿ ãðàíè÷-

íî¿ ïîâåðõí³ 0 ,  0,1, , jT j M=  . Òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí öèë³íäðà, ÿêèé â³ä-

ïîâ³äàº çíàéäåíîìó òåìïåðàòóðíîìó ïîëþ, âèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ñï³â-
â³äíîøåíü (5)–(7) ³ ìåòîäó, ðîçðîáëåíîãî ó ðîáîò³ [3]. 



144 

 3. ×èñëîâà àïðîáàö³ÿ ìåòîäèêè. Ç ìåòîþ àïðîáàö³¿ çàïðîïîíîâàíî¿ ìå-
òîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ðîçãëÿíåìî íåîäíîð³äíèé öè-
ë³íäð [3], êîëè òåïëîô³çè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ìàòåð³àëó º òàêèìè ôóíêö³ÿìè 
â³ä êîîðäèíàòè ρ : 

 λ ρ = ρ − ρ + ρ = ρ − ρ + γ ρ = − ρ + ρ +2 2 2( ) 2 3 2,     ( ) 1.2 1.4,     ( ) 1.6 0.5c , 

 α ρ = ρ − ρ + ρ = ρ − ρ +2 2( ) 0.5 0.4 1,     ( ) 0.6 0.9 1.2G ,  

Çà óìîâ 0 40λ = Âò/(ì ⋅ °Ñ); 0 442.8c = Âò ⋅ c/(êã°Ñ); 3
0 7.9 10γ = ⋅ êã/ì3; 0.3ν = ; 

6
0 12 10−α = ⋅ °Ñ; 0 79.2G = ÃÏà; 

 τ = + −τ − − τ τ = + − − τ1 1 2 2( ) ( ) exp( ) exp( 6 ) ,     ( ) (1) 1 exp( 2 )t f k t f( ) ( )æ æ , 

 τ = τ τ =1 2( ) ( ),          ( ) 0p QH p ,  

äå 1 2,  ,  Qæ æ  – ñòàë³ âåëè÷èíè; τ( )H – ôóíêö³ÿ Ãåâ³ñàéäà, ðîçâ’ÿæåìî ïðÿ-
ìó çàäà÷ó òåðìîïðóæíîñò³ ³ âèçíà÷èìî ïîâåä³íêó â ÷àñ³ â³äíîñíèõ ñóìàð-
íèõ äåôîðìàö³é 0( )r ϕε + ε α/  ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³ 1ρ = . Âèêîðèñòàºìî çíàé-

äåí³ äåôîðìàö³¿ ÿê çàäàí³ â îáåðíåí³é çàäà÷³ ³ âèçíà÷èìî òåìïåðàòóðó ïî-

âåðõí³ kρ =  ÿê ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³ 0 ,  0,1, , jT j M=  . Ïîð³âíþþ÷è 

= 0 ,  0,1, , jT j M , ³ç çàäàíîþ ó ïðÿì³é çàäà÷³ òåìïåðàòóðîþ τ τ∈ τ1( ),  0, mt [ ] , 

îö³íèìî âåëè÷èíó â³äõèëåííÿ 0 ,jT  0,1, , j M=  , â³ä 1( ),  0, mt τ τ ∈ τ[ ] . 

 Ïîâåä³íêó â ÷àñ³ â³äíîñíèõ ñóìàðíèõ äåôîðìàö³é ε τ = ε τ +
α0

1( ) (1, )r(  

ϕ+ ε τ(1, )) , âèçíà÷åíèõ ç ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ ïðè = 0.6k , ρ =( )f  

= 20 °Ñ, 1 300=æ °Ñ, 2 30=æ °Ñ, 10Q = Ìïà, 210h −= = , 1.5mτ = , çîáðà-

æåíî íà ðèñ. 1. Êðèâà 0 ,  0,1, , 150jT j =  , íàâåäåíà íà öüîìó ðèñóíêó, ðîç-

ðàõîâàíà ÿê ðîçâ’ÿçîê îáåðíåíî¿ çàäà÷³, 
ïðè àïðîêñèìàö³¿ äåôîðìàö³é ( )ε τ  êó-
á³÷íèì ñïëàéíîì ç â³äíîñíîþ ïîõèáêîþ 

31.0 10−⋅ . Êðóæå÷êàìè ïîçíà÷åíî ïî-
âåä³íêó çàäàíî¿ ôóíêö³¿ τ τ ∈1( ),  t  

∈ 0, 1.5[ ] . Ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ ïîêà-
çàëè, ùî äëÿ ð³âíîì³ðíîãî ðîçáèòòÿ 
ïðîì³æê³â ρ ∈ , 1k[ ]  ³ τ ∈ 0, 1.5[ ]  ç êðî-

êîì 210h −= =  ìàêñèìàëüíà â³äíîñíà 
âåëè÷èíà â³äõèëåííÿ ðîçâ’ÿçêó îáåðíå-

íî¿ çàäà÷³ 0 ,  0,1, , 150jT j =  , â³ä ôóíê-

ö³¿ τ τ ∈1( ),  0, 1.5t [ ]  íå ïåðåâèùóº 2.5%. Öå ï³äòâåðäæóº ñò³éê³ñòü ðîçâ’ÿçêó 
îáåðíåíî¿ çàäà÷³ äî ìàëèõ ïîõèáîê âõ³äíèõ äàíèõ ³ ñâ³ä÷èòü ïðî çàäîâ³ëüíó 
òî÷í³ñòü, ç ÿêîþ çíàéäåíî öåé ðîçâ’ÿçîê. 
 Âèñíîâîê. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³þ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ 
òåìïåðàòóðè îäí³º¿ ³ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü íåïåðåðâíî íåîäíîð³äíîãî çà 
ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ öèë³íäðà, éîãî òåïëîâîãî ³ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòà-
í³â çà ïîâåä³íêîþ òåìïåðàòóðè ³ äåôîðìàö³é ³íøî¿ ãðàíè÷íî¿ ïîâåðõí³. Çà-
ïðîïîíîâàíà ìåòîäèêà òà ÷èñëîâèé àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ 
òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêî¿ çâåäåíî ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó. Íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿç-
êó ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ ïðîâåäåíî ÷èñëîâó àïðîáàö³þ ìåòîäèêè 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿. 
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Рис. 1 
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Ðîáîòà âèêîíàíà ó ðàìêàõ ñï³ëüíîãî ïðîåêòó ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü 
â÷åíèõ íàóêîâèõ óñòàíîâ ÍÀÍ Óêðà¿íè òà Ñèá³ðñüêîãî â³ää³ëåííÿ ÐÀÍ.  
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ НЕОДНОРОДНОГО ЦИЛИНДРА 
ПРИ НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИИ О ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКЕ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè òåìïåðà-
òóðû îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé íåîäíîðîäíîãî öèëèíäðà, åãî òåïëîâîãî è 
òåðìîíàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèé ïî òåìïåðàòóðå è äåôîðìàöèÿì äðóãîé ãðàíè÷-
íîé ïîâåðõíîñòè. Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà è ÷èñëåííûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è 
èäåíòèôèêàöèè. 
 
INVERSE THERMOELASTICITY PROBLEM FOR INHOMOGENEOUS CYLINDER 
WITH INCOMPLETE INFORMATION ABOUT THERMAL LOADING 
 
The identification problem for the law of time change of surface temperature of inho-
mogeneous cylinder, its thermal and thermal stressed states has been formulated using 
the defined temperature and strain on the other boundary. The method and numerical 
algorithm for solving the identification problem have been proposed. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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