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ПРО ПОСЛІДОВНОСТІ МАКСИМАЛЬНИХ ЧЛЕНІВ ПОХІДНИХ 
ГЕЛЬФОНДА – ЛЕОНТЬЄВА ЦІЛОЇ ФУНКЦІЇ 
 

Äëÿ ô³êñîâàíîãî 0r >  äîñë³äæåíî ïîâåä³íêó ïîñë³äîâíîñò³ ( , )n nr r D fµ( )  ïðè 

n → ∞ , äå nD f  – ïîõ³äíà Ãåëüôîíäà – Ëåîíòüºâà ö³ëî¿ ôóíêö³¿ f  â³äíîñíî 

äîäàòíî¿ ôóíêö³¿  , à ( , )nr D fµ   – ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ñòåïåíåâîãî ðîçâèíåííÿ 

ôóíêö³¿ nD f .  
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 (2) 

íàçèâàºòüñÿ [1, 8] n -þ ïîõ³äíîþ Ãåëüôîíäà – Ëåîíòüºâà. ßêùî ( ) zz e= , 

òîáòî 1/ !k k= , òî ( )( ) ( )n nD f z f z=  – çâè÷àéíà n -à ïîõ³äíà ôóíêö³¿ f . 
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 , òîáòî 1k =  äëÿ âñ³õ 0k ≥ , òî îòðèìóºìî îïåðàòîð 
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( )n k
k n
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D f z f z
∞

+
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= ∑ , ÿêèé âèêîðèñòîâóâàâñÿ â [3]. Ââàæàòèìåìî íàäàë³, ùî f   

– ö³ëà ôóíêö³ÿ. Íàðåøò³, íåõàé ( , ) max : 0n
nr f f r nµ = ≥{ }  – ìàêñèìàëü-

íèé ÷ëåí ðÿäó (1), à ( , ) max : ( , )n
nr f n f r r fν = = µ{ }  – éîãî öåíòðàëüíèé 

³íäåêñ.  

Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º âèâ÷åííÿ ïîâåä³íêè ïîñë³äîâíîñò³ ( , )nr D fµ( )  ïðè 

n → ∞  äëÿ ô³êñîâàíîãî 0r > . Äëÿ öüîãî íàì ïîòð³áíî ñïî÷àòêó âèÿñíèòè, 

çà ÿêèõ óìîâ íà ïîñë³äîâí³ñòü ( )k  ôóíêö³ÿ nD f  º òàêîæ ö³ëîþ. Ïðàâèëüíå 

òàêå òâåðäæåííÿ.  
Òâåðäæåííÿ 1. Äëÿ òîãî ùîá äëÿ êîæíî¿ ö³ëî¿ ôóíêö³¿ f  ïîõ³äíà 

Ãåëüôîíäà – Ëåîíòüºâà nD f  áóëà ö³ëîþ ôóíêö³ºþ, íåîáõ³äíî òà äîñòàò-
íüî, ùîá  

 
1

lim kk
k k→∞ +

< + ∞



. (3) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè 1 1( )n nD f D D f−=   , òî äîñèòü äîâåñòè òâåðä-

æåííÿ 1 äëÿ 1n = . Çà óìîâîþ (3) äëÿ ðàä³óñà 1R D f[ ]  çá³æíîñò³ ðÿäó (2) ç 

1n =  ìàºìî  
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òîáòî 1D f  – ö³ëà ôóíêö³ÿ. Äîñòàòí³ñòü óìîâè (3) äîâåäåíî.  

Äîâåäåìî ¿¿ íåîáõ³äí³ñòü. Ïðèïóñòèìî, ùî 
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òîáòî 1D f  íå º ö³ëîþ ôóíêö³ºþ. Òâåðäæåííÿ 1 äîâåäåíî. ◊ 
Ââàæàºìî íàäàë³ óìîâó (3) âèêîíàíîþ. Íà çâ’ÿçîê ì³æ ïîñë³äîâíîñòÿìè 
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1

1

1 1
( , ) 1 ( , )

( , ) ( , ) 1

( , )

( , )

n n

n n

n n
r D f r D f

n n
r D f r D f

r r D f

r r D f

+

+

+ +
ν − ν

ν ν +

µ
≤ ≤

µ
 

 





 

 
. (4) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çà îçíà÷åííÿì ìàºìî  
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. 

Ç öèõ íåð³âíîñòåé âèïëèâàþòü íåð³âíîñò³ (4). Òâåðäæåííÿ 2 äîâåäåíî. ◊ 
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Ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî, ÿêùî =0 0 , òî ν ≥( , ) 1nr D f  ³  
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r D f r D f f r k 



 (5) 

äëÿ âñ³õ ≥ 0r  ³ ≥ 1n . Ð³âí³ñòü (5) ìîæå áóòè ïðàâèëüíîþ ³ ó âèïàäêó, êîëè 
>0 0  (íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñò³, ìîæåìî ââàæàòè, ùî =0 1 ), àëå çà 

äîäàòêîâèõ óìîâ íà ôóíêö³¿ f  òà  . Íàïðèêëàä, ÿêùî ïîçíà÷èìî  
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( )
( )

n

n

f
q


æ
æ

 äëÿ âñ³õ ≥ 1n , òî ð³â-

í³ñòü (5) ïðàâèëüíà äëÿ âñ³õ ≥ 1n  ³ âñ³õ >
1

q
r


.  

Ñïðàâä³, äëÿ >
1

q
r


 ìàºìî  

  11
1

1 1
( , ) max : 1n k nk

k n n
k n n n

f
r D f f r k f r q +

+ +
+ + +

 µ = ≥ ≥ > ≥ 
 

 
  

 

 +

+
≥ = = 01

1

( )
( )

n nn
n

n n n n

f ff
f


   

æ
æ

, 

òîáòî  0  
( , ) max , ( , ) ( , )n n n

n
n

r D f f r D f r D f
 µ = µ = µ 
   



 ³ ν ≥( , ) 1nr D f .  

Íàñòóïíà òåîðåìà âêàçóº íà ïîâåä³íêó ïîñë³äîâíîñòåé ν +( , )nr D f n( )  ³ 

µ( , )n nr r D f( )  ïðè → ∞n  äëÿ ô³êñîâàíîãî r .  

Òåîðåìà 1. Íåõàé =0 1  ³ ïîñë³äîâí³ñòü ( )n ( )æ  íåñïàäíà, 
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(³) ïîñë³äîâí³ñòü ν +( , )nr D f n( )  íåñïàäíà ³ ïðÿìóº äî +∞  ïðè → +∞n ;  

(³³) çà óìîâè ≤1 1  ïîñë³äîâí³ñòü µ( , )n nr r D f( )  º íåñïàäíîþ, à ÿêùî 

<1 1 , òî ( , ) ,  n nr r D f nµ ↑ +∞ → ∞ ,  ³  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Çà òâåðäæåííÿì 3 ν ≥( , ) 1nr D f . Òîìó ç (4) âèïëèâàº, 

ùî 1( , ) 1 ( , )
( ) ( )n nr D f r D f+ν − ν

≤
 

 æ æ  ³ ç îãëÿäó íà íåñïàäàííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )n ( )æ  

ìàºìî +ν − ≤ ν 
1( , ) 1 ( , )n nr D f r D f , òîáòî ïîñë³äîâí³ñòü ν +( , )nr D f n( )  íåñïàäíà 

³ ïðÿìóº äî +∞  ïðè → +∞n .  
ßêùî æ ≤1 1 , òî >0 ( ) 1æ  ³ ç (4) âèïëèâàº íåñïàäàííÿ ïîñë³äîâíîñò³ 

µ( , )n nr r D f( ) , à ÿêùî <1 1 , òî >0 ( ) 1æ  ³ öÿ ïîñë³äîâí³ñòü º çðîñòàþ÷îþ 

äî +∞  ïðè → +∞n . Á³ëüøå òîãî, µ ≥
1

1( , )n n
n

r r D f 
, çâ³äêè âèïëèâàº íåð³â-

í³ñòü (6). Òåîðåìó 1 äîâåäåíî. ◊ 
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî =0 0 . Òîä³ ν ≥( , ) 1nr D f  äëÿ êîæíîãî ≥ 0r  ³, 

ÿêùî ïîñë³äîâí³ñòü ( )n ( )æ  íåñïàäíà, òî ç (4), ÿê âèùå, âèïëèâàº íåð³âí³ñòü 
+ν ≤ ν +1( , ) ( , ) 1n nr D f r D f  , òîáòî ïîñë³äîâí³ñòü ν +( , )nr D f n( )  íåñïàäíà ³ ïðÿ-

ìóº äî +∞  ïðè → +∞n , ÿêå á íå áóëî ≥ 0r .  

Çàóâàæèìî, ùî îö³íêà +ν ≤ ν +1( , ) ( , ) 1n nr D f r D f   íåïîêðàùóâàíà. Ùîá 

öå ïîêàçàòè, âèáåðåìî = 1
k

k   äëÿ âñ³õ ≥ 1k  ³ ïðèïóñòèìî, ùî ö³ëà ôóíê-

ö³ÿ f  òàêà, ùî ( ) ,  k f k↑ +∞ → ∞æ . Òîä³ ν =( , )r f k  ³ µ =( , ) k
kr f f r  äëÿ 

− ≤ <1( ) ( )k kf r fæ æ , à  
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òî äëÿ 1( ), ( )k n k nr f f+ + +∈ )[æ æ  ìàºìî ν = +( , ) 1nr D f k  ³ +ν =1( , )nr D f k , òîáòî 
+ν = ν +1( , ) ( , ) 1n nr D f r D f  , ùî âêàçóº íà íåïîêðàùóâàí³ñòü îö³íêè ( , )nr D fν ≤  

1( , ) 1nr D f+≤ ν + .  

Ó çâ’ÿçêó ç íåñïàäàííÿì ïîñë³äîâíîñò³ ν +( , )nr D f n( )  äëÿ áóäü-ÿêîãî 

≥ 0r  çà óìîâ =0 0  ³ íåñïàäàííÿ ïîñë³äîâíîñò³ ( )n ( )æ  âèíèêàº ïèòàííÿ, 

÷è çà òàêèõ óìîâ ïîñë³äîâí³ñòü µ( , )n nr r D f( )  º òàêîæ íåñïàäíîþ äëÿ áóäü-

ÿêîãî ≥ 0r . Ïðèêëàä ðÿäó (7) íà öå ïèòàííÿ äàº íåãàòèâíó â³äïîâ³äü, áî 
äëÿ íüîãî  
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³, ÿêùî >1 1 , òî µ → → ∞( , ) 0,  n nr r D f n , à ÿêùî =1 1 , òî µ ≤( , )n nr r D f  

≤ µ( , )r f , ÿêå á íå áóëî > 0r . Îòæå, ïîñë³äîâí³ñòü µ( , )n nr r D f( )  ìîæå áóòè 
íåçðîñòàþ÷îþ. Çàóâàæèìî, ùî ç (8) äëÿ ðÿäó (7) âèïëèâàº ïðîòèëåæíà äî 
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µ = µ , òîáòî ïîñë³-

äîâí³ñòü µ( , )n nr r D f( )  ìîæå áóòè çðîñòàþ÷îþ äî + ∞  ïðè → ∞n  ò³ëüêè çà 

óìîâè >r q , íåçàëåæíî â³ä òîãî, ÿêèìè º ≥0 0  ³ >1 0 .  

Ïåðåéäåìî äî îö³íîê çâåðõó. ßêùî ( ) ( ) ,  k k≤ +∞ → ∞ æ æ , òî 

µ ≤ µ( , ) ( ) ( , )n nr D f r f æ , òîáòî  
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( ) æ . (9) 

Êëàñ ôóíêö³é +∈ (0)A , äëÿ ÿêèõ ( ) ( ) ,  k k< + ∞ → ∞ æ æ , äîñèòü 

âóçüêèé, à ó âèïàäêó, êîëè ( ) ,  k k+ ∞ → ∞æ , îö³íêà (9) òðèâ³àëüíà ³ íå 

äàº íàëåæíî¿ ³íôîðìàö³¿. Ââàæàþ÷è, ùî ( ) ,  k k+ ∞ → ∞æ , ïðîäîâæèìî 

äîñë³äæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè ïîñë³äîâíîñò³ µ( , )n nr r D f( ) .  
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Ïî÷íåìî ³ç çàãàëüíîãî âèïàäêó, êîëè âèêîíóºòüñÿ ò³ëüêè óìîâà (3), ç 

ÿêî¿ âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ òàêîãî ÷èñëà > 1q , ùî 
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+µ ≤ ≥ = µ( )( , ) max : 0 ( , )n n k n n k n n

k nr r D f q f r k rq f { } . (10) 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî øâèäê³ñòü çðîñòàííÿ ïîñë³äîâíîñò³ µ( , )n nr r D f( )  ïðè 

→ ∞n  çàëåæèòü â³ä øâèäêîñò³ çðîñòàííÿ ln ( , )r fµ  ïðè → +∞r . Äëÿ õà-

ðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ ln ( , )r fµ  âèêîðèñòîâóþòü ð³çí³ øêàëè çðîñòàííÿ, 
íàéçàãàëüí³øîþ ç ÿêèõ º øêàëà óçàãàëüíåíèõ ïîðÿäê³â [7].  

×åðåç L  ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ äî + ∞  íà 

0 , )x + ∞[  ôóíêö³é ³ áóäåìî ãîâîðèòè, ùî σ ∈ 0L , ÿêùî Lσ ∈  ³ (1 (1))o xσ + =( )  

1 (1) ( ),  o x x= + σ → +∞( ) , à σ ∈ ïçL , ÿêùî σ ∈ L  ³ ( ) (1 (1)) ( )cx o xσ = + σ , 

x → +∞ , äëÿ êîæíîãî ∈ +∞(0, )c , òîáòî σ  º ïîâ³ëüíî çðîñòàþ÷îþ ôóíêö³ºþ. 

Íåõàé σ ∈ L , β ∈ L , f  – ö³ëà ôóíêö³ÿ ³ = =( , ) max ( ) :M r f f z z r{ } . 

Óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì ôóíêö³¿ f  íàçèâàþòü [7] âåëè÷èíó fσβρ =[ ]  
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M r f
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β
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.  

Òåîðåìà 2. Íåõàé σ ∈ L , β ∈ L , fσβρ < + ∞[ ]  ³ âèêîíóºòüñÿ óìîâà (3). 

Òîä³, ÿêùî β ∈ 0L , òî  
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Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè σβρ < +∞f[ ] , òî äëÿ êîæíîãî σβρ > ρ f[ ]  ³ 

âñ³õ ≥ ρ0 ( )r r  ç îãëÿäó íà íåð³âí³ñòü Êîø³ ìàºìî ln ( , ) ln ( , )r f M r fµ ≤ ≤  
1 (ln )r−≤ σ ρβ( ) . Òîìó äëÿ êîæíîãî > 0r  ³ âñ³õ äîñèòü âåëèêèõ n  ç (10) 

îòðèìóºìî  

 −µ ≤ σ ρβ +1ln ( , ) (ln ln )n nr r D f r n q{ } ( ) . (13) 

ßêùî ïçLβ ∈ , òî (ln ln ) 1 (1) ( ),  r n q o n nβ + = + β → ∞( ) , äëÿ áóäü-ÿêèõ 

ô³êñîâàíèõ > 0r  ³ > 1q , òîìó ç íåð³âíîñò³ (13) ç îãëÿäó íà äîâ³ëüí³ñòü ρ  
îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü (12).  

ßêùî β ∈ 0L , òî [9], äëÿ êîæíîãî (0, )c ∈ + ∞  ³ñíóº ( ) (0, )cλ ∈ + ∞  òàêå, 

ùî β ≤ λ β( ) ( ) ( )cx c x  äëÿ âñ³õ ≥ 0x x . Òîìó ç (13) îòðèìóºìî íåð³âí³ñòü 

σ µ ≤ λ βln ( , ) ( )n nr r D f n( { }) , äå λ  – äîäàòíà ñòàëà, íåçàëåæíà â³ä n , çâ³äêè 

âèïëèâàº (11). Òåîðåìó 2 äîâåäåíî. ◊ 
Çàóâàæèìî, ùî, ÿêùî β ≡( )x x , òî ç (13) îòðèìóºìî  

 
ln ( , ) ln ( , )

lim ln lim
ln

n n

r r

r r D f M r f
q

n r→+∞ →+∞

σ µ σ
≤

( { }) ( ) . (14) 
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Òåîðåìà 3. ßêùî 
+

≤ >
1

,  1kk

k
q q




, äëÿ âñ³õ ≥ 0k k , òî äëÿ ö³ëî¿ ôóíê-

ö³¿ f  ïîðÿäêó ρ  ïðàâèëüíà íåïîêðàùóâàíà îö³íêà  

 
ln ln ( , )

lim ln
n n

r

r r D f
q

n→+∞

µ
≤ ρ

{ } . (15) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îö³íêà (15) âèïëèâàº ç îö³íêè (14), ÿêùî âèáðàòè 

0( ) ln ,  x x x xσ ≡ ≥ .  

Ùîá äîâåñòè òî÷í³ñòü îö³íêè (15), äëÿ âñ³õ k  ïðèéìåìî 
1

kk

k
q

+
≡




, 1q > , 

³ ðîçãëÿíåìî êëàñè÷íó ôóíêö³þ Ì³òòàã – Ëåôôëåðà 
0

( )
1

k

k

zE z
k

∞

ρ
=

=
 Γ + ρ 

∑ , 

0ρ > .  

Äîáðå â³äîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [2, ñ. 114]), ùî ln ( , ) ln ( )M r E E rρ ρ= =  

(1)r Oρ= +  ïðè r → + ∞ . Çà òåîðåìîþ Áîðåëÿ (äèâ., íàïðèêëàä, [4, ñ. 17]) 

ln ( , ) ln ( , )M r f r f∼ µ  ïðè r → + ∞  äëÿ êîæíî¿ ö³ëî¿ ôóíêö³¿ ñê³í÷åííîãî ïî-

ðÿäêó. Òîìó ln ( , ) 1 (1)r E o rρ
ρµ = +( )  ïðè r → + ∞ .  

Îñê³ëüêè [6, ñ. 35] 
2

2 2
0

1ln ( ) 0
( )n

d x
dx n x

∞

=

Γ = >
+

∑ , ≥ 0x , òî ôóíêö³ÿ 

Γ +ln (1 )x  îïóêëà íà +∞0, )[ . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî  

( 1) ( 1)
2 ln 1 ln 1 ln 1

n nn     
     
          
     

− +Γ + < Γ + + Γ +
ρ ρ ρ

, 

òîáòî 

11
( ) ,  

1
n

n

E n
n

 
 
 
 

 
 
 
 

ρ

+Γ +
ρ

= ↑ +∞ → ∞
Γ +

ρ

æ . Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó Ñò³ðë³í-

ãà [6, ñ. 39] − − θΓ = π1/2 1/2 /(12 )( ) (2 )x x xx x e e , ≤ θ ≤0 1 , íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî 
ρ

ρ = + ρ = → ∞1/( ) 1 (1) ( / ) ( ),  n
n E o n o rq n( )æ , äëÿ áóäü-ÿêèõ ô³êñîâàíèõ > 0r  

³ > 1q .  

Çàóâàæèìî ùå, ùî ÿêùî f  – ö³ëà ôóíêö³ÿ, ( ) ,  n f n↑ +∞ → ∞æ , ³ r >  

( )n f> æ , òîáòî − ≤ ≤1( ) ( )j jf r fæ æ  äëÿ äåÿêîãî ≥ + 1j n , òî ( , ) j
jr f f rµ = =  

max :k
kf r k n= ≥{ } . Òîìó, îñê³ëüêè ρ≥ ( )n

nrq Eæ  äëÿ ≥ 0n n , ìàºìî  

 ( , ) max : 0
1

k n
n n k

k n

rr r D E k
k n 

 
 
 

+

ρ
+

  µ = ≥ = + Γ + ρ





 

 ( 1) 2 ( )
max 0

1

n k n
n n rq

q k
k n 

 
 
 

+
− + /

  = : ≥ = + Γ + ρ

 

 ( 1)/2 ( 1)/2
0

( )
max : ( , ),  

1

n k
n n n n nrq

q k n q rq E n n
k 

 
 
 

− + − +
ρ

  = ≥ = µ ≥ + Γ ρ

. 

Îñê³ëüêè ρ+ / = µ → ∞( 1) 2 ln ( , ) ,  nn n o rq E n( ) , òî çâ³äñè îòðèìóºìî  
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ln ln ( , ) ln ln ( , ) ln ln

lim lim lim ln
ln ln

n n n

r r r

r r D E rq E n q r
q

n n q r n
ρ ρ

→+∞ →+∞ →+∞

µ µ +
= = ρ

+
{ } , 

òîáòî îö³íêà (15) òî÷íà.  

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïîâåä³íêè ïîñë³äîâíîñò³ µ( , )n nr r D f( )  ìîæíà âèêîðèñ-
òàòè ðåçóëüòàòè ç [5] ïðî ôóíêö³¿, ñïðÿæåí³ çà Þí´îì.  

Ïðèïóñòèìî, ùî ↑ +∞ → ∞( ) ,  k kæ . Òîä³ +
+

≤ ( )nk
k n

k n





æ  ³, îòæå,  

 +
+ +µ ≤ ≥ ≤( , ) max ( ) : 0n n n k n

k n k nr r D f f r k { }æ  

 ≤ ≥ = µmax ( ) : 0 ( , )n k
k k rf r k n F{ }æ , (16) 

äå σµ σ = ≥ln ( )( , ) max : 0kk
r kF f r e k{ }æ  – ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ïîñë³äîâíîñò³ 

ln ( )kk
r kF f r e 

 
 

σ= æ . Â³í ³ñíóº, îñê³ëüêè ç óìîâè (3) âèïëèâàº, ùî ln ( )k =æ  

( ),  O k k= → ∞ , 1/ (1),   k
kf o k= → ∞ , ³, îòæå, σ → → ∞ln ( ) 0,  kk

kf r e kæ , 

äëÿ áóäü-ÿêèõ ô³êñîâàíèõ > 0r  ³ σ ∈ R .  
Íåõàé ( )Ω + ∞  – êëàñ äîäàòíèõ íà ( , )− ∞ + ∞  ôóíêö³é Φ  òàêèõ, ùî ïî-

õ³äí³ ′Φ  º íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³, äîäàòí³ òà çðîñòàþòü äî + ∞   

( , )− ∞ + ∞ . ×åðåç ϕ  ïîçíà÷èìî ôóíêö³þ, îáåðíåíó äî ′Φ , ³ íåõàé ( )Ψ σ =  

( )
( )

Φ σ= σ − ′Φ σ
 – ôóíêö³ÿ, àñîö³éîâàíà ç Φ  çà Íüþòîíîì. Ç òåîðåìè 1 ç [5] 

âèïëèâàº òâåðäæåííÿ: äëÿ òîãî ùîá ln ( , ) ( ) ( )rFµ σ ≤ Φ σ ∈ Ω +∞  äëÿ âñ³õ 

σ ≥ σ0 , íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá ln ln ( ) (ln ( ))k
k k kf r ≤ − Ψ ϕ( ) æ æ  äëÿ 

âñ³õ ≥ 0k k . Òîìó ç (16) îòðèìóºìî òàêó òåîðåìó.  

Òåîðåìà 4. Íåõàé Φ ∈ Ω +∞( ) . ßêùî ln ln ( ) (ln ( ))k
k k kf r ≤ − Ψ ϕ( ) æ æ  

äëÿ âñ³õ ≥ 0k k , òî µ ≤ Φln ( , ) ( )n nr r D f n{ }  äëÿ âñ³õ ≥ 0n n .  

Âèáèðàþ÷è òèì ÷è ³íøèì ÷èíîì ôóíêö³þ Φ ∈ Ω +∞( ) , ç òåîðåìè 4 ìî-

æåìî îòðèìàòè â³äïîâ³äí³ íàñë³äêè. Çóïèíèìîñü ò³ëüêè íà âèïàäêó ( )Φ σ =  

0( ),  0Teρσ= σ ≥ σ < ρ < +∞ , ÿêèé â³äïîâ³äàº øêàë³ ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó. Òîä³ 

0( ( )) ln ,  x xx x x x
eT

Ψ ϕ = ≥
ρ ρ

. Òîìó çà òåîðåìîþ 4 ìàºìî, ùî ln ( , )n nr r D fµ ≤{ }  

nTeρ≤  äëÿ âñ³õ ≥ 0n n , ÿêùî ò³ëüêè ≤ −
ρ ρ

ln ( ) ln ( )
ln lnk k k

kf r
eT

 
( )

æ æ
, 

≥ 0k k . Çâ³äñè ëåãêî âèïëèâàº íåð³âí³ñòü  

 /ln ( )ln ( )ln ( , )
lim lim k

n n
kk

knn r

r r D f
f r

ee
ρ

ρ→+∞ →+∞

µ
≤

ρ
{ }

( )   ææ
. (17) 

Îö³íêó (17), ÿê ³ îö³íêó (15), ïîêðàùèòè íå ìîæíà. Ñïðàâä³, ÿêùî 
ln ( )k k=æ , òî äëÿ ôóíêö³¿ Ì³òòàã – Ëåôôëåðà, ÿê âèùå (ç =q e ), ìàºìî  

 ρ ρ ρ
ρ ρ ρ

µ µ− += + = + → ∞
ln ( , ) ln ( , )( 1)

1 (1) ,    
2

n n n

n n n

r r D E re En n
o r n

e e e

{ }
( ) . 

Ç ³íøîãî áîêó,  

 
/

/ln ( )ln ( )
1 (1) ,    

(1 )
n

nn
n n

n
n r o r nf r

e e n

ρ
ρ ρ = = + → ∞ ρ ρ Γ + ρ /

( )( )
 ææ

, 

òîáòî íåð³âí³ñòü (17) ïåðåòâîðþºòüñÿ ó ð³âí³ñòü.  
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Íà çàâåðøåííÿ ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè = ( )n nD f f , òîáòî ( )k =æ  

1
1k

k
k

+
= = +




 ³  

 +
+µ = + + ≥( )( , ) max ( 1) ( ) : 0n n k n

k nr r f k k n f r k{ } . (18) 

ßñíî, ùî + + ≤ +( 1) ( ) ( )nk k n k n . Ç ³íøîãî áîêó, äëÿ áóäü-ÿêîãî ε ∈ (0,1)   

 − ε+ + ≥ + ε + + ≥ + ε + =  [ ]( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)n nk k n k n k n k n[ ] [ ]  

 
[ ]

[ ] [ ] [ ]1
( ) ( )

n n
n n n n n nk n

k n k n
k n

− ε
− ε − ε − ε+ ε + = + ≥ ε + ≥ + 

[ ]
 

 (1 ) 1( )n nk n −ε −≥ ε + . 

Òîìó ç (18) îòðèìóºìî  

 (1 ) 1 ( )max : ( , )n n k n n
kk f r k n r r f−ε −ε ≥ ≤ µ ≤{ }  

 max :n k
kk f r k n≤ ≥{ } . (19) 

Îñê³ëüêè − ≥1 1ln ln 1
k

r
k f

 äëÿ ≥ 0 ( )k k r , òî äëÿ ≥ 0 ( )n k r  îòðèìóºìî  

 max :n k
kk f r k n≥ ={ }  

 1 1max exp ln ln ln :
k

k r n k k n
k f

   = − − + ≥ ≤    
   

 

 ≤ − + ≥ ≤ − +exp max ln : 1 exp lnk n k k n n n{ }{ } { } . 

Òîìó ç ïðàâî¿ íåð³âíîñò³ (19) îäåðæóºìî íåð³âí³ñòü  

 
( )ln ( , )

lim 1
ln

n n

n

r r f
n n→+∞

µ
≤

{ }
. (20) 

Âèÿñíèìî òî÷í³ñòü îö³íêè (20). Ç ë³âî¿ íåð³âíîñò³ (19) äëÿ áóäü-ÿêîãî 
ε ∈ (0,1)  ìàºìî  

 
(1 )( ) ln max :ln ( , )

lim lim
ln ln

n kn n
k

n n

k f r k nr r f
n n n n

−ε

→+∞ →+∞

≥µ
≥

{ }{ } { }
. (21) 

Ïðèïóñòèìî, ùî = −exp ln lnkf k k{ }  äëÿ ≥ 3k  ³ ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ 

( ) ln ln (1 ) ln ln ,  3g x x x n x x r x= − + − ε + ≥ . Î÷åâèäíî, ùî 

(1 )1( ) ln ln ln
ln

n
g x x r

x x
− ε′ = − − + +  

³ 

2 2

(1 )1 1( ) 0
( ln ) ( ln )

n
g x

x x x x x

− ε′′ = − + − < . 

Òîìó ôóíêö³ÿ g  ìàº ºäèíó òî÷êó ìàêñèìóìó ∗= ( )x x n  òàêó, ùî 

1( ) ln ln ( ) ( ) (1 ) ( ) ln
ln ( )

x n x n x n n x n r
x n∗ ∗ ∗ ∗

∗
+ = − ε + . 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ∗ = → ∞( ) ( ),  x n o n n , òîáòî ∗ <( )x n n  äëÿ ≥ 0n n . Íà 

∗ +∞( ( ), )x n  (³, îòæå, íà +∞, )n[ ) ôóíêö³ÿ g  ñïàäíà, òîìó  

 max ln ln (1 ) ln ln :k k n k k r k n− + − ε + ≥ ={ }  

 ln ln (1 ) ln lnn n n n n r= − + − ε + =  

 (1 (1)) (1 ) ln ,             o n n n= + − ε → ∞ . 
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Çâ³äñè ³ ç (21) âèïëèâàº, ùî äëÿ ö³ëî¿ ôóíêö³¿ ç êîåô³ö³ºíòàìè kf =  

exp ln lnk k= −{ } , ≥ 3k , ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 
( )ln ( , )

lim 1
ln

n n

n

r r f
n n→+∞

µ
≥ − ε

{ }
, 

òîáòî ç îãëÿäó íà äîâ³ëüí³ñòü ε  â (20) äîñÿãàºòüñÿ ð³âí³ñòü ³, îòæå, äîâåäåíî 
íàñòóïíó òåîðåìó.  

Òåîðåìà 5. Äëÿ êîæíî¿ ö³ëî¿ ôóíêö³¿ f  îö³íêà (20) º ïðàâèëüíîþ ³ 
íåïîêðàùóâàíîþ.  
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О ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯХ МАКСИМАЛЬНЫХ ЧЛЕНОВ 
ПРОИЗВОДНЫХ ГЕЛЬФОНДА – ЛЕОНТЬЕВА ЦЕЛОЙ ФУНКЦИИ 
 

Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî 0r >  èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( , )n nr r D fµ( )  

ïðè n → ∞ , ãäå nD f  – ïðîèçâîäíàÿ Ãåëüôîíäà – Ëåîíòüåâà öåëîé ôóíêöèè f  ïî 

ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè  , à ( , )nr D fµ   – ìàêñèìàëüíûé ÷ëåí ñòåïåííîãî ðàçëî-

æåíèÿ ôóíêöèè nD f .  

 
ON THE SEQUENCES OF MAXIMAL TERMS 
OF GELFOND – LEONT’EV DERIVATIVES OF ENTIRE FUNCTION 
 

For fixed 0r >  the behaviuor of the sequence ( , )n nr r D fµ( )  as n → ∞  is investigated, 

where nD f  is the Gelfond – Leont’ev derivative of an entire function f  by a positive 

function   and ( , )nr D fµ   is a maximal term of the power development of nD f .  
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