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КРАЙОВА ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ БАГАТОТОЧКОВИМИ 
УМОВАМИ ДЛЯ ГІПЕРБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
 

Â îáëàñò³, ùî º äåêàðòîâèì äîáóòêîì â³äð³çêà [0, ]T  ³ p -âèì³ðíîãî òîðà 

pΩ , äîñë³äæåíî íåëîêàëüíó çàäà÷ó ³ç çàãàëüíèìè ë³í³éíèìè áàãàòîòî÷êîâèìè 

óìîâàìè äëÿ ñòðîãî ã³ïåðáîë³÷íîãî (õâèëüîâîãî) ð³âíÿííÿ = ∆2 ( )ttu a t u . Çàäà-

÷à º íåêîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì ³ ïîâ’ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèê³â. 
Çà äîïîìîãîþ ìåòðè÷íîãî ï³äõîäó äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îö³íêè çíèçó ìàëèõ 
çíàìåííèê³â. Íà îñíîâ³ òàêèõ îö³íîê îòðèìàíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ 
ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó ïðîñòîðàõ Ñîáîëºâà ôóíêö³é, ïåð³îäè÷íèõ çà çì³ííèìè 

1 , , px x . 

 
1. Âñòóï. Çàäà÷³ ç äâîòî÷êîâèìè òà áàãàòîòî÷êîâèìè íåëîêàëüíèìè 

óìîâàìè äëÿ ð³âíÿíü ³ ñèñòåì ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè äîñë³äæó-
âàëèñÿ áàãàòüìà àâòîðàìè [1, 2, 4–6, 9–14, 17]. Ó ðîáîòàõ [4–6, 9–11, 14] âè-
â÷åíî òàê³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³-
ºíòàìè ó øêàëàõ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà ïåð³îäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííè-
ìè ôóíêö³é. Ö³ çàäà÷³ º íåêîðåêòíèìè çà Àäàìàðîì, à óìîâè ¿õ ðîçâ’ÿçíîñò³ 
ïîâ’ÿçàí³ ç ïðîáëåìîþ îö³íþâàííÿ çíèçó ìàëèõ çíàìåííèê³â, ÿê³ âèíèêàþòü 
â ðÿäàõ Ôóð’º, ùî çîáðàæàþòü ôîðìàëüí³ ðîçâ’ÿçêè öèõ çàäà÷. 

Ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèê³â çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ ìåò-
ðè÷íîãî ï³äõîäó [5, 9, 10, 14–16]. Ó ðàìêàõ öüîãî ï³äõîäó ðîçãëÿäàºòüñÿ íå 
îêðåìà çàäà÷à, à ìíîæèíà çàäà÷. Åëåìåíòàìè ö³º¿ ìíîæèíè º çàäà÷³ ³ç ô³ê-
ñîâàíèìè äàíèìè (êîåô³ö³ºíòàìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü, êîåô³ö³ºíòàìè 
êðàéîâèõ óìîâ ÷è ³íøèìè ïàðàìåòðàìè), ÿê³ óòâîðþþòü ïåâíó îáëàñòü ó 
ïðîñòîð³ äàíèõ. ²ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ó â³äïîâ³äí³é øêàë³ ïðîñòî-
ð³â äîâîäèòüñÿ äëÿ ìàéæå âñ³õ (çà ì³ðîþ Ëåáå´à) òî÷îê çãàäóâàíî¿ îáëàñò³ 
àáî äëÿ âñ³õ òî÷îê ï³äîáëàñò³, ì³ðà ÿêî¿ â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ì³ðè îáëàñò³ íà 
äîâ³ëüíå ìàëå ÷èñëî. 

Äëÿ ð³âíÿíü ³ ñèñòåì ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè âñòàíîâëåíî 
ðîçâ’ÿçí³ñòü ðÿäó íåëîêàëüíèõ çàäà÷ ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà Ω( )q pH , 

∈ q , à äëÿ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè ³ñíóþòü ïðèêëàäè íåëî-
êàëüíèõ çàäà÷, ÿê³ íå º ðîçâ’ÿçíèìè ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà [7]. Çîêðå-
ìà, ÿêùî íåëîêàëüíà çàäà÷à ç áàãàòîòî÷êîâèìè óìîâàìè äëÿ îäíîãî ð³âíÿí-
íÿ ç³ çì³ííèì êîåô³ö³ºíòîì  

 2costD u i Du t D u= γ + ⋅ , 
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Ó ö³é ðîáîò³, ÿêà º ïðîäîâæåííÿì [8], ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñòðîãî ã³ïåðáî-
ë³÷íèõ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè çà t  êîåô³ö³ºíòàìè íåëîêàëüíà çàäà÷à ðîçâ’ÿç-
íà ó ïðîñòîðàõ Ñîáîëºâà, ïîä³áíî äî íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿíü ç³ ñòà-
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ëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ðîçãëÿíóòî íåëîêàëüíó çàäà÷ó äëÿ ð³âíÿííÿ òèïó êî-

ëèâàíü ñòðóíè 2 2 2 ( )u t a t u∂ ∂ = ∆/  ³ç çàãàëüíèìè íåëîêàëüíèìè áàãàòîòî÷êî-
âèìè óìîâàìè. Âñòàíîâëåíî îö³íêè çíèçó äëÿ ìàëèõ çíàìåííèê³â, ÿê³ âè-
íèêëè ïðè äîñë³äæåíí³ çàäà÷³, à òàêîæ ãëàäê³ñòü é îö³íêó íîðìè ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ ó ïðîñòîðàõ Ñîáîëºâà. 

Àíàëîã³÷íî ìîæíà äîñë³äèòè íåëîêàëüí³ çàäà÷³ äëÿ äîâ³ëüíîãî ñòðîãî 
ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó, à òàêîæ äëÿ ñòðîãî ã³ïåðáîë³÷íèõ 
ð³âíÿíü âèùèõ ïîðÿäê³â. 

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ïîçíà÷èìî p -âèì³ðíèé òîð äëÿ çì³ííî¿ x =  

1( , , )px x=   ÷åðåç Ωp , ( /2 )ppΩ = π  , à öèë³íäðè÷íó îáëàñòü çì³ííèõ t  

òà x  – ÷åðåç pD , [0, ]p
pT= × ΩD . Â îáëàñò³ pD  ðîçãëÿäàºìî ñòðîãî ã³-

ïåðáîë³÷íå (õâèëüîâå) ð³âíÿííÿ  
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³ íåëîêàëüí³ áàãàòîòî÷êîâ³ óìîâè  
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∑ ,  (2) 

äå ôóíêö³ÿ ( ) 0a t >  íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà íà â³äð³çêó [0, ]T , êîåô³-

ö³ºíòè a , b , c , d  òà ja , jb , jc , jd  – êîìïëåêñí³ ÷èñëà, ìîäóëü ÿêèõ íå 

ïåðåâèùóº îäèíèöþ. Ôóíêö³¿ 1 1( )xϕ = ϕ , 2 2 ( )xϕ = ϕ  º çàäàíèìè π2 -ïåð³î-

äè÷íèìè ôóíêö³ÿìè, à ôóíêö³ÿ ( , )u u t x=  º øóêàíèì π2 -ïåð³îäè÷íèì ðîç-
â’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2). 

Äëÿ äîâ³ëüíîãî ÷èñëà ∈ q  ââåäåìî ïðîñò³ð π2 -ïåð³îäè÷íèõ ôóíêö³é 

Ω( )q pH , ÿêèé º ïîïîâíåííÿì ìíîæèíè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â 

ˆ( ) ( ) ikx

k

x k eϕ = ϕ∑  çà íîðìîþ ˆ 22 2
)( ( )

q p
p

q

k

k kΩ
∈

ϕ = ϕ∑H


 , äå 1( , , )pk k k= ∈  

p∈  , 1 1 p pkx k x k x= + + , 2 2 1/2
1(1 )pk k k= + + +  . Ïðîñòîðè Ω( )q pH , q∈ , 

óòâîðþþòü øêàëó ïðîñòîð³â Ω( )pH  çà çì³ííîþ q . 

Âèâ÷àºòüñÿ ïèòàííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ (1), (2) ó øêàë³ ïðîñòîð³â 
Ω( )pH : âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè, ïðè ÿêèõ çàäà÷à (1), (2) ìàº ðîçâ’ÿçîê u , 

ÿêèé äëÿ âñ³õ çíà÷åíü ∈ [0, ]t T  ðàçîì ³ç ïîõ³äíîþ çà t  íàëåæèòü äî øêàëè 

ïðîñòîð³â Ω( )pH  äëÿ äîâ³ëüíèõ åëåìåíò³â ϕ1  òà ϕ2  ³ç ö³º¿ øêàëè. 

Îçíà÷åííÿ. Äâ³÷³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíó íà ³íòåðâàë³ [0, ]T  ôóíê-

ö³þ u  íàçâåìî ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2) ³ç øêàëè ïðîñòîð³â Ω( )pH , ÿêùî 

äëÿ êîæíîãî ∈ [0, ]t T  åëåìåíòè ( , )u t ⋅ , ( , )u t t∂ ∂ ⋅/  íàëåæàòü äî øêàëè ïðî-

ñòîð³â Ω( )pH  ³ ÿêùî u  çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (1) òà óìîâè (2) ó ñëàáêîìó 

ñåíñ³, òîáòî äëÿ âñ³õ ∈ [0, ]t T  ³ äëÿ âñ³õ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåí³â 
( )w w x=  âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 
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Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî ( , ) ( )pu t σ⋅ ∈ ΩH  – ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2), òî 

σ−
∂ ⋅ ∈ Ω
∂

2

22
( , ) ( )pu t

t
H , ïðè÷îìó 

σ
σ−

Ω
Ω

∂ ⋅ =
∂

2

2

( )2
( )

( , ) ( )
p

p

u t a t u
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H
H

. 

3. Ïîáóäîâà òà îö³íêà ðîçâ’ÿçêó. Ââåäåìî âåêòîð-ôóíêö³¿  

 1 2col ( , / ),      col ( , )U u u t= ∂ ∂ ϕ = ϕ ϕ  (3) 

³ çàïèøåìî çàäà÷ó (1), (2) ó âåêòîðíî-ìàòðè÷íîìó âèãëÿä³  

 2

0 1

( ) 0
U U
t a t

∂  =  ∂ ∆ 
,  (4) 
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c d c d
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∑ .  (5) 

ßêùî âåêòîð-ôóíêö³¿ ( , ) ( )
p
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k

U t x U t e
∈

= ∑


 òà ˆ( ) ( )
p

ikx

k

x k e
∈

ϕ = ϕ∑


, äå 

1 2( ) col ( ), ( )k k kU t U t U t= ( ) , ˆ ˆ ˆ
1 2( ) col ( ), ( )k k kϕ = ϕ ϕ( ) , òî çã³äíî ç îçíà÷åííÿì 

âåêòîð-ôóíêö³ÿ ( )k kU U t=  º ðîçâ’ÿçêîì íåëîêàëüíî¿ çàäà÷³  

 
 =  − 
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ïðè÷îìó = − = + + 2 2 2 2
11 pk k k k , ∈ pk . Îñê³ëüêè âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

1( ) ( )k ku t U t= , 2( ) ( )k k
d u t U t
dt

= , òî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) ³ éîãî ïîõ³äíà 

ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 1( , ) ( )
p
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k

k

u t x U t e
∈

= ∑


, 2( , ) ( )
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d u t x U t e
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ßêùî ≠ 0k , òî ìàòðèöÿ 2

0 1

( ) 0k t
 
 ρ 

 ñèñòåìè (6), äå ( ) ( )k t ia t kρ = , 

ìàº äâà ïðîñò³ óÿâí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ ( )k t+ ρ  òà ( )k t− ρ . 

Ïðè 0k =  âëàñí³ çíà÷åííÿ ( )k t± ρ  ñï³âïàäàþòü ³ äîð³âíþþòü íóëåâ³, à 

ìàòðèöÿ ñèñòåìè (6) ìàº âèãëÿä 
0 1
0 0

  
 

, òîìó 1 2 2, 0k k k
d dU U U
dt dt

= = . Çà-

ãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê îñòàííüî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ( )kU t =  

01 02 02col ( ,  )C C t C= +  ïðè ï³äñòàíîâö³ â óìîâó (7) äàº ñèñòåìó ë³í³éíèõ àë-

ãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü  
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äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàëèõ 01C  ³ 02C . Ìàòðèöÿ ∆(0)  ñèñòåìè (8) ìàº âèçíà÷íèê  
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ßêùî det (0) 0∆ = , òî ñèñòåìà (8) íå ìàº ðîçâ’ÿçêó àáî ìàº áåçë³÷ ðîç-
â’ÿçê³â, ÿêùî æ det (0) 0∆ ≠ , òî ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

 ˆ ˆ−= ∆ ϕ ϕ1
01 02 1 2col ( , ) (0)col (0), (0)C C ( ) . 

ßêùî 0k ≠ , à, îòæå, ( ) 0k tρ ≠  íà [0, ]T , òî äëÿ ìàòðèö³ ñèñòåìè (6) ìà-

ºìî òàêó ôàêòîðèçàö³þ:  
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Çðîáèìî çàì³íó øóêàíèõ âåêòîð-ôóíêö³é 
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ðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü  
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t t tdt dt

− ρ ρ    + =    ρ − ρ − − ρ    
. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî 
( )

( )kd t
ia t k

dt
ρ ′= , ìàºìî òàêó çàäà÷ó äëÿ ôóíêö³¿ kZ : 

 
1 0 1 1( )

( )
0 1 1 12 ( )

k
k k k

dZ a t
t Z Z

dt a t

′ −   = ρ +   − −   
, (9) 

 
1 1

(0)
(0) (0) k

k k

a b
Z

c d
   +   ρ −ρ   

 

 ˆ
1

1 1
( ) ( )( ) ( )

M
j j

k j
k j k jj jj

a b
Z T kT Tc d

=

   + = ϕ   ρ −ρ  
∑ .  (10) 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (9), (10) ³ñíóº, ºäèíèé ³ ìàº âèãëÿä  

 ˆ)
−

− = ⋅ ∆ ϕ ρ −ρ 

1
11 1

( ( ) ( ) ( )
(0) (0)k k

k k
Z t Y t k k   (11) 

ïðè âèêîíàíí³ óìîâè  

 det ( ) 0k∆ ≠ ,  (12) 

äå  

 ( )
a b

k
c d

 ∆ = + 
 

 

 
1

1

1 1 1 1
( )( ) ( ) (0) (0)

M
j j

k j
k j k j k kj jj

a b
Y TT Tc d

−

=

     +     ρ − ρ ρ − ρ   
∑ ,  (13) 

à ( )kY t  – íîðìàëüíà â òî÷ö³ 0t =  ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà ðîçâ’ÿçê³â ñèñ-

òåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (9). 

Íåõàé A  ïîçíà÷àº åâêë³äîâó íîðìó ìàòðèö³ A , òîáòî ∗= tr ( ),A A A  

äå A∗  – ìàòðèöÿ, åðì³òîâî ñïðÿæåíà ç ìàòðèöåþ A , à tr B  – ñë³ä ìàòðèö³ 
B . Îö³íèìî íîðìó kY  ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ ( )k kY Y t= . 
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Ëåìà 1. ßêùî íà ïðîì³æêó [ , ] [0, ]T′ ′′τ τ ⊂  ôóíêö³ÿ ′( )a t  º íåâ³ä’ºìíîþ, 

òîáòî ( ) 0a t′ ≥ , òî âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
( )

( ) ( ) ( )
( ) k k k

a
Y Y Y

a

′τ ′ ′′ ′τ ≤ τ ≤ τ′′τ
,  (14) 

ÿêùî æ ôóíêö³ÿ ′( )a t  º íåäîäàòíîþ ( ( ) 0)a t′ ≤ , òî âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
( )

( ) ( ) ( )
( )k k k

a
Y Y Y

a

′τ′ ′′ ′τ ≤ τ ≤ τ′′τ
.  (15) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè ìàòðèöÿ 
1 0

( )
0 1k t  ρ  − 

 º êîñîåðì³òîâîþ, à 

ìàòðèöÿ 
1 1( )
1 12 ( )

a t
a t

′ −  − 
 – åðì³òîâîþ, òî äëÿ ìàòðèö³ kY∗  âèêîíóºòüñÿ ð³â-

í³ñòü  

 
1 0 1 1( )

( )
0 1 1 12 ( )k k k k

a td Y t Y Y
dt a t

∗ ∗ ∗′− −   = ρ +   −   
. 

Öþ ð³âí³ñòü ðàçîì ³ç ð³âí³ñòþ (9) äëÿ ìàòðèö³ kY  âèêîðèñòîâóºìî äëÿ 

ïåðåòâîðåííÿ ôîðìóëè 
∗

∗ = ⋅ + ⋅ 
 

2 tr k k
k k k

dY dYd Y Y Y
dt dt dt

 äî âèãëÿäó  

 2 1 1( )
tr

1 1( )k k k
a td Y Y Y

dt a t
∗′ −  =   −  

.  (16) 

Îñê³ëüêè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ìàòðèö³ 
−  − 
1 1
1 1

 º ÷èñëà −2  ³ 0 , òî ñë³ä 

ìàòðèö³ 
1 1
1 1k kY Y∗ −  − 

 çàäîâîëüíÿº òàê³ óìîâè:  

 2 1 1
2 tr 0

1 1k k kY Y Y∗ −   − ≤ ≤   −   
. 

Ó òî÷êàõ íåñïàäàííÿ ( ( ) 0)a t′ ≥  ôóíêö³¿ ( )a t  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíîñò³ 
(16) íåäîäàòíà ³  

 
′

− ≤ ≤2 2( )
2 0

( ) k k
a t dY Y
a t dt

,  

òîìó  

 0 ln ( ) ln ( )k
d da t Y a t
dt dt

≤ ≤( ) .  (17) 

Ó òî÷êàõ íåçðîñòàííÿ ( ( ) 0)a t′ ≤  ôóíêö³¿ ( )a t  ïðàâà ÷àñòèíà ð³âíîñò³ (16) 
íåâ³ä’ºìíà, òîìó 

 
′

≤ ≤ −2 2( )
0 2

( )k k
a td Y Y

dt a t
,  

òîáòî  

 ln ( ) ln ( ) 0k
d da t a t Y
dt dt

≤ ≤( ) .  (18) 

Íåõàé íà ïðîì³æêó [ , ]′ ′′τ τ  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (17) àáî (18), òîä³ 
ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ íà öüîìó ïðîì³æêó â³äïîâ³äíî îòðèìóºìî îö³íêè  

 
( ) ( ) ( )

0 ln ln
( )( ) ( )

k

k

a Y a
aa Y

′′ ′′τ τ ′′τ≤ ≤ ′′ ′ ττ τ
,  

 
( ) ( )( )

ln ln 0
( ) ( ) ( )

k

k

a Ya
a a Y

′′ ′′τ τ′′τ ≤ ≤′ ′ ′τ τ τ
, 

³ç ÿêèõ îòðèìóºìî íåð³âíîñò³ (14) ³ (15) äëÿ íîðìè ìàòðèö³ ( )kY t . ◊ 
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Íàñë³äîê 1. ßêùî ôóíêö³ÿ ( )a t  íà ïðîì³æêó [0, ]T  º ñòàëîþ, òî 

ôóíêö³ÿ kY  º òàêîæ ñòàëîþ íà öüîìó ïðîì³æêó, ïðè÷îìó ( ) 2kY t = . 

Íåõàé ïîõ³äíà ′( )a t  çì³íþº íà ïðîì³æêó [0, ]T  ñâ³é çíàê 1−  ðàç, äå 

∈  , ³ 0 0t = , t T= . 

ßêùî 2≥ , òî ³ñíóþòü ÷èñëà 1 2 1, , ,t t t −   ³ ÷èñëà 1 2, , ,τ τ τ   òàê³, ùî 

äëÿ 1, ,j =    âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 1j j jt t− < τ < , íà ïðîì³æêó 1[ , ]j jt t−  

ôóíêö³ÿ ′( )a t  íå çì³íþº çíàê, à òàêîæ äëÿ 1, , 1j = −   âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

+
′ ′ ′τ τ < =1( ) ( ) 0,  ( ) 0j j ja a a t . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç jA , 0,1, ,j =   , çíà÷åííÿ 

ôóíêö³¿ ( )a t  â òî÷ö³ jt .  

Íàñë³äîê 2. ßêùî ôóíêö³ÿ ′( )a t  íå çì³íþº ñâ³é çíàê íà ïðîì³æêó 

0 0 1[0, ] [ , ] [ , ]T t t t t= =( ) , òî íà öüîìó ïðîì³æêó ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ >  âèêî-

íóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 0 1 ( ) 1
( ) 2 k

A
Y t

a t
≤ ≤ ,  (19) 

 0
1

1

1 ( ) 1
2

k

A
Y t

A
≤ ≤ ,  (20) 

à ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ <  – íåð³âíîñò³  

 01 ( )
( )2

k

A
Y t

a t
≤ ≤1 ,  (21) 

 0
1

1

11 ( )
2

k

A
Y t

A
≤ ≤ .  (22) 

Íàñë³äîê 3. ßêùî ôóíêö³ÿ ′( )a t  íà ïðîì³æêó [0, ]T  îäèí ðàç çì³íþº 

ñâ³é çíàê, òî ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ >  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (19) íà ïðîì³æ-

êó 1[0, ]t  ³ íåð³âíîñò³ (20) òà íåð³âíîñò³  

 0 1

1

1 ( )
( )2

k

A A
Y t

A a t
≤ ≤   (23) 

íà ïðîì³æêó 1 2 1 1[ , ] [ , ] [ , ]t t t t t T= =( ) , çîêðåìà  

 0 1
2

1 2

1 ( )
2

k

A A
Y t

A A
≤ ≤ .  (24) 

Ó âèïàäêó ′ τ1( ) < 0a  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (21) íà ïðîì³æêó 1[0, ]t  ³ íå-
ð³âíîñò³ (22) ³ íåð³âíîñò³  

 01

1

1 ( )
( ) 2

k

AA
Y t

a t A
≤ ≤   (25) 

íà ïðîì³æêó 1 2 1 1[ , ] [ , ] [ , ]t t t t t T= =( ) , çîêðåìà  

 01
2

2 1

1 ( )
2

k

AA
Y t

A A
≤ ≤ .  (26) 

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, êîëè ïîõ³äíà ′( )a t  çì³íþº ñâ³é çíàê á³ëüøå îä-
íîãî ðàçó, îö³íêè ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ âñòàíîâëåíî â íàñòóïí³é ëåì³.  

Ëåìà 2. Íåõàé ïîõ³äíà ′( )a t  ôóíêö³¿ ( )a t  íà ïðîì³æêó [0, ]T  çì³íþº 

ñâ³é çíàê 1−  ðàç, ïðè÷îìó 3≥ , ³ ÷èñëà 1 1, ,t t −   ³ 1, ,τ τ   º âèáðàíè-

ìè. Òîä³ íà ïðîì³æêàõ 1[ , ] [0, ]j jt t T− ⊂  ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ îö³íêè äëÿ 

ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (9). 
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ßêùî 2 2 2 1[ , ]s st t t− −∈ , òî ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ >  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
2 1

2 2 12 2

2 1 20 1

1 ( )
( ) 2

s s
j js

k
j jj j

A AA
Y t

a t A A

− −
−−

+= =

≤ ≤∏ ∏ ,  (27) 

ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ <  – íåð³âíîñò³  

 
1 2

2 1 22 2

2 2 11 0

1 ( )
( )2

s s
j js

k
j jj j

A AA
Y t

A a t A

− −
− −

+= =

≤ ≤∏ ∏ .  (28) 

ßêùî 2 1 2[ , ]s st t t−∈ , òî ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ >  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
1 1

2 2 12 1

2 1 20 1

1 ( )
( )2

s s
j js

k
j jj j

A AA
Y t

A a t A

− −
−−

+= =

≤ ≤∏ ∏ ,  (29) 

ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ <  – íåð³âíîñò³  

 
1 1

2 1 22 1

2 2 11 0

1 ( )
( ) 2

s s
j js

k
j jj j

A AA
Y t

a t A A

− −
−−

+= =

≤ ≤∏ ∏ .  (30) 

Êîëè 1s = , íåð³âíîñò³ (27)–(30) ðîçóì³ºìî ÿê íåð³âíîñò³ (19), (21), (23) 
³ (25).  

Ä î â å ä å í í ÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè âèêîðèñòîâóºìî ìåòîä ìàòåìà-
òè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Ïðèïóñòèâøè ñïî÷àòêó âèêîíàííÿ íåð³âíîñòåé (27)–(30) äëÿ 
âñ³õ ïðîì³æê³â 0 1 1 2 2 1 2[ , ], [ , ], , [ , ]s st t t t t t− , äîâåäåìî ö³ íåð³âíîñò³ äëÿ íàñòóï-

íèõ äâîõ ïðîì³æê³â +2 2 1[ , ]s st t  ³ + +2 1 2 2[ , ]s st t . 

Íåõàé t  íàëåæèòü ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t . Ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ >  ìàºìî, ùî 

é 2 1( ) 0sa +
′ τ > . Öå îçíà÷àº, ùî íà ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñ-

ò³ (14), ÿê³ çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 2

2

( )
1

( ) ( )
ks

k s

Y tA
a t Y t

≤ ≤ , à íà ïðîì³æêó −2 1 2[ , ]s st t  

– íåð³âíîñò³ (29) âèãëÿäó 0 2 2 2 2 1 3 2 3 2 1

1 3 2 1 2 4 2 2 2

( )

2
s k s s s

s s s

A A A Y t A A A A
A A A A A A A

− − −

− −
≤ ≤

 
  . Ïå-

ðåìíîæèâøè ö³ íåð³âíîñò³ îòðèìàºìî ôîðìóëó (27) äëÿ ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t . 

Ó âèïàäêó 1( ) 0a′ τ <  îòðèìóºìî ôîðìóëó (28) äëÿ ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t , 

ïåðåìíîæèâøè íåð³âíîñò³ (15) äëÿ ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t  ³ íåð³âíîñò³ (30) äëÿ 

ïðîì³æêó −2 1 2[ , ]s st t . 

Íà ï³äñòàâ³ ôîðìóë (27) ³ (28) äëÿ ïðîì³æêó +2 2 1[ , ]s st t  ³ ôîðìóë (14) ³ 

(15) äëÿ ïðîì³æêó + +2 1 2 2[ , ]s st t  àíàëîã³÷íî îäåðæóºìî ôîðìóëè (29) ³ (30) 

äëÿ ïðîì³æêó + +2 1 2 2[ , ]s st t . ◊ 
²ç ëåìè 2 îòðèìóºìî íåçàëåæí³ â³ä k  îö³íêè ôóíäàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ 

( )kY t , âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëî max

min

A
A

A
= , ÿêå âèçíà÷àº ðîçìàõ êîëèâàíü 

ôóíêö³¿ ( )a t  (òóò maxA  òà minA  – ìàêñèìàëüíå òà ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ 

ôóíêö³¿ ( )a t  íà â³äð³çêó [0, ]T ). Î÷åâèäíî, ùî 1A ≥ . 
Íàñë³äîê 4. Íà ïðîì³æêó 2[0, ] [0, ]jt T⊂  ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè  

 
0

( )1 ( )
2

j j
k

a t
A Y t A

A
− ≤ ≤  ,  (31) 

à íà ïðîì³æêó [0, ]T  – îö³íêè  

 
0

( )1 ( )
2

J J
k

a t
A Y t A

A
− ≤ ≤  ,  (32) 

äå J  – ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà ( 1) / 2+ .  
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4. Òåîðåìà ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2). Çà äîïîìîãîþ 
îö³íîê (31) ³ (32) âñòàíîâèìî äîñòàòí³ óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ (1), (2) ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà.  

Òåîðåìà 1. ßêùî êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ˆ ( )kϕ , pk ∈  , âåêòîð-ôóíêö³¿ ϕ  
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó  

 ˆ1(0) 0
( ) ( )

0 1
k k k Ck− σρ  ∆ ϕ ≤ 

 
 ,  (33) 

äå ,  C σ   – äåÿê³ ñòàë³, 0C > , σ ∈  , ÿê³ íå çàëåæèòü â³ä âåêòîðà k , òî 
ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ( , )u u t x=  çàäà÷³ (1), 
(2) òàêèé, ùî äëÿ âñ³õ [0, ]t T∈   

 
1 1 1( , ) ( ),             ( , ) ( )p pu t u t

tσ σ
∂⋅ ∈ Ω ⋅ ∈ Ω−∂

H H ,  (34) 

äå 1 1 /2pσ < − σ − .  
Ä î â å ä å í í ÿ. ²ç ôîðìóëè (11) îòðèìóºìî ð³âí³ñòü  

 
( ) 0

( )
0 1

k
k

t
U t

ρ  = 
 

 

 ˆ
−

−ρ     = ∆ ϕ =     ρ −ρ ρ −ρ     

1
1( ) 0 1 1 1 1

( ) ( ) ( )
( ) ( ) (0) (0)0 1

k
k

k k k k

t
Y t k k

t t
 

 ˆ
1

1

0

(0) 01 1 1 1( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1 0 1
k

k
a t

Y t k k
A

−
−ρ    = ∆ ϕ     − −     

, 

ç ÿêî¿, ïåðåõîäÿ÷è äî íîðì, ìàºìî ñêàëÿðíó ð³âí³ñòü  

 + =2 2 22 1/2
1 2( ) ( ) ( )k ka t k U t U t( )  

 ˆ
1

1

0

(0) 01 12 ( )
( ) ( ) ( )

1 1 0 1
k

k
a t

Y t k k
A

−
−ρ   = ∆ ϕ   −   

. 

Îö³íþþ÷è íîðìó ñïðàâà, ïåðåõîäèìî äî íåð³âíîñò³  

 + ≤2 2 22 1/2
1 2( ) ( ) ( )k ka t k U t U t( )  

 ˆ1

0

(0) 0( )
( ) ( ) ( )

0 1
k

k
a t

Y t k k
A

−ρ ≤ ∆ ϕ 
 

. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (32), îòðèìóºìî äëÿ âñ³õ ∈ [0, ]t T  òàêó íå-
ð³âí³ñòü:  

 
/ ˆ−ρ + ≤ ∆ ϕ 

 
1 22 2 22 1

1 2
(0) 0

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
0 1

J k
k ka t k U t U t A k k( ) ,  (35) 

àáî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (33), – íåð³âí³ñòü  

 σ+ ≤ 2 2 22 1/2
1 2( ) ( ) ( ) 2 J

k ka t k U t U t CA k( ) .  (36) 

Îñê³ëüêè äëÿ âñ³õ âåêòîð³â 0k ≠  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü ≤ 22 2k k  ³ 
íåð³âíîñò³ 

 ≤ + 2 2 2 22 2
1 22

min

1( ) 2 ( ) ( ) ( )k k kk u t a t k U t U t
A

( ) ,  (37) 

 ≤ +
2

2 2 22
1 2( ) ( ) ( ) ( )k k k

d u t a t k U t U t
dt

,  (38) 

òî ïðè σ < −2 p  ç íåð³âíîñòåé (36)–(38) âèïëèâàþòü íåð³âíîñò³  
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σ σ − + σ σ≤ =   2 2 2 22 2 2 2 21 1 2

2 2
min min

1 1( ) 4 4J J
kk u t C A k C A k

A A
, 

 
σ − σ − + σ σ≤ =   

2
2 2 2 2 22 2 2 21 1 2( ) 2 2J J

k
dk u t C A k C A k
dt

. 

Îá÷èñëþþ÷è íîðìè ðîçâ’ÿçêó u  òà éîãî ïîõ³äíî¿ ∂ ∂/u t , îòðèìóºìî íå-

çàëåæí³ â³ä t  îö³íêè:  

 
σ

Ωσ
∈

≤ + ∑


2 2 2 2 2
0( ) 2

1 min \ 0

1( ) 4
p

p

J

k

u u t C A k
AH

{ }

, 

 
σ

Ωσ − ∈

∂ ≤ +
∂ ∑





1

2 2
2 2 2

0
( )1 \ 0

( ) 2
pp

J

k

u d u t C A k
t dtH { }

. 

Ç³ çá³æíîñò³ ðÿäó 2

\ 0pk

k
σ

∈
∑



{ }

 âèïëèâàþòü âêëþ÷åííÿ (34). ◊ 

Óìîâè (33) òåîðåìè 1 ïîâ’ÿçàí³ ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ϕ1  ³ ϕ2  íåëîêàëü-
íèõ óìîâ (2), òîìó äëÿ îäíèõ ïðàâèõ ÷àñòèí âîíè âèêîíóþòüñÿ, à äëÿ ³íøèõ 
íå âèêîíóþòüñÿ. Êð³ì òîãî, â óìîâàõ íåìàº ïðÿìî¿ çàëåæíîñò³ ÷èñëà σ  â³ä 
ãëàäêîñò³ öèõ ïðàâèõ ÷àñòèí. Äàë³ äëÿ âñòàíîâëåííÿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ (1), 
(2) ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ω( )pH  äîñë³äæóºìî, êîëè âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (33) 

â³äðàçó äëÿ âñ³õ ôóíêö³é ³ç ïåâíîãî ïðîñòîðó øêàëè Ω( )pH . 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ψ ( )j k , 1, 2, 3, 4j = , åëåìåíòè ìàòðèö³ ∆( )k , ∈ pk :  

 1 2
1 4 2 3

3 4

( ) ( )
( ) ,    det ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
k k

k k k k k k
k k

Ψ Ψ ∆ = ∆ = Ψ Ψ − Ψ Ψ Ψ Ψ 
,  (39) 

³ íåõàé 

 
1

1 2

3 4

( ) ( ) 1 1 1 1
( )

( ) ( )( ) ( ) (0) (0)
m m

k m
m mm m

k k
Y T

T Tk k

−Φ Φ     =     ρ −ρΦ Φ ρ −ρ     
, 

òîä³ âèêîíóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 1 2

3 41

( ) ( )
( )

( ) ( )

M
m m m m

m m m mm

a b k ka b
k

c d c d k k
=

Φ Φ     ∆ = +     Φ Φ     ∑ ,  

òîáòî  

 
= =

Ψ = + Φ + Φ∑ ∑1 1 3
1 1

( ) ( ) ( )
M M

m m m m
m m

k a a k b k , 

 
= =

Ψ = + Φ + Φ∑ ∑2 2 4
1 1

( ) ( ) ( )
M M

m m m m
m m

k b a k b k , 

 
= =

Ψ = + Φ + Φ∑ ∑3 1 3
1 1

( ) ( ) ( )
M M

m m m m
m m

k c c k d k , 

 Ψ = + Φ + Φ∑ ∑4 2 4
=1 =1

( ) ( ) ( )
M M

m m m m
m m

k d c k d k . 

ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà  

 
=

Φ = Φ Φ Φ Φ
 1 2 3 4

1, ,
( ) max 1,  ( ) ,  ( ) ,  ( ) ,  ( )m m m m

m M
k k k k k{ } ,  (40) 

òî äëÿ êîæíîãî 1,2,3, 4j =  ñïðàâäæóþòüñÿ íåð³âíîñò³ Ψ ≤ + Φ( ) (2 1) ( )j k M k . 

Íà ï³äñòàâ³ öèõ íåð³âíîñòåé âñòàíîâëþºìî, ùî ìîäóëü êîæíîãî åëåìåíòà 
âåêòîðà  
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ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ1 4 1 2 2 1 2 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) col ,  

det ( ) det ( )

k k k k k k k k
k k

k k
− Ψ ϕ − Ψ ϕ Ψ ϕ − Ψ ϕ ∆ ϕ =  ∆ ∆ 

, 

îö³íþºòüñÿ çâåðõó ÷èñëîì  

 
ˆ ˆ ˆ
1 2(2 1) ( ) ( ) ( ) (2 1) 2 ( ) ( )

det ( ) det ( )

M k k k M k k

k k

+ Φ ϕ + ϕ + Φ ϕ
≤

∆ ∆
( )

. 

Çâ³äñè âèïëèâàº òàêà îö³íêà äëÿ ë³âî¿ ÷àñòèíè íåð³âíîñò³ (33) ÷åðåç 
íîðìó ïðàâî¿ ÷àñòèíè ϕ̂( )k  óìîâ (7): 

 ˆ ˆ−ρ  ∆ ϕ ≤ + ϕ 
  ∆

Φ


1 0max ,1(0) 0
( ) ( ) (2 1) 2 ( )

0 1 1 det ( )
( )

k
A k

k k M k
k

k

{ }
. (41) 

5. Äîñë³äæåííÿ ìàëèõ çíàìåííèê³â. Íàñòóïíèì êðîêîì º âñòàíîâëåííÿ 

îö³íîê çíèçó äðîá³â 1 det ( ) ,
( )

pk k
k

∆ ∈
Φ

 , ÿê³ º ôóíêö³ÿìè ïàðàìåòð³â 

,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  m m m ma b c d a b c d , äå 1, ,m M=  . Äëÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðà 

 += ∈ 4( 1)
1 1 1 1( , , , , , , , , , , , , ) M

M M M Ma b c d a b c d a b c d O  

ïàðàìåòð³â âèõ³äíî¿ çàäà÷³, äå O  – îäèíè÷íèé êðóã ç öåíòðîì ó ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, òàêî¿ îö³íêè, âçàãàë³, íå ³ñíóº. ßêîþ á ìà-
ëîþ íå áóëà (íàïåðåä çàäàíà) ôóíêö³ÿ χ( )k , çíàéäåòüñÿ òàêèé âåêòîð ∈  

+∈ 4( 1)MO , ùî áåçë³÷ ðàç³â âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 1 det ( ) ( )
( )

k k
k

∆ < χ
Φ

. Òàê³ 

çíàìåííèêè ìàþòü íàçâó ìàëèõ çíàìåííèê³â. Âèð³øåííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ 
çíàìåííèê³â, òîáòî âñòàíîâëåííÿ äëÿ íèõ îö³íêè çíèçó, º çàäà÷åþ ìåòðè÷-
íî¿ òåîð³¿ ä³îôàíòîâèõ íàáëèæåíü, â îñíîâ³ ÿêî¿ çàêëàäåíî ìåòðè÷íèé ï³ä-
õ³ä äî ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷. 
 Ìàë³ çíàìåííèêè âèíèêàþòü ïðè äîñë³äæåíí³ ð³çíèõ çàäà÷ äëÿ äèôå-
ðåíö³àëüíèõ ³ äèôåðåíö³àëüíî-îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü, à òàêîæ çàäà÷ â ³íøèõ 
ãàëóçÿõ ìàòåìàòèêè [3]. Òàê³ çàäà÷³, ÿê ïðàâèëî, º íåêîðåêòíèìè (óìîâíî 
êîðåêòíèìè). 
 Äëÿ âñòàíîâëåííÿ îö³íîê çíèçó çíàìåííèê³â ó ôîðìóë³ (41) òàêîæ âè-

êîðèñòàºìî ìåòðè÷íèé ï³äõ³ä. Ïðè öüîìó íà ï³äìíîæèí³ Λ  ³ç +4( 1)MO  çàäà-

ºìî ì³ðó Λmes , ÿêà ³íäóêóºòüñÿ ì³ðîþ Ëåáå´à ó ïðîñòîð³ +8( 1)M . 

 Òåîðåìà 2. Íåõàé ∆det ( )k  ³ Φ( )k  âèçíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíî ôîðìóëàìè 
(39) ³ (40). Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíèõ ÷èñåë r p>  ³ 0 1< ε <  äëÿ âñ³õ âåêòîð³â 

+
ε∈ 4( 1) \MO B  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 
+

∆ ≥ ε
π 

min

1 0

max 2, (2 )
det (0)

6 max , 1J

T A

A C A

{ }
{ }

,  

³ äëÿ âñ³õ âåêòîð³â \ 0pk ∈  { }  – íåð³âí³ñòü  

 
1

1 det ( )
( ) r

k
k k C

ε∆ ≥
Φ  .  (42) 

Òóò εB  – äåÿêà ìíîæèíà ç ì³ðîþ Ëåáå´à mes Bε ≤ ε , ñòàëà 1C , ùî çàëå-

æèòü â³ä r , âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 

 −

∈

+ 
= π + 

π 
∑





8 min
1

0 \ 0

max 2, (2 )
2

6 max ,1 p

r
J

k

T A
C k

A A { }

{ }
{ }

. 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( )B k  ìíîæèíó òèõ âåêòîð³â 
+∈ 4( 1)MO , ÿê³ ïðè ô³êñîâàíîìó \ 0pk ∈  { }  çàäîâîëüíÿþòü îö³íêó, ïðîòè-

ëåæíó äî îö³íêè (42): 

 ∆ < ζ
Φ

21 det ( ) ( )
( )

k k
k

,  (43) 

äå ζ = ε 
1( ) rk C k( )/ . 

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó òàê³ âåêòîðè \ 0pk ∈  { } , äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ 

ð³âí³ñòü ( ) 1kΦ = . Òîä³ çã³äíî ç ôîðìóëîþ (39) îòðèìàºìî òàêó ôàêòîðèçà-
ö³þ:  

 4 1 2 3
4

1 1det ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

k k k k k
k k

∆ = Ψ Ψ − Ψ Ψ
Φ Ψ

.  (44) 

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó ÷èñåë ∈d O , äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 
= =

+ Φ + Φ < ζ∑ ∑2 4
1 1

( ) ( ) ( )
M M

m m m m
m m

d c k d k k   (45) 

ïðè ³íøèõ ô³êñîâàíèõ åëåìåíòàõ âåêòîðà +∈ 4( 1)MO . Öÿ ìíîæèíà º ÷àñòè-

íîþ êðóãà ðàä³óñà ζ( )k , òîìó ¿¿ ì³ðà ìåíøà, í³æ ïëîùà πζ2( )k  öüîãî êðóãà. 

²íòåãðóþ÷è çà âñ³ìà ³íøèìè çì³ííèìè ′  íà ìíîæèí³ +4 3MO , îòðèìóºìî 

îö³íêó +′ < π ζ4( 1) 2
0mes ( ) ( )MB k k , äå ′

0 ( )B k  – ìíîæèíà âåêòîð³â +∈ 4( 1)MO , 

äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (45). 
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó òèõ ÷èñåë a , äëÿ ÿêèõ ïðè ³íøèõ ô³êñîâàíèõ 

åëåìåíòàõ âåêòîðà + ′∈ 4( 1)
0\ ( )MO B k  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 + Φ + Φ − Ψ Ψ < ζ
Ψ1 1 1 3 2 3

4

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

a a k b k k k k
k

.  (46) 

Öÿ ìíîæèíà òàêîæ ìàº ì³ðó ìåíøó, í³æ ÷èñëî πζ2( )k , òîìó ìíîæèíà 

′′
0 ( )B k  òèõ + ′∈ 4( 1)

0\ ( )MO B k , äëÿ ÿêèõ âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (46), ìàº ì³-

ðó +′′ < π ζ4( 1) 2
0mes ( ) ( )MB k k . 

ßêùî 0 0( ) ( )B k B k′ ′′∉  , òî âèêîíóþòüñÿ ïðîòèëåæí³ äî íåð³âíîñòåé (45) 

³ (46) íåð³âíîñò³, à, îòæå, çã³äíî ç ôîðìóëîþ (44) íå âèêîíóºòüñÿ îö³íêà (43), 
òîìó 0 0 0( ) ( ) ( )B k B k B k′ ′′⊂   ³ ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 + + −< π ζ = π ε 4( 1) 2 4( 1)

1

1mes ( ) 2 ( ) 2M M rB k k k
C

.  (47) 

ßêùî ( ) ( )jmk kΦ = Φ , 1, ,m M=  , òî çàì³ñòü (44) âèêîðèñòîâóºìî òàê³ 

ôàêòîðèçàö³¿ ìàòðèö³ ∆
Φ

1 det ( )
( )jm

k
k

 ïðè 1,2,3, 4j =  â³äïîâ³äíî:  

 
Φ  Ω + ⋅ +Φ

Φ Φ   Ψ Ψ −   Ψ Ψ 

2
1

1
1 2

3 4
3 4

( )
( )1

det ( )
( ) ( )

( ) ( ) det
( ) ( )

m
m

mm
m m

k
k

d ak
k k

k k d
k k

, 

 
1 2

2
1

1 2
2

1 2

( ) ( )
( )

( )det
1 ( ) ( )

( ) det
( ) ( )

m
m m

m
m m

k a k
k

ka c
k k

k
k k

Ψ − Ψ  Ω Φ+ ⋅ +
Ψ Ψ   Φ    Φ Φ 

, 
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Φ  Ω + ⋅ +Φ

Φ Φ   Ψ Ψ −   Ψ Ψ 

4
3

3
3 4

3 4
3 4

( )
( )1

det ( )
( ) ( )

( ) ( ) det
( ) ( )

m
m

mm
m m

k
k

d bk
k k

k k d
k k

, 

 
1 2

4
3

1 2
4

3 4

( ) ( )
( )

( )det
1 ( ) ( )

( ) det
( ) ( )

m
m m

m
m m

k a k
k

ka d
k k

k
k k

Ψ − Ψ  Ω Φ+ ⋅ +
Ψ Ψ   Φ    Φ Φ 

, (48) 

äå  

 1 1 2 2
1

3 4

( ) ( ) ( ) ( )
( ) det

( ) ( )
m m m m

m

k a k k a k
k

k k

Ψ − Φ Ψ − Φ 
Ω =  Ψ Ψ 

, 

 1 2
2

3 1 4 2

( ) ( )
( ) det

( ) ( ) ( ) ( )m
m m m m

k k
k

k c k k c k

Ψ Ψ 
Ω =  Ψ − Φ Ψ − Φ 

, 

 1 3 2 4
3

3 4

( ) ( ) ( ) ( )
( ) det

( ) ( )
m m m m

m

k b k k b k
k

k k

Ψ − Φ Ψ − Φ 
Ω =  Ψ Ψ 

, 

 1 2
4

3 3 4 4

( ) ( )
( ) det

( ) ( ) ( ) ( )m
m m m m

k k
k

k d k k d k

Ψ Ψ 
Ω =  Ψ − Φ Ψ − Φ 

.  (49) 

Âèðàçè ï³ä çíàêîì ìîäóëÿ ó ôîðìóëàõ (48) º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè ñâî-
¿õ ïåðøèõ äîäàíê³â; âèçíà÷íèêè ó ôîðìóëàõ (49) º ë³í³éíèìè ôóíêö³ÿìè 
êîåô³ö³ºíò³â óìîâ (2). 

Ìíîæèíè, äëÿ åëåìåíò³â ÿêèõ âêàçàí³ ë³í³éí³ ôóíêö³¿ ó ôîðìóëàõ (48) 
³ (49) ìåíø³, í³æ ζ( )k , ìàþòü òàêó æ ì³ðó, ÿê ³ ó âèïàäêó ( ) 1kΦ = , òîáòî 

äëÿ âñ³õ âåêòîð³â \ 0pk ∈  { }  âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü (47). 

ßêùî 0k = , òî  

 = =

= =

=

     + + +          ∆ = + + + − 
  

+ + 
 

∑ ∑
∑ ∑

∑
1 1

1 1

1

( )

det (0) ( )

( )

M M

j j j jM M
j j

j j j j M
j j

j j j
j

c c b a T b

d c T d a a

d c T d

. 

Íåð³âí³ñòü  

 
=

+ + < ζ∑
1

( ) (0)
M

j j j
j

d c T d , äå 
+ ζ = ε 

 π 
1/2

min

1 0

max 2, (2 )
(0)

6 max ,1J

T A

A C A

{ }
{ }

,  

âèêîíóºòüñÿ íà ï³äìíîæèí³ ′(0)B  ìíîæèíè +4( 1)MO , ì³ðà ÿêî¿ mes (0)B′ <  
+< π ζ4( 1) 2 (0)M , à íåð³âí³ñòü 

 = =

=

=

   + + +   
   

+ − < ζ
+ +

∑ ∑
∑

∑
1 1

1

1

( )

(0)

( )

M M

j j j jM
j j

j M
j

j j j
j

c c b a T b

a a

d c T d

 

âèêîíóºòüñÿ íà ìíîæèí³ +′′ ⊂ 4( 1)(0) MB O , ì³ðà ÿêî¿ +′′ < π ζ4( 1) 2mes (0) (0)MB . 

Òîáòî íà ìíîæèí³ + + ′ ′′= 4( 1) 4( 1)\ (0) \ (0) (0)M MO B O B B( ) , äå <mes (0)B  
+< π ζ4( 1) 22 (0)M , âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 ∆ ≥ ζ2det (0) (0) . 
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Íà ìíîæèí³ +4( 1) \ ( )MO B k  ôóíêö³ÿ 1 ( )
( )

k
k

∆
Φ

 âåêòîðà   çàäîâîëüíÿº 

óìîâó (42) äëÿ ô³êñîâàíîãî íåíóëüîâîãî ö³ëî÷èñëîâîãî âåêòîðà k , à íà ìíî-

æèí³ 4( 1) 4( 1)\ ( ) \ , ( )
p p

M M

k k
O B k O B B B k+ +

ε ε
∈ ∈

= =
 
 ( ) , äå 

 mes mes ( )
pk

B B kε
∈

≤ <∑


 

 −

∈

+ ε< π + = ε 
π 

∑





8 min

1 0 \ 0

max 2, (2 )
2

6 max , 1
r

J
pk

T A
k

C A A
{ }

{ }
{ }

, 

îö³íêà (42) âèêîíóºòüñÿ äëÿ âñ³õ íåíóëüîâèõ ö³ëî÷èñëîâèõ âåêòîð³â k . ◊ 
Òåïåð ³ç îòðèìàíî¿ íåð³âíîñò³ (42) ³ ôîðìóëè (41) ìàºìî íåð³âí³ñòü  

 ˆ ˆ− +ρ  ∆ ϕ ≤ π ϕ  ε 
1 1

1 0
(0) 0 1( ) ( ) 6 2 max ,1 ( )
0 1

rk k k C A k k{ } ,  (50) 

ÿêó çàñòîñóºìî ïðè äîâåäåíí³ íàñòóïíî¿ òåîðåìè. 

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïàðè ÷èñåë r p>  ³ 0 1< ε <  ³ñíóº ìíîæèíà 
+

ε ⊂ 4( 1)MB O , ì³ðà ÿêî¿ εmes B  ìåíøà, í³æ ε , òàêà, ùî äëÿ âñ³õ ôóíêö³é 

+ +ϕ ∈ Ω ϕ ∈ Ω1 1 2 1( ), ( )r p r pH H  ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ( , )u u t x=  çàäà÷³ (1), 

(2), ïðè÷îìó 1 0( , ) ( ),  ( , ) ( )p pu t u t
t

∂⋅ ∈ Ω ⋅ ∈ Ω
∂

H H  äëÿ âñ³õ âåêòîð³â   ³ç 

ìíîæèíè +
ε

4( 1) \MO B  ³ âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

 
1 12( ) ( )

1( , )
p r p

u t C
+Ω Ω⋅ ≤ ϕ

εH H ,  (51) 

 
1

0
3 ( )

( )

1( , )
r p

p

u t C
t + Ω

Ω

∂ ⋅ ≤ ϕ
∂ ε H

H
,  (52) 

äå 2 3 min 3 1 02 / , 12 max ,1JC C A C A C A= = π  { } , J  – ö³ëà ÷àñòèíà ÷èñëà 

( 1)/2+ , 1−  – ÷èñëî çì³í çíàêó ôóíêö³¿ ′( )a t  íà ïðîì³æêó [0, ]T , 

max min/A A A= , max
[0, ]

max ( )
t T

A a t
∈

= , min
[0, ]

min ( )
t T

A a t
∈

= . 

Ä î â å ä å í í ÿ. ²ç íåð³âíîñò³ (35) ³ íåð³âíîñò³ (50), ÿêà âèêîíóºòüñÿ 

äëÿ âñ³õ âåêòîð³â ìíîæèíè +
ε

4( 1) \MO B , äëÿ êîæíîãî âåêòîðà \ 0pk ∈  { }  

âèïëèâàº íåð³âí³ñòü 

 / ˆ++ ≤ π ϕ
ε

2 2 22 1 2 1
1 2 1 0

1( ) ( ) ( ) 12 max ,1 ( )J r
k ka t k U t U t A C A k k{ }( ) . 

Òàêó íåð³âí³ñòü ðàçîì ³ç íåð³âíîñòÿìè (37) ³ (38) âèêîðèñòîâóºìî äëÿ 
îòðèìàííÿ íàñòóïíèõ íåð³âíîñòåé:  

 ˆ+≤ π ϕ
ε

  222 2 2 2 2 2 2
1 02 2

min

1( ) 288 max ,1 ( )J r
kk u t A C A k k

A
{ }( ) , 

 ˆ+≤ π ϕ
ε


2

22 2 2 2 2 2
1 02

1( ) 144 max ,1 ( )J r
k

d u t A C A k k
dt

{ }( ) . 

Ö³ íåð³âíîñò³ âèêîíóþòüñÿ òàêîæ ïðè 0k = . Ä³éñíî, ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü 
(8) îòðèìóºìî âåêòîð  

 
ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ

1 1 1 1 1 21

1 2 1 1

( ) (0) ( ) (0)1(0) (0)
det (0) ( ) (0) ( ) (0)

d d c T b b a T

a a c c
− + + ϕ − + + ϕ 

∆ ϕ =  ∆ + ϕ − + ϕ 
, 
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êîìïîíåíòè ÿêîãî îö³íþþòüñÿ çâåðõó ÷èñëîì ˆ12(2 ) (0)
det (0)

T+ ϕ
∆

, òîá-

òî ˆ ˆ ˆ−∆ ϕ ≤ + ϕ = + ϕ
∆ ζ

1 1 1(0) (0) 2(2 ) (0) 2(2 ) (0)
det (0) (0)

T T , à òàêîæ äëÿ 

âñ³õ ∈ [0, ]t T  âèêîíóºòüñÿ îö³íêà  

 ˆ  ≤ + ζ + ϕ 
 

2
22 2 2

0 0max ( ) ,  ( ) 2(2 ) (0) (2 ) (0)du t u t T T
dt

( ) . 

Ç ö³º¿ îö³íêè ìàºìî øóêàí³ íåð³âíîñò³. 
Çà óìîâàìè òåîðåìè ôóíêö³¿ 1 1 2 1( ), ( )r p r p+ +ϕ ∈ Ω ϕ ∈ ΩH H , òîìó â³äïî-

â³äí³ ðÿäè äëÿ ðîçâ’ÿçêó 22 ( )k
pk

k u t
∈
∑


  ³ éîãî ïîõ³äíî¿ 
2

( )
p

k
k

d u t
dt

∈
∑


 º 

çá³æíèìè äëÿ âñ³õ ÷èñåë ∈ [0, ]t T  ðàçîì ³ç ðÿäîì ˆ 22 2 ( )
p

r

k

k k+

∈

ϕ∑


 . 

Öå îçíà÷àº, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) äëÿ âñ³õ ∈ [0, ]t T  ïðèéìàº çíà-

÷åííÿ ó ïðîñòîð³ Ω1( )pH , à éîãî ïîõ³äíà çà t  – ó ïðîñòîð³ Ω0 ( )pH , ³ âèêî-

íóþòüñÿ îö³íêè  

 
1 1

2 22 2 2 2
1 0( ) ( )2 2

min

1( , ) 288 max ,1)
p r p

Ju t A C A
A +Ω Ω⋅ ≤ π ϕ

εH H
 ( { }) , 

 
+ Ω

Ω

∂ ⋅ ≤ π ϕ
∂ ε


1

0

2
22 2 2 2

1 0 ( )2
( )

1( , ) 144 max ,1
r p

p

Ju t A C A
t H

H
( { }) , 

ÿê³ åêâ³âàëåíòí³ øóêàíèì îö³íêàì (51), (52). ◊ 
Íàñë³äîê 5. Íåõàé ôóíêö³¿ 1 2( ), ( ),r q p r q p q+ +ϕ ∈ Ω ϕ ∈ Ω ∈H H  , ³ âè-

êîíóþòüñÿ âñ³ ³íø³ óìîâè òåîðåìè 3. Òîä³ ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê 

( , )u u t x=  çàäà÷³ (1), (2), ïðè÷îìó 1( , ) ( ), ( , ) ( )q p q pu t u t
t −

∂⋅ ∈ Ω ⋅ ∈ Ω
∂

H H  äëÿ 

âñ³õ âåêòîð³â ìíîæèíè +
ε

4( 1) \MO B  ³ âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³  

Ω Ω+
⋅ ≤ ϕ

ε 2( ) ( )
1( , )

p pq r q
u t CH H , 

3 ( )
( )1

1( , )
p

p
r q

q

u t C
t Ω+Ω−

∂ ⋅ ≤ ϕ
∂ ε H

H
. 

Íàñë³äîê 6. Äëÿ ðîçâ’ÿçêó ( , )u u t x=  çàäà÷³ (1), (2) ñïðàâäæóºòüñÿ òà-
êîæ îö³íêà 

 2
3 ( )( )1 ( )1

1( ) ( , ) ( , )
pp p

r qq q

a t u t u t C
t ΩΩ +− Ω−

∂∆ ⋅ + ⋅ ≤ ϕ
∂ ε HH H

, 

äå îïåðàòîð ∆  íà ôóíêö³¿ ˆ ( )
p

ikx

k

k e
∈

η = η∑


 âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 

 ˆ ( )
p

ikx

k

i k k e
∈

∆ η = η∑


. 

Çàóâàæåííÿ 2. Çà óìîâ òåîðåìè 3 ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) ³ñíóº íå ëè-

øå â îáëàñò³ +
ε

4( 1)\MO B , àëå é ó øèðø³é îáëàñò³ +4( 1)\MO B , äå mes 0B = , 

ïðîòå äëÿ âåêòîðà \B Bε∈  âçàãàë³ íå âèêîíóþòüñÿ îö³íêè (51), (52), à 

âèêîíóþòüñÿ ñëàáø³ (çàëåæí³ â³ä  ) îö³íêè 
1 14( ) ( )( , )

p r p
u t C

+Ω Ω⋅ ≤ ϕH H , 

1
0

5 ( )
( )

( , )
r p

p

u t C
t + Ω

Ω

∂ ⋅ ≤ ϕ
∂ H

H
, äå ñòàë³ 4C  ³ 5C  íå çàëåæàòü â³ä âåêòî-

ðà k , àëå çàëåæàòü â³ä âåêòîðà   ³ º íåîáìåæåíèìè íà ìíîæèí³ ε \B B .  
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6. Âèñíîâêè. Áàãàòîòî÷êîâà íåëîêàëüíà çàäà÷à (1), (2) äëÿ ð³âíÿííÿ êî-
ëèâàííÿ ñòðóíè ç³ çì³ííèì êîåô³ö³ºíòîì ðîçâ’ÿçíà ó ïðîñòîðàõ Ñîáîëºâà 
ñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó, ÿê ³ ó âèïàäêó ñòàëîãî êîåô³ö³ºíòà. Öå ïîÿñíþºòüñÿ 
ñòðîãîþ ã³ïåðáîë³÷í³ñòþ ð³âíÿííÿ (âëàñí³ çíà÷åííÿ ρk  ³ k− ρ , äå kρ =  

( ) 0i k a t= ≠  ïðè ≠ 0k ), à, îòæå, ³ñíóâàííÿì çàì³íè ç âèêîðèñòàííÿì ìàò-
ðèöü ³ç âëàñíèõ âåêòîð³â, ÿê³ º íåâèðîäæåíèìè òà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³-
éîâíèìè çà çì³ííîþ t  ìàòðèöÿìè. Çà äîïîìîãîþ òàêî¿ çàì³íè ñèñòåìà äè-
ôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (6) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
(9). Öÿ çàì³íà íåçàñòîñîâíà ó âèïàäêó íåñòðîãî ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ó 
çâ’ÿçêó ç âèðîäæåííÿì â³äïîâ³äíèõ ìàòðèöü. Ó âèïàäêó íåã³ïåðáîë³÷íîãî 
ð³âíÿííÿ îö³íêè â³äïîâ³äíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ìàòðèöü ìîæóòü áóòè åêñïî-
íåíö³àëüíîãî òèïó, òîìó ðîçâ’ÿçêè áàãàòîòî÷êîâèõ íåëîêàëüíèõ çàäà÷ äëÿ 
òàêèõ ð³âíÿíü âçàãàë³ íå íàëåæàòü äî øêàëè ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà. 

Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ô³íàíñîâ³é ï³äòðèìö³ Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåíòàëü-
íèõ äîñë³äæåíü Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè (Ïðîåêò ¹ 14.1/017). 
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ГРАНИЧНАЯ ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМИ МНОГОТОЧЕЧНЫМИ 
УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  
 
Â îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì îòðåçêà [0, ]T  è p -ìåðíîãî 

òîðà Ωp , èññëåäîâàíà íåëîêàëüíàÿ çàäà÷à ñ îáùèìè ëèíåéíûìè ìíîãîòî÷å÷íûìè 

óñëîâèÿìè äëÿ ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî (âîëíîâîãî) óðàâíåíèÿ = ∆2 ( )ttu a t u . Çàäà-

÷à ÿâëÿåòñÿ íåêîððåêòíîé â ñìûñëå Àäàìàðà è ñâÿçàíà ñ ïðîáëåìîé ìàëûõ çíà-
ìåíàòåëåé. Ñ ïîìîùüþ ìåòðè÷åñêîãî ïîäõîäà äîêàçàíà òåîðåìà îá îöåíêàõ ñíèçó 
ìàëûõ çíàìåíàòåëåé. Íà îñíîâàíèè òàêèõ îöåíîê ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâà-
íèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâàõ Ñîáîëåâà ïåðèîäè÷åñêèõ 
ïî ïåðåìåííûì 1 , , px x  ôóíêöèé. 

 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM WITH NON-LOCAL MULTIPOINT  
CONDITIONS FOR HYPERBOLIC EQUATION 
 
A nonlocal problem with general linear multipoint conditions for a strongly hyperbolic 

(wave) equation = ∆2 ( )ttu a t u , in Cartesian product of time interval [0, ]T  and spatial 

p -dimensional torus Ωp  is investigated. This problem is Hadamard ill-posed and con-

nected with the small denominators problem. On the base of metric approach the theo-
rem of estimations from below of small denominators is proved. By these estimations 
the existence and uniqueness conditions for solution of the problem in Sobolev spaces of 
periodical functions with respect to variables 1 , , px x  have been obtained. 
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