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ПРО НЕОСЦИЛЯЦІЙНІ РОЗВ’ЯЗКИ РІВНЯНЬ МАТІССОНА 
 

Ïðè äîñë³äæåíí³ ìîæëèâèõ âïëèâ³â ñï³íó ïðîáíî¿ ÷àñòêè íà ¿¿ ðóõ ó ãðàâ³òà-
ö³éíîìó ïîë³ âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ º âèä³ëåííÿ ñåðåä ìíîæèíè ðîçâ’ÿçê³â ð³â-
íÿíü Ìàò³ññîíà òàêèõ, ùî ìàþòü íåîñöèëÿö³éíèé õàðàêòåð, íà â³äì³íó â³ä 
ðîçâ’ÿçê³â òàê çâàíîãî âàéñåíãîô³âñüêîãî òèïó. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿ-
çàííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè, ÿêèé ðåàë³çîâàíî ó âèïàäêó åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ÷àñò-
êè ó ïîë³ Øâàðöøèëüäà. Äëÿ öüîãî òî÷í³ ð³âíÿííÿ Ìàò³ññîíà ç éîãî æ äîïîâ-
íÿëüíîþ óìîâîþ çàïèñàíî ó âèãëÿä³ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ùî ì³ñòèòü ³íòåãðàëè 
åíåðã³¿ ³ êóòîâîãî ìîìåíòó ÿê ïàðàìåòðè. Ïîêàçàíî, ùî ðîçãëÿä öèõ ð³âíÿíü 
ó íàáëèæåíí³, ë³í³éíîìó çà ïî÷àòêîâèìè çì³ùåííÿìè, äàº çìîãó â³äøóêàòè 
ò³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â, ÿê³ ïðè ô³êñîâàíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ êîîð-
äèíàò ³ øâèäêîñò³ ÷àñòêè âëàñòèâ³ ñàìå íåîñöèëÿö³éíèì ðîçâ’ÿçêàì. 

 
Âñòóï ³ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ð³âíÿííÿ äëÿ îïèñó ïîâåä³íêè ïðîáíîãî 

ò³ëà (÷àñòêè) ç âíóòð³øí³ì îáåðòàííÿì (ñï³íîì) ó ãðàâ³òàö³éíîìó ïîë³ â 
ðàìêàõ çàãàëüíî¿ òåîð³¿ â³äíîñíîñò³ âèâ³â Ì. Ìàò³ññîí [3]: 
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Òóò uλ  – 4-øâèäê³ñòü ÷àñòêè; Sµν  – òåíçîð ñï³íó; m , D ds/  – â³äïîâ³äíî 

ìàñà é êîâàð³àíòíà ïîõ³äíà çà âëàñíèì ÷àñîì s  ÷àñòêè; Rλ
πρσ  – òåíçîð Ð³-

ìàíà êðèâèíè ïðîñòîðó-÷àñó. (Ó ñòàòò³ âèêîðèñòîâóºìî ñèñòåìó îäèíèöü, ó 
ÿê³é øâèäê³ñòü ñâ³òëà ó âàêóóì³ òà ãðàâ³òàö³éíà ñòàëà ÷èñåëüíî äîð³âíþ-
þòü îäèíèö³. Ãðåöüê³ ³íäåêñè íàáóâàþòü çíà÷åíü â³ä 1 äî 4; ëàòèíñüê³ – â³ä 
1 äî 3; ñèãíàòóðà -, -, -, +.) Ð³âíÿííÿ (1), (2) ñóïðîâîäæóâàëèñü ó [3] äîïîâ-
íÿëüíîþ óìîâîþ  

 0vS uµν = . (3) 
 Â³äîìî, ùî â ïðîñòîð³ Ì³íêîâñüêîãî ð³âíÿííÿ Ìàò³ññîíà (1)–(3) ìàþòü 
(äîäàòêîâî äî çâè÷àéíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî îïèñóþòü ñâ³òîâ³ ë³í³¿ ó âèãëÿä³ 
ïðÿìèõ) ñ³ì’þ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ îïèñóþòü îñöèëÿö³éí³ ñâ³òîâ³ ë³í³¿. Ó ë³òåðàòó-
ð³ ö³ ðîçâ’ÿçêè â³äîì³ ÿê îðá³òè Âàéñåíãîôà [4]. Õ. Ìåëëåð íàÿâí³ñòü òàêèõ 
îðá³ò ïîâ’ÿçóâàâ ç òèì, ùî â ñïåö³àëüí³é òåîð³¿ â³äíîñíîñò³ ðîçòàøóâàííÿ 
öåíòðà ìàñè ò³ëà, ÿêå îáåðòàºòüñÿ, çàëåæèòü â³ä ñèñòåìè â³äë³êó, à óìîâà 
(3) º ñï³ëüíîþ äëÿ òàê çâàíèõ âëàñíîãî ³ íåâëàñíèõ öåíòð³â ìàñè [6]. Çâè-
÷àéí³ ðîçâ’ÿçêè îïèñóþòü ðóõ âëàñíîãî öåíòðà ìàñè, òîä³ ÿê îñöèëÿö³éí³ 
ðîçâ’ÿçêè – ðóõè ñ³ì’¿ íåâëàñíèõ öåíòð³â ìàñè. 
 Ïîâòîðíî ð³âíÿííÿ (1), (2) âèâ³â À. Ïàïàïåòðó [7], çàñòîñóâàâøè ¿õ äëÿ 
êîíêðåòíèõ îö³íîê âïëèâó ñï³íó íà òðàºêòîð³þ ÷àñòêè â ïîë³ Øâàðöøèëüäà 
çà íåêîâàð³àíòíî¿ óìîâè 

 4 0iS = . (4) 

 Ùîá óíèêíóòè çàéâèõ ðîçâ’ÿçê³â ó ð³âíÿííÿõ (1), (2), Â. Òóëü÷èºâ ³ 
Â. Ä³êñîí ââåëè êîâàð³àíòíó óìîâó [1, 11] 

 0vS Pµν = , (5) 
äå 

 DSP mu u
ds

νµ
ν ν

µ= +  (6) 

º 4-³ìïóëüñîì ÷àñòêè. Íà â³äì³íó â³ä ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) (ÿêå ÷àñòî íàçèâà-
þòü óìîâîþ Ï³ðàí³ [8]), óìîâà Òóëü÷èºâà – Ä³êñîíà (5) âèä³ëÿº ºäèíó ñâ³òî-
âó ë³í³þ ïðîáíî¿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì ó ãðàâ³òàö³éíîìó ïîë³. Òîáòî ð³âíÿííÿ (1), 
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(2) çà óìîâè (5) íå ìàþòü îñöèëÿö³éíèõ ðîçâ’ÿçê³â âàéñåíãîô³âñüêîãî òèïó. 
Îäíàê ïîñòàº çàïèòàííÿ: ÷è öÿ ñâ³òîâà ë³í³ÿ áëèçüêà äî çâè÷àéíî¿ (íåîñöè-
ëÿö³éíî¿) ë³í³¿ ð³âíÿíü (1), (2) çà óìîâè (3), íàïðèêëàä, ó ïîë³ Øâàðöøèëü-
äà? Â³äïîâ³äü íà öå çàïèòàííÿ ïðîñòà, ÿêùî ñïðàâäæóºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 DSm u u
ds

νµ
ν

µ≥ , (7) 

îñê³ëüêè â öüîìó âèïàäêó óìîâà (5) ïðàêòè÷íî çá³ãàºòüñÿ ç (3). Íàïðèêëàä, 
ö³ óìîâè åêâ³âàëåíòí³ ó ïîñò-íüþòîí³âñüêîìó íàáëèæåíí³ [2]. Îäíàê íå âè-
êëþ÷åíà ³íøà ñèòóàö³ÿ äëÿ øâèäêèõ ðóõ³â ÷àñòêè ç³ ñï³íîì ³ç çíà÷åííÿì 

ôàêòîðà Ëîðåíöà, ùî çíà÷íî ïåðåâèùóº 1. Òîä³ uν  ïðîïîðö³éíå äî γ  ³ ÷ëåí 

DS dsνµ/  â (7) çàëåæèòü â³ä uν  òà γ . Ïðèðîäíî, ùî öåé âèïàäîê âèìàãàº 
äåòàëüíîãî äîñë³äæåííÿ. 
 Çàçíà÷èìî, ùî ñàìå óìîâà (3) áóëà âèâåäåíà ó íèçö³ ïðàöü ð³çíèìè ìå-
òîäàìè é ìîæíà ïîãîäèòèñü ³ç âèñíîâêîì, ùî âîíà «… ïðèðîäíî âèíèêàº ó 
ïðîöåñ³ äîâåäåííÿ» [10]. Òîáòî óìîâà (3) º íåîáõ³äíîþ, õî÷à ÷àñòî ç âèñîêîþ 
òî÷í³ñòþ ¿¿ ìîæíà çàì³íèòè óìîâîþ (5). 
 Ó öåíòð³ óâàãè íàøèõ äîñë³äæåíü º ð³âíÿííÿ Ìàò³ññîíà (1)–(3) é îñíîâ-
íà ìåòà ïîëÿãàº ó âèâ÷åíí³ ñàìå íåîñöèëÿö³éíèõ ðîçâ’ÿçê³â ó âèïàäêó 
øâèäêèõ ðóõ³â ÷àñòêè ç³ ñï³íîì ó ïîë³ Øâàðöøèëüäà. 
 Ï³äêðåñëèìî, ùî ³íôîðìàö³ÿ ïðî âñ³ ìîæëèâ³ òèïè ðóõ³â ÷àñòîê ç³ ñï³-
íîì ó ãðàâ³òàö³éíîìó ïîë³ º âàæëèâîþ â àñòðîô³çèö³ äëÿ ïîãëèáëåíîãî âè-
â÷åííÿ ïðîöåñ³â ãðàâ³òàö³éíîãî êîëàïñó òà ³íøèõ àñòðîô³çè÷íèõ ÿâèù. 
 Ð³âíÿííÿ Ìàò³ññîíà äëÿ åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ó ïîë³ Øâàðöøèëüäà. 
Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ (1)–(3) äëÿ ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà â ñòàíäàðòíèõ êî-

îðäèíàòàõ 1x r= , 2x = θ , 3x = ϕ , 4x t=  äëÿ åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ÷àñòêè 

ç³ ñï³íîì, îðòîãîíàëüíèì äî ïëîùèíè ðóõó 2θ = π/  . Òîä³ íåíóëüîâèìè º òà-
ê³ êîìïîíåíòè ìåòðè÷íîãî òåíçîðà: 
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2
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2 21 ,         ,      1M Mg g g r g
r r

−
 = − = = − = − 
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, (8) 

äå M  – ìàñà äæåðåëà ïîëÿ. Ç îãëÿäó íà ñèìåòð³þ ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà 
ð³âíÿííÿ (1), (2) ìàþòü ³íòåãðàëè åíåðã³¿ E  ³ êóòîâîãî ìîìåíòó L , ÿê³ äëÿ 
åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ìàþòü âèãëÿä [5] 
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 Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ð³âíÿííÿ (1) ³ (2) ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ. Îäíàê äëÿ 
åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ð³âíÿííÿ (2) ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè îêðåìî â³ä (1). Ñïðàâä³, 
âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ³ (8), ç ð³âíÿíü (2) îòðèìóºìî âñ³ íåíóëüîâ³ 

êîìïîíåíòè Sµν : 

 13 31 14 414 0 3 0,         
u S u S

S S S S
r r

= − = − = − = ,  

 34 43 1 0u S
S S

r
= − = − , (10) 

äå 0S  º ñòàëîþ ñï³íó, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 2
0

1
2

S S Sµν= µν . (11) 

 Ðîçãëÿíåìî òåïåð ð³âíÿííÿ (1). Â³äîìî, ùî, âçàãàë³ êàæó÷è, ð³âíÿííÿ 

(1) çà óìîâè (3) ì³ñòÿòü äðóã³ ïîõ³äí³ â³ä uµ  çà âëàñíèì ÷àñîì s . Îäíàê ó 
âèïàäêó ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà çàâäÿêè íàÿâíîñò³ ³íòåãðàë³â E  ³ L  º 
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ìîæëèâ³ñòü çíèçèòè ïîðÿäîê äèôåðåíö³þâàííÿ çã³äíî ç³ ñòàíäàðòíîþ ïðî-
öåäóðîþ òåîð³¿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è (8)–(10) ³ ñï³â-

â³äíîøåííÿ u uµ
µ , îòðèìóºìî ç ð³âíÿíü (1) äâà íåòðèâ³àëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ 

( )r s  ³ ( )sϕ : 
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2
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32 1r M rEr r
r r S
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 

    
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

/

, (12) 
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ϕ ϕ + ϕ    ϕ = − + − + + − + ϕ        
    

/

, (13) 

äå êðàïêà íàä áóêâîþ ïîçíà÷àº çâè÷àéíå äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÷àñîì s .  
Îòæå, ð³âíÿííÿ (12), (13) íå ì³ñòÿòü òðåò³õ ïîõ³äíèõ â³ä êîîðäèíàò. Îä-

íàê ó íèõ íàÿâí³ âåëè÷èíè E  ³ L  ÿê ïàðàìåòðè, ùî íå âèçíà÷àþòüñÿ ïî-

÷àòêîâèìè çíà÷åííÿìè ëèøå r , ϕ , 1r u≡ , 3uϕ ≡ . (Çã³äíî ç (9) äëÿ âèçíà-

÷åííÿ E  ³ L  íåîáõ³äíî çàäàòè äðóãó ïîõ³äíó â³ä êîîðäèíàò). Òîáòî ð³âíÿí-
íÿ (12), (13), ÿê ³ ïî÷àòêîâ³ ð³âíÿííÿ Ìàò³ññîíà (1), îïèñóþòü ðóõè ÿê âëàñ-
íîãî, òàê ³ íåâëàñíèõ öåíòð³â ìàñè. ²íøèìè ñëîâàìè, ð³âíÿííÿ (12), (13) ì³ñ-
òÿòü íåîñöèëÿö³éí³ òà îñöèëÿö³éí³ ðîçâ’ÿçêè. Ó öüîìó çâ’ÿçêó âàæëèâèì º 
ïèòàííÿ: ÿê³ çíà÷åííÿ E  ³ L  â³äïîâ³äàþòü ñàìå âëàñíîìó öåíòðó ìàñè ïðè 
äîâ³ëüíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åííÿõ r , ϕ , r , ϕ  äëÿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì? Â³äïî-
â³ñòè íà öå ïèòàííÿ ëåãêî, ÿêùî ðóõ òàêî¿ ÷àñòêè áëèçüêèé äî ãåîäåçè÷íî-
ãî: òîä³ íàáëèæåíî 4E mu=  ³ 3L mu= − , òîáòî ñïðàâäæóþòüñÿ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ äëÿ ãåîäåçè÷íèõ ðóõ³â. Îäíàê â³äñóòí³ îá´ðóíòóâàííÿ, ùî ñâ³òîâà ë³-
í³ÿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì áëèçüêà äî â³äïîâ³äíî¿ ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿ äëÿ âñ³õ ô³çè÷-
íî äîïóñòèìèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü r , ϕ , r , ϕ . Íàâïàêè, íàø³ äîñë³äæåííÿ 
ãðàâ³òàö³éíî¿ ñï³í-îðá³òàëüíî¿ âçàºìîä³¿ â ïîë³ Øâàðöøèëüäà [9] âêàçóþòü 
íà òå, ùî â öüîìó êîíòåêñò³ îñîáëèâî óâàæíî ñë³ä ðîçãëÿíóòè øâèäê³ ðóõè.  
 Äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü çðó÷íî çàïèñàòè ð³âíÿííÿ (12), (13) ó òåðì³-
íàõ áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí 

 0,      ,      ,      ,      
Sds dr rY Z M

M ds ds M mM
ϕτ ≡ ≡ ≡ ρ ≡ ε ≡ . (14) 

(Ó ïîäàëüøîìó ïîêëàäàºìî 0ε >  áåç âòðàòè çàãàëüíîñò³.) Òîä³ çã³äíî ç (12), 
(13) ìàºìî ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó 
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3 1 21 2 1 (1 )dY Y Z Z Y Z
d

ν      = + ρ − + − µ ρ + + − + ρ      τ ρ ρ ρ ρ      ρ

/

, (15) 
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2
1 3dZ YZ ZZ Z

d Y
ρ    = + + − − µ +   τ ρ ρ   ρ
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2 2 21 1 21 (1 )Z Y Z
Y

    + + ν + − + ρ    ρ ε ρ    

/

, (16) 

 
d

Y
d

ρ =
τ

, (17) 

 
d

Z
d

ϕ =
τ

, (18) 

äå 

 
0 0

,         ME L
S S

µ ≡ ν ≡ . (19) 

Äëÿ êîðåêòíîãî àíàë³çó ô³çè÷íèõ íàñë³äê³â ð³âíÿíü (15)–(18) íåîáõ³äíî 
âðàõîâóâàòè óìîâó Âîëäà äëÿ ïðîáíî¿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì [12] 

 0 1
S

mM
ε ≡  . (20) 
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Îñê³ëüêè ó ïîäàëüøîìó áóäåìî ïîð³âíþâàòè ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü (15)–
(18) ³ç ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿíü ãåîäåçè÷íèõ ë³í³é äëÿ ìåòðèêè Øâàðöøèëüäà, 
çàïèøåìî ¿õ ó âèïàäêó åêâàòîð³àëüíèõ ðóõ³â ó êîîðäèíàòàõ r , ϕ : 

  = ϕ − − 
 

 2
2

31 M Mr r
r r

, (21) 

 2 r
r

ϕ = − ϕ  . (22) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (14), ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (21), (22) ó âè-
ãëÿä³ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

  = ρ − − τ ρ  ρ
2

2
3 11dY Z

d
, (23) 

 2dZ YZ
d

= −
τ ρ

, (24) 

 
d

Y
d

ρ =
τ

, (25) 

 
d

Z
d

ϕ =
τ

. (26) 

Òðèâ³àëüí³ ð³âíÿííÿ (17), (18) çá³ãàþòüñÿ ç (25), (26), òîä³ ÿê ð³âíÿííÿ 
(15), (16) ³ (23), (24) ñóòòºâî â³äð³çíÿþòüñÿ. ßê ³ ð³âíÿííÿ (12), (13), ïåðø³ äâà 
ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (15)–(18) ì³ñòÿòü ñòàë³ åíåðã³¿ òà êóòîâîãî ìîìåíòó. Çã³äíî 
³ç çàçíà÷åíèì âèùå, ð³çí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â µ  ³ ν  â (15), (16) ïðè ô³êñî-

âàíèõ çíà÷åííÿõ Y , Z , ρ  â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì öåíòðàì ìàñè, à ñàìå, ºäè-
íîìó âëàñíîìó öåíòðó òà ìíîæèí³ íåâëàñíèõ öåíòð³â ìàñè. 
 Çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â µ  ³ ν  äëÿ âëàñíîãî öåíòðà ìàñè. Ïðàâ³ ÷àñ-
òèíè ð³âíÿíü (15), (16) íàäòî ñêëàäí³ äëÿ ¿õ äîñë³äæåíü ó çàãàëüíîìó âèïàä-
êó. Îäíàê a priori íå ìîæíà âèêëþ÷àòè ìîæëèâ³ñòü âèÿâëåííÿ ñóòòºâî¿ ð³ç-
íèö³ ì³æ ðóõàìè âëàñíîãî òà íåâëàñíèõ öåíòð³â ìàñè óæå íà ìàëîìó ÷àñî-
âîìó ³íòåðâàë³ â³ä ïî÷àòêó ðóõó ÷àñòêè, à ñàìå, êîëè â³äõèëåííÿ âåëè÷èí 
Y , Z , ρ , ϕ  â³ä ¿õ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü 0Y , 0Z , 0ρ , 0ϕ  ðîçãëÿäàþòüñÿ ó ë³-

í³éíîìó íàáëèæåíí³ çà âåëè÷èíàìè 

 0 0 0
1 2 3

0 0 0
,          ,          

Y Y Z Z
Y Z
− − ρ − ρ

ξ ≡ ξ ≡ ξ ≡
ρ

. (27) 

Òîìó äîñë³äèìî òàêó ìîæëèâ³ñòü, òîáòî ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ (15)–(17) â ë³-
í³éíîìó çà iξ  íàáëèæåíí³. Ï³ñëÿ â³äïîâ³äíèõ îá÷èñëåíü îòðèìóºìî 

 1
10 11 12 1 20 21 22 2( ) ( )

d
a a a a a a

d
ξ

= + ν + µ ξ + + ν + µ ξ +
τ

 

 30 31 32 3 00 01 02( )a a a a a a+ + ν + µ ξ + + ν + µ , (28) 

 2
10 11 12 13 1 20 21 22 23 2

1 1d
b b b b b b b b

d
ξ    = + ν + µ + ξ + + ν + µ + ξ +   τ ε ε   

 

 30 31 32 33 1 00 01 02 03
1 1b b b b b b b b + + ν + µ + ξ + + ν + µ + ε ε 

, (29) 

 3
10 1 00

d
c c

d
ξ

= ξ +
τ

, (30) 

äå êîåô³ö³ºíòè , ,a b c  ³ç â³äïîâ³äíèìè ³íäåêñàìè âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 0Y , 

0Z , 0ρ . Çàïèøåìî âèðàçè äëÿ öèõ êîåô³ö³ºíò³â íå â çàãàëüíîìó âèïàäêó, à 

ëèøå â íàáëèæåíí³: 

 2 2 2 2 2
0 0 0 0 01,           Z Y Zρ ρ  . (31) 

Çã³äíî ç ïîçíà÷åííÿìè (14) ñï³ââ³äíîøåííÿ (31) îçíà÷àþòü, ùî òàí´åí-
ö³àëüíà êîìïîíåíòà ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ ÷àñòêè º áëèçüêîþ äî øâèäêîñò³ 
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ñâ³òëà (óëüòðàðåëÿòèâ³ñòñüêîþ) ³, êð³ì òîãî, çíà÷íî á³ëüøîþ â³ä ðàä³àëüíî¿ 
êîìïîíåíòè. Ïî-ïåðøå, öå â³äïîâ³äàº íàø³é ìåò³ äîñë³äæóâàòè ñàìå øâèäê³ 
ðóõè. Ïî-äðóãå, îñê³ëüêè â³äõèëåííÿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì â³ä ãåîäåçè÷íî¿ òðà-
ºêòîð³¿ çóìîâëåíå ãðàâ³òàö³éíîþ ñï³í-îðá³òàëüíîþ âçàºìîä³ºþ, íàéá³ëüø âè-
ðàçíî öå â³äõèëåííÿ ìîæå âèÿâèòèñü ÿêðàç ó âèïàäêó äîì³íóâàííÿ òàí´åí-
ö³àëüíî¿ êîìïîíåíòè (íàïðèêëàä, äëÿ êîëîâèõ ÷è áëèçüêèõ äî êîëîâèõ ðó-
õ³â [9]).  
 Îòæå, çà óìîâè (31) âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ,a ,b c  ó ð³âíÿííÿõ (28)–
(30) ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 
1 2

0 0
10 11 122

0 00 0

  
2 2,                    1 ,      0
Y Y

a a a
Z

−
 = = − = ρ ρ ρ

/

, 

 
2 1 2

00 0 0 0
20 21 22

0 0 0 0
   

4 ( 3) 2,          1 ,          
ZZ Z

a a a
Y Y Y
ρ − ρ = = − = − ρ 

/

, 

 
2 1 2

00 0 0 0
30 31 32

0 0 0 0 0

2 2,                   1 ,        
ZZ Z

a a a
Y Y Y

−ρ ρ = = − = − ρ ρ 

/

, 

 
2 1 2

00 0 0 0
00 01 02

0 0 0 0

2 ( 3) 2,             1 ,          
ZZ Z

a a a
Y Y Y
ρ − ρ = = − = − ρ 

/

, 

 
2 1 2

00 0 0 0 0
10 11 12

0 0 0 0 0
  

( 3) 2,     1 ,        
ZZ Y Z

b b b
Y Y Y
ρ − ρ = − − = − − = ρ ρ 

/

, 

 
21 2

0 0 0 0
13 20

0 0 0 0

sgn 3 ( 3)21 ,                          
Z Z Y

b b
Y Y

ρ − = − − = − ρ ρ 

/

, 

 
1 2 1 2

0 0 0 0
21 22 23

0 0 0 0 0

2 2 sgn2 21 ,      ,       1
Z Z Z

b b b
Y Y Y

ρ   = − = − = −   ρ ρ   

/

, 

  
2 1 2

00 0 0 0
30 31 32

0 0 0 0

2,                    1 ,         
ZZ Z

b b b
Y Y Y

−ρ ρ = = − = − ρ 

/

, 

 
21 2

0 0 0 0
33 00

0 0 0 0 0

sgn ( 3)21 ,                           
Z Z Y

b b
Y Y

− ρ − = − = − ρ ρ ρ 

/

, 

 
1 2 1 2

0 0 0 0
01 02 03

0 0 0 0 0

sgn2 21 ,        ,      1
Z Z Z

b b b
Y Y Y

− ρ   = − = − = −   ρ ρ   

/ /

,  

 0
00 11

0

Y
c c= =

ρ
. (32) 

Çã³äíî ç òåîð³ºþ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

ë³í³éíèõ ð³âíÿíü (28)–(30) âèçíà÷àºòüñÿ êîìá³íàö³ºþ ieλ τ , 1, 2, 3i = , äå iλ  º 
ðîçâ’ÿçêàìè êóá³÷íîãî àëãåáðà¿÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 3 2
2 1 0 0C C Cλ + λ + λ + = . (33) 

Òóò çã³äíî ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ð³âíÿíü (28)–(30) ìàºìî 

 2 10 20 11 21 12 22 23
1( ) ( )C a b a b a b b = − + + ν + + µ + +  ε

, (34) 

 1 10 11 12 20 21 22 23 10 30 31
1( ) (C a a a b b b b c a a = + ν + µ + ν + µ + + + ν + ε 

 

 32 20 21 22 10 11 12 13
1) ( )a a a a b b b b + µ + + ν + µ + ν + µ + ε 

,  (35) 

 0 10 20 21 22 30 31 32 33
1( )C c a a a b b b b = + ν + µ + ν + µ + +  ε 

 

 30 31 32 20 21 22 23
1( )a a a b b b b + + ν + µ + ν + µ + ε 

. (36) 
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Êîðåí³ ð³âíÿííÿ (33) º òàêèìè: 

 1 2
1
3

A B Cλ = − − , 

 2,3 2
1 3 1( ) ( )
2 2 3

A B i A B Cλ = − + ± + − , (37) 

äå 

 
1 3

3 21 108 12 12 81 ,        
6 3

PA q p q B
A

 = − + + = 
 

/

, (38) 

 2
1 2 0 1 2

1 1,             
3 3

p C C q C C C= − = − . (39) 

 Âèðàçè jC  äëÿ êâàç³ãåîäåçè÷íèõ ðóõ³â. ßê âèïëèâàº ç âèðàç³â (34)–

(36), êîåô³ö³ºíòè jC , 0,1,2j = , çàëåæàòü ÿê â³ä 0ρ , 0Y , 0Z , òàê ³ â³ä ïàðà-

ìåòð³â µ , ν . Íàøèì çàâäàííÿì º çíàéòè òàê³ êîíêðåòí³ çíà÷åííÿ µ , ν , ÿê³ 

ïðè ô³êñîâàíèõ 0ρ , 0Y , 0Z  â (34)–(36) âèçíà÷àþòü ðóõ ñàìå âëàñíîãî öåíò-

ðà ìàñè. Ðîçïî÷íåìî ç àíàë³çó âèðàç³â (34)–(36) äëÿ ïðîñòîãî âèïàäêó, êîëè 
ñâ³òîâà ë³í³ÿ ÷àñòêè ç³ ñï³íîì áëèçüêà äî â³äïîâ³äíî¿ ãåîäåçè÷íî¿ ë³í³¿. 
 ßêùî ïàðàìåòð ε  â (14) äîñòàòíüî ìàëèé, òî äëÿ äîâ³ëüíèõ ô³êñîâàíèõ 
çíà÷åíü 0ρ , 0Y , 0Z  ðóõ âëàñíîãî öåíòðà ìàñè áëèçüêèé äî ãåîäåçè÷íîãî. Ó 

öüîìó âèïàäêó ìîæåìî íàáëèæåíî çàïèñàòè 
1 2

2
0 0 0 0

0

1 2 11 ,         Z Z µ = ρ − ν = ρ ε ρ ε 

/

. (40) 

Ðîçãëÿíåìî âèðàçè (34)–(36) äëÿ çíà÷åíü ,µ  ν  ç (40). Ï³äñòàâëÿþ÷è ö³ 
çíà÷åííÿ â (34)–(36) ³ áåðó÷è äî óâàãè (32), ïåðåêîíóºìîñü, ùî ïðàâ³ 
÷àñòèíè âèðàç³â (34)–(36) ìàþòü ñï³ëüíó âëàñòèâ³ñòü: óñ³ ¿õ ÷ëåíè, 
íàéá³ëüø³ çà ïàðàìåòðîì 1/ε , ñêîðî÷óþòüñÿ. Çã³äíî ç (37)–(39) öå îçíà÷àº, 

ùî â³äïîâ³äí³ íàéá³ëüø³ ÷ëåíè â³äñóòí³ òàêîæ ó âèðàçàõ äëÿ iλ . Òîáòî ñàìå 

çíà÷åííÿ µ , ν  äëÿ âëàñíîãî öåíòðà ìàñè ì³í³ì³çóþòü âèðàçè iλ . Ó öüîìó 
êîíòåêñò³ ï³äêðåñëèìî, ùî àíàëîã³÷íà ñèòóàö³ÿ ìàº ì³ñöå äëÿ ðóõ³â âëàñíîãî 
öåíòðà ìàñè â ïðîñòîð³ Ì³íêîâñüêîãî: òàì äëÿ âëàñíîãî öåíòðà ìàñè 0iλ =  
(ùî â³äïîâ³äàº ïðÿìîë³í³éíèì ðóõàì), òîä³ ÿê äëÿ íåâëàñíèõ öåíòð³â 

0i M Sλ  /  (îñöèëÿö³éí³ ðóõè). 

Âèðàçè jC  äëÿ óëüòðàðåëÿòèâ³ñòñüêèõ êîëîâèõ ðóõ³â ç 3r M= . 

Ó [9] ðîçãëÿíóòî âèïàäîê êîëîâèõ ðóõ³â âëàñíîãî öåíòðà ìàñè ÷àñòêè ç³ ñï³-
íîì ó ïîë³ Øâàðöøèëüäà, êîëè 3r M= . Òîä³ äëÿ ïîçíà÷åíü (14) çàïèøåìî 

3 433,       0,       Y Z
−

ρ = = = −
ε

/

. (41) 

Äëÿ çíà÷åíü (41) ³ç (9) îòðèìóºìî  
51 4 3 2 4 3 23 ,         3− − −µ = ε ν = − ε/ / / / . (42) 

Îö³íèìî âåëè÷èíè jC  ç (34)–(36). Âðàõîâóþ÷è (32), (42), ëåãêî 

ïåðåâ³ðèòè, ùî, ÿê ³ â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, â óñ³õ âèðàçàõ (34)–(36) 
íàéá³ëüø³ çà 1/ε  ÷ëåíè ñêîðî÷óþòüñÿ.  

Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ïîä³áíà âëàñòèâ³ñòü ìàº ì³ñöå íå ëèøå ó 
äâîõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ, ðîçãëÿíóòèõ âèùå, àëå é ó á³ëüø çàãàëüíèõ âè-
ïàäêàõ. Òîìó íèæ÷å ïåðåâ³ðèìî, ÷è êðèòåð³é âèêëþ÷åííÿ íàéá³ëüøèõ çà 
1/ε  ÷ëåí³â ó âèðàçàõ äëÿ jC  (34)–(36) ìîæå áóòè âèêîðèñòàíèé äëÿ çíà-

õîäæåííÿ òèõ çíà÷åíü µ  ³ ν , ÿê³ âèä³ëÿþòü ðóõ ñàìå âëàñíîãî öåíòðà ìàñè. 
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 Çíà÷åííÿ µ  ³ ν  äëÿ ðóõ³â âëàñíîãî öåíòðà ìàñè ç 02 3< ρ <  çà óìî-

âè (31). ßê çàçíà÷åíî â [9], ð³âíÿííÿ (1)–(3) äîïóñêàþòü ó ïîë³ Øâàðöøèëü-
äà ðîçâ’ÿçêè, ùî îïèñóþòü åêâàòîð³àëüí³ êîëîâ³ îðá³òè â îáëàñò³ 2m r< <  

3M< . Çã³äíî ç ïîçíà÷åííÿìè (14) äëÿ öèõ îðá³ò ìàºìî  
1 4 1 2

1 21 2 32 3,       0,         1 1Y Z
−

− < ρ < = = − − − ε ρ ρ ρ 

/ /
/ . (43) 

Âèðàç äëÿ Z  ³ç (43) ñïðàâäæóºòüñÿ ïîçà ìàëèì îêîëîì çíà÷åííÿ 3ρ = . Íà 
â³äì³íó â³ä ñï³ââ³äíîøåíü (42), çã³äíî ç (9) ìàºìî 

1 2 1 2,         − −µ ε ν ε / / . (44) 
Ó êîíòåêñò³ äîñë³äæåííÿ îðá³ò, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè (43), âàæëè-

âî: 1) ïîêàçàòè, ùî ö³ îðá³òè º îðá³òàìè ñàìå âëàñíîãî öåíòðà ìàñè ³ 2) ðîç-
ãëÿíóòè íåêîëîâ³ îðá³òè, ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä êîëîâèõ çàâäÿêè 0 0Y ≠  çà 

óìîâè (31). Òîìó ðîçãëÿíåìî âèðàçè (34)–(36) äëÿ âèïàäêó 
2 2 2 1 2

0 0 0 0 02 3,         1 ,          Y Z Z k −< ρ < ρ = ε  / , (45) 

äå çã³äíî ç (43) 
1 2 1 2

1 2,            k k− −µ = ε ν = ε , (46) 
1 4 1 2

0 0 0

1 2 31 1k
− = − − − ρ ρ ρ 

/ /

, (47) 

à 1k  ³ 2k  º äåÿêèìè êîåô³ö³ºíòàìè, íå çàëåæíèìè â³ä ε . Íàøèì çàâäàííÿì 

º çíàéòè òàê³ çíà÷åííÿ 1k , 2k , ÿê³ çàáåçïå÷óþòü âèêëþ÷åííÿ íàéá³ëüøèõ çà 

1/ε  ÷ëåí³â ó âèðàçàõ jC  ç (34)–(36), ÿêùî öå ìîæëèâî. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è µ  ³ ν  ³ç (46) ó âèðàçè (34) ³ âðàõîâóþ÷è (32), îòðèìóºìî 

óìîâè, çà ÿêèõ òàì ñêîðî÷óþòüñÿ ÷ëåíè ç 1/ε : 
1 2 1 2

2
0 0 1 2

0 0

2 23 ( 3) 2 2 1 1 0k kk k k   ρ − − ρ − − − − =   ρ ρ   

/ /

. (48) 

Àíàëîã³÷í³ óìîâè äëÿ âèðàç³â (35), (36) º òàêèìè: 
1 2 1 2

2
0 0 1 2

0 0

2 2( 3) 1 1 0k kk kk    − ρ − + ρ + − + − =   ρ ρ   

/ /

, (49) 

1 2 1 2
2

0 0 1 2
0 0 0 0

1 2 1 21 1 0k kk kk
− −

   ρ − ρ − − − − =   ρ ρ ρ ρ   

/ /

. (50) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç äëÿ k  ç (47), çíàõîäèìî ñï³ëüíèé ðîçâ’ÿçîê òðüîõ 
ë³í³éíèõ çà 1k , 2k  àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü (48)–(50): 

1 4 3 2

1 2
0 0 00 0

1 2 3 3 31 1 1k
−   = − − − +   ρ ρ ρ   ρ ρ

/ /

, (51) 

41 3 2

2 0 2
0 0 0 0

2 3 9 151 1 1k
− −   = ρ − − − +   ρ ρ ρ   ρ

/ /

. (52) 

Âèñíîâêè. Îòæå, ñàìå âèðàçè (51), (52) çã³äíî ç (46), (47) çàáåçïå÷óþòü 
ì³í³ì³çàö³þ óñ³õ âèðàç³â jC  çà ÷ëåíàìè, ùî ì³ñòÿòü 1 ε/ , ³ â ïîäàëüøîìó ¿õ 

áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè â êîìï’þòåðíèõ îá÷èñëåííÿõ ìîæëèâèõ ñâ³òîâèõ 
ë³í³é ³ òðàºêòîð³é âëàñíîãî öåíòðà ìàñè ÷àñòêè ç³ ñï³íîì ó ãðàâ³òàö³éíîìó 
ïîë³ Øâàðöøèëüäà. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî âèðàçè (51), (52) çá³ãàþòüñÿ 
ç â³äïîâ³äíèìè çíà÷åííÿìè, ÿê³ âèïëèâàþòü ç àíàë³çó ³íòåãðàë³â åíåðã³¿ òà 
êóòîâîãî ìîìåíòó íà êîëîâèõ îðá³òàõ (43). Öåé ôàêò º äîäàòêîâèì ñâ³ä÷åí-
íÿì òîãî, ùî ö³ îðá³òè º îðá³òàìè âëàñíîãî öåíòðà ìàñè.  
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О НЕОСЦИЛЛЯЦИОННЫХ РЕШЕНИЯХ УРАВНЕНИЙ МАТИССОНА 
 
Ïðè èññëåäîâàíèè âîçìîæíûõ âëèÿíèé ñïèíà ïðîáíîé ÷àñòèöû íà åå äâèæåíèå â 
ãðàâèòàöèîííîì ïîëå âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ âûäåëåíèå ñðåäè ìíîæåñòâà ðå-
øåíèé óðàâíåíèé Ìàòèññîíà òàêèõ, êîòîðûå èìåþò íåîñöèëëÿöèîííûé õàðàê-
òåð, â îòëè÷èå îò ðåøåíèé òàê íàçûâàåìîãî âàéññåíãîôîâñêîãî òèïà. Ïðåäëîæåí 
ìåòîä ðåøåíèÿ ýòîé ïðîáëåìû, êîòîðûé ðåàëèçîâàí â ñëó÷àå ýêâàòîðèàëüíûõ 
äâèæåíèé â ïîëå Øâàðöøèëüäà. Äëÿ ýòîãî òî÷íûå óðàâíåíèÿ Ìàòèññîíà ñ åãî æå 
äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì çàïèñàíû â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ èí-
òåãðàëû ýíåðãèè è óãëîâîãî ìîìåíòà êàê ïàðàìåòðû. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàññìîòðå-
íèå ýòèõ óðàâíåíèé â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè ïî íà÷àëüíûì ñìåùåíèÿì äàåò âîç-
ìîæíîñòü îòûñêàòü òå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå ïðè ôèêñèðîâàííûõ íà-
÷àëüíûõ çíà÷åíèÿõ êîîðäèíàò è ñêîðîñòè ñâîéñòâåííû èìåííî íåîñöèëëÿöèîí-
íûì ðåøåíèÿì. 
 
ON NON-OSCILLATION SOLUTIONS OF MATHISSON EQUATIONS 
 
In the investigations of the possible effects of spin of the test particle on its motion in a 
gravitational field the problem of importance is to pick out the non-oscillation solutions 
among all solutions of the Mathisson equations. The method for solution of this problem 
is proposed and realized for the equatorial motions in Schwarzschild field. For this pur-
pose the strict Mathisson equations under his supplemented condition are written as a 
set of equations with the integrals of energy and angular momentum as the parameters. 
It is shown that the linear approximation of these equations in the initial displacements 
lets to find just the values of the parameters which at the fixed initial values of the 
particle coordinates and velocity correspond to the non-oscillation solutions. 
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