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АНАЛОГ ТЕОРЕМИ ПЕЙДОНА – УОЛЛА ДЛЯ БАГАТОВИМІРНИХ 
НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ СПЕЦІАЛЬНИХ ТИПІВ 
 

Äëÿ áàãàòîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó ç íåð³âíîçíà÷íèìè çì³ííèìè òà 
äâîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó, åëåìåíòè ÿêèõ êîìïëåêñí³ ³ çàäîâîëüíÿþòü 
óìîâè àíàëîã³â òåîðåì Âîðï³öüêîãî äëÿ òàêèõ äðîá³â, âñòàíîâëåíî àíàëîãè 
òåîðåìè Ïåéäîíà – Óîëëà. 

 
1. Ïîïåðåäí³ äîñë³äæåííÿ. Âèâ÷àþ÷è âëàñòèâîñò³ íåïåðåðâíîãî äðîáó 
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àíàë³òè÷íî¿ òåîð³¿ ÿê íåïåðåðâíèõ äðîá³â, òàê ³ ¿õ áàãàòîâèì³ðíèõ àíàëîã³â, 
òîìó îòðèìàííÿ îö³íîê äëÿ çíà÷åíü äðîá³â, åëåìåíòè ÿêèõ íàëåæàòü êðóãàì 
Âîðï³öüêîãî àáî ¿õ óçàãàëüíåííÿì, º àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ.  

Äëÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â àíàëîã òåîðåìè Ïåéäîíà – Óîëëà 
âñòàíîâëåíî â ðîáîò³ [2]. Ðîçãëÿäàòèìåìî äâà òèïè áàãàòîâèì³ðíèõ íåïå-
ðåðâíèõ äðîá³â ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè:  

ç íåð³âíîçíà÷íèìè çì³ííèìè (ÁÍÄíç) [1, 3]  
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äå ,  0,1, . ,  1,2,ijc i j= =  , – êîìïëåêñí³ ñòàë³; 1 2,z z  – êîìïëåêñí³ çì³íí³, 

00 1c = , äëÿ ÿêèõ îòðèìàºìî àíàëîãè òåîðåìè Ïåéäîíà – Óîëëà. 

2. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè. Íåõàé åëåìåíòè áàãàòîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî 
äðîáó ç íåð³âíîçíà÷íèìè çì³ííèìè ( 1 2 1)z z= = =  
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 Òåîðåìà 1. ßêùî åëåìåíòè áàãàòîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó (1) çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâè  
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 Ùîá äîâåñòè ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî, ÿêùî 
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Ðîçãëÿíåìî ÄÍÄ (2), êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü çàãàëüí³ àíàëîãè 
óìîâ Âîðï³öüêîãî [4].  
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10 10 01 01 11 11(1 )w c V c V c V −= + + +  

òàêîæ íàëåæèòü öüîìó êðóãó äëÿ âñ³õ çíà÷åíü 10 01 11, ,c c c  ç (12). Ïðè âè-
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êîíàíí³ óìîâ (12) ìàæîðàíòîþ äëÿ ÄÍÄ (2) º ïåð³îäè÷íèé íåïåðåðâíèé äð³á 

 

 

1
1 2 (1 )

(1 )
1

(1 )
1

1

t t
k k

k k

− −
−−

−−
− 

,  äå 1 1 2 (1 ) (1 2 )
2

k t t t = − − − − 
 

. 

Ç³ çá³æíîñò³ ìàæîðàíòè âèïëèâàº çá³æí³ñòü ÄÍÄ (2) [4]. Âèêîðèñòîâóþ÷è 
ìåòîä ïîâíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ äëÿ äîâ³ëüíîãî íàáîðó ³íäåêñ³â ,i j  òà 

äîâ³ëüíîãî íàòóðàëüíîãî s k≥  âñòàíîâèìî îö³íêó 

 ( )
0 ( )

1

1 2 (1 )D
s

s kk
s ks

k k

c
t t d −

=
Φ + ≥ − −

Φ
, (16) 

äå md  º m -ì íàáëèæåííÿì íåïåðåðâíîãî äðîáó 

 

(1 )
1

(1 )
1

1

k k
k k

−−
−−

− 

, êîëè 

1 1 2 (1 ) (1 2 )
2

k t t t = − − − − 
 

. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ 

 1, 1 1, , 1( ) ( ) , ,
( ) 1, , 1

1

,      1 ,      1i i k i i i k is s k i i i k i
i i s ss i k i i i k i

i s s

c c c
Q Q Q

Q Q Q

+ + + + + ++ +
− + + + +

+

= Φ + = + = + , 

 1, , 1( ) ( ) ( )
1, , 1

1 ,       1i i i is s s
i s si i i i

s s

c c
Q

Q Q

+ +
+ +Φ = + + = Φ = , 

ñïî÷àòêó âñòàíîâèìî îö³íêè äëÿ , k i i
sQ + , , i k i

sQ + :  

 , , 1s i i s
s sQ Q= = , êîëè k s i= − ; 

 1,
,

1 (1 ) 1 1 2 (1 )21 1
1 2

s i si
s s i

s

t tc t t
Q

Q
−

− + − −= + ≥ − ≥ , êîëè 1k s i= − − . 

Íåõàé ïðè ,  0k s i j j s= − − < < , âèêîíóºòüñÿ îö³íêà  

 , 1 1 2 (1 )
2

s j i
s

t t
Q − + − −≥ .  

Òîä³ äëÿ 1k s i j= − − −  îòðèìóºìî 

 ,1,
,

1 (1 ) 2 1 1 2 (1 )21 1
21 1 2 (1 )

s j is j i
s s j i

s

t tc t t
Q

t tQ

−− −
−

− ⋅ + − −= + ≥ − =
+ − −

. 

 Òåïåð çíàõîäèìî îö³íêè äëÿ ( )s
iQ :  

 ( )
01 1 2 (1 )s

sQ t t d= > − − ,  êîëè i s= ; 

 1, , 1 ,( )
1 1

1 1 1
s s s s s ss

s

c c c
Q − −

− = − − − ≥  

 1
31 (1 ) 1 2 (1 )
2

t t t t d≥ − − > − − , êîëè 1i s= − . 

Íåõàé äëÿ äîâ³ëüíîãî ,  0i k k s= < < , âèêîíóºòüñÿ 

 ( ) 1 2 (1 )s
k s kQ t t d −≥ − − ,  
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òîä³ äëÿ 1i k= −  ìàºìî 

 , 1 1,( )
1 , 1 1, ( )

1 k k k ks kk
k k k k k s

s s k

c c c
Q

Q Q Q

− −
− − −= + + + ≥  

 

1 (1 )2 (1 ) 21
1 1 2 (1 ) 1 2 (1 ) s k

t tt t

t t t t d −

−−≥ − − =
+ − − − −

 

 1

1 (1 )
2

1 2 (1 )
1 2 (1 ) 1 1 2 (1 ) s k

s k

t t

t t
t t t t d

d − +
−

− 
 − −= − − − = − −
  

. 

 Ç (12) ³ (16) âèïëèâàº, ùî 10 10 01 01 11 11c V c V c V g+ + = . Îòæå, 1 w g
w
− ≤ , 

ùî é äîâîäèòü (13). Íåõàé 
2

1
,  0 2

1

ige
w

g

θ+
= ≤ θ < π

−
, òîä³ w =  

10 01 11 1

1
1 ( )c c V c V

=
+ + +

, äå V  – çíà÷åííÿ çá³æíîãî äðîáó 1
1 ( 1)
21

1 ( 1)
21
1

t t

t t

−
+

−
+

+ 

, 

1V  – çíà÷åííÿ çá³æíîãî ÄÍÄ  

 

1
2

( 1)1 ,          1 ,     1,2,
1 1( 1) ( 1)
2 21

1 ( 1)
21
1+

D

i

ii

t t
i

t t t t

t t

∞

=

−Φ = + =
− −

Φ + +
Φ −

+


 .  

Òîä³ ìàºìî 

 
2 2

10 01 1 11 2

2 ( 1) cos (1 ) sin1( )
1 2 cos

g g i gwV c c V c g
w g g

+ + θ + − θ−+ + = = −
+ + θ

. (17) 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 10 01 1 11( )V c c V c g+ + =  ³ 1 11
10 01

V c g
c c

V V
+ + = . ßêùî 

 1
2 2,  

1 1 2 (1 ) 1 2 1 2 (1 )
V V

t t t t t
≤ ≤

+ − − − + − −
, 

òîä³  

 10 01 11
1 2 (1 ) 1 1 2 (1 )
1 2

t t t t t
c c c g

t
+ − − + − −+ + ≥

−
,  

àëå âðàõîâóþ÷è òå, ùî 10 01 11, ,c c c  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (12), îòðèìóºìî 

 10 01 11
1 2 (1 ) 1 1 2 (1 )
1 2

t t t t t
c c c g

t
+ − − + − −+ + ≤

−
, 

òîìó 

 1
2 2,         

1 1 2 (1 ) 1 2 1 2 (1 )
V V

t t t t t
= =

+ − − − + − −
.  

Ç îñòàíí³õ ð³âíîñòåé âèïëèâàº, ùî 1,V V  íàëåæàòü êðóãó (13). Ïîêëàäàþ÷è 

1,V V  ó (17) , îòðèìàºìî âèêîíàííÿ ð³âíîñò³ (15). Äëÿ îòðèìàííÿ ð³âíîñò³ 

(15 )′  ðîçãëÿäàºòüñÿ ð³âí³ñòü 10 01 11
1 1

( )
gVc c c

V V
+ + = . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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 Çàóâàæåííÿ 2. Äâîâèì³ðí³ íåïåðåðâí³ äðîáè (11) ³ (14) º äâîâèì³ðíèìè 
íåïåðåðâíèìè äðîáàìè ç íåð³âíîçíà÷íèìè çì³ííèìè. 

Çàóâàæåííÿ 3. Òåîðåìà 3 ñïðàâäæóºòüñÿ ³ äëÿ ô³ãóðíèõ íàáëèæåíü 
[( 1)/2]

, ,( )
 

( 1 2 )0 1 1
,  1

1 1
D D D

n m m
i j i i i jmii

n in ii j j
i

c cc
f

−
+ +

− −= = =
= Φ = + +

Φ
, äå [ ]k  îçíà÷àº ö³ëó ÷àñ-

òèíó ÷èñëà k . 

 3. Âèñíîâêè. Îñê³ëüêè íåïåðåðâí³ äðîáè 2 31
1 1 1

a a
+ + + ç åëåìåíòàìè â 

îêîë³ ïî÷àòêó êîîðäèíàò º âàæëèâèìè â çàñòîñóâàííÿõ äî òåîð³¿ ôóíêö³é 
[5], òî çàïðîïîíîâàí³ òåîðåìè äëÿ óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ äðîá³â ö³êàâî 
âèêîðèñòàòè äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ. Êð³ì òîãî, ìîæíà áóëî á ðîç-
ãëÿíóòè êàðä³î¿äíó ÷è ïàðàáîë³÷í³ îáëàñò³, ùîá îòðèìàòè îö³íêè çíà÷åíü 
áàãàòîâèì³ðíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â. 
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АНАЛОГ ТЕОРЕМЫ ПЕЙДОНА – УОЛЛА ДЛЯ МНОГОМЕРНЫХ 
НЕПРЕРЫВНЫХ ДРОБЕЙ СПЕЦИАЛЬНЫХ ТИПОВ 
 
Äëÿ ìíîãîìåðíîé íåïðåðûâíîé äðîáè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè è äâóìåð-
íîé íåïðåðûâíîé äðîáè, ýëåìåíòû êîòîðûõ êîìïëåêñíûå è óäîâëåòâîðÿþò óñëî-
âèÿì àíàëîãîâ òåîðåì Âîðïèöêîãî äëÿ òàêèõ äðîáåé, óñòàíîâëåíû àíàëîãè òåîðå-
ìû Ïåéäîíà – Óîëëà. 
 
THE PAYDON – WALL-LIKE THEOREM FOR MULTIDIMENSIONAL 
CONTINUED FRACTIONS OF SPECIAL TYPES 
 
The Paydon – Wall-like theorems have been established for the multidimensional conti-
nued fraction with unequal variables and two-dimensional continued fraction, elements 
of which satisfy the Worpitzky-like theorem conditions for such fractions. 
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