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Ðîçãëÿíóòî ³ñòîð³þ ñòàíîâëåííÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â, âèä³ëåíî îñ-
íîâí³ ðåçóëüòàòè ¿õ àíàë³òè÷íî¿ òåîð³¿, ñôîðìóëüîâàíî ã³ïîòåçè òà íåðîç-
â’ÿçàí³ ïðîáëåìè 

 
Ïîíÿòòÿ ã³ëëÿñòîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó áóëî îäíèì ³ç íàóêîâèõ â³äêðèò-

ò³â Â³òàë³ÿ ßêîâè÷à Ñêîðîáîãàòüêà, ÿêå â³í àêòèâíî ïðîïàãóâàâ âñå ñâîº 
æèòòÿ, ïî÷èíàþ÷è ç 1966 ðîêó, êîëè áóëî âïåðøå îïóáë³êîâàíî äâ³ ïðàö³ ç 
ö³º¿ òåìàòèêè ó ìàòåð³àëàõ Äðóãî¿ êîíôåðåíö³¿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèê³â 
Óêðà¿íè [6, 11, 12]. 
 Àíàë³òè÷íà òåîð³ÿ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â (ÃËÄ) ðîçâèâàëàñü ó 
ðîáîòàõ éîãî ó÷í³â: Ï. ². Áîäíàð÷óêà, Ð. Â. Ñëîíüîâñüêîãî, Ä. ². Áîäíàðà, 
Ì. Î. Íåäàøêîâñüêîãî, Ì. Ñ. Ñÿâàâêà, Õ. É. Êó÷ì³íñüêî¿ òà ¿õ ó÷í³â. Áóëî 
îðãàí³çîâàíî òà ïðîâåäåíî òðè êîíôåðåíö³¿, ïðèñâÿ÷åí³ òåîð³¿ òà çàñòîñó-
âàííÿì ëàíöþãîâèõ ³ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â: ó 1975 ðîö³ ó Ëüâîâ³, ó 
1994 – ó Âåðõíüî-Ñèíºâèäíîìó, ó 2002 – â Óæãîðîä³. 

Â³äì³òèìî äåÿê³ íàéâàæëèâ³ø³, ç íàøî¿ òî÷êè çîðó, ðåçóëüòàòè â àíàë³-
òè÷í³é òåîð³¿ ÃËÄ. 

1. Ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ ÃËÄ ç ä³éñíèìè äîäàòíèìè êîìïî-
íåíòàìè, íà îñíîâ³ ÿêî¿ âñòàíîâëåíî íåîáõ³äíó, äîñòàòí³, íåîáõ³äí³ òà äî-
ñòàòí³ óìîâè ¿õ çá³æíîñò³. 
 Ðîçãëÿíåìî ÃËÄ âèãëÿäó 
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Òåîðåìà 2 [2]. ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî 
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 2. Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîä³â ìàæîðàíò, ôóíäàìåíòàëüíèõ íåð³âíîñòåé, 
òåîðåìè Ñò³ëòüºñà – Â³òàë³ òà ¿¿ áàãàòîâèì³ðíîãî óçàãàëüíåííÿ âñòàíîâëåíî 
ðÿä îçíàê çá³æíîñò³ ÃËÄ ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. 
 Òåîðåìà 3 [2]. ßêùî äëÿ ÃËÄ 
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òî 
(³) ÃËÄ (2) çá³ãàºòüñÿ; 
(³³) ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ 
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(³³³) çíà÷åííÿ äðîáó (2) ³ âñ³õ éîãî ï³äõ³äíèõ äðîá³â ëåæàòü â îáëàñò³ 
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â³äïîâ³äíó îáëàñòü çíà÷åíü (4) íå ìîæíà çìåíøèòè. 

Òåîðåìà 4 [10]. ÃËÄ 
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 Òåîðåìà 5 [1]. Íåõàé ³ñíóþòü òàê³ äîäàòí³ ñòàë³ ε , 1ε < , ³ ψ , ψ <  
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3. Äîñë³äæåíî ð³çí³ òèïè ôóíêö³îíàëüíèõ ÃËÄ. Íàéá³ëüø âèâ÷åíèìè º 
áàãàòîâèì³ðí³ g - ³ J -äðîáè. 

Áàãàòîâèì³ðíèì g -äðîáîì íàçèâàþòü ÃËÄ âèãëÿäó 
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Òåîðåìà 6 [13]. Äð³á (7) çá³ãàºòüñÿ ó êîæí³é òî÷ö³ ,  z z P∈ , 
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Ñïåö³àëüí³ êîíñòðóêö³¿ ôóíêö³îíàëüíèõ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â 
âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâèíåíü â³äíîøåíü ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ó 
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Òåîðåìà 8 [3]. Íåõàé ïàðàìåòðè ôóíêö³¿ Ëàóð³÷åëëè ä³éñí³ òà çàäîâî-
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 ,2(1 ) 3 ,3(1- ) , (1 ) ( 2) ,( 2)(1 )
, (1 )

( ) ( )
, (1 ) ( 1) ,( 1)(1- )

                

k k k k
j j j j i j i j i j i j
k k k k

k j j j j ij i j i j i j
ij i j

k k
ij i j i j i j

− − − − − + + −

− − + + −
−

− + +

γ γ γ γ

γ γ γ γχ =

γ γ




    
 ( ) ( )

(2 2) ,(2 2)(1 ) 2 ,2 (1 )
k k
i j i j ij i j− − − −γ γ

, 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
00 10 01 1 ,1(1 ) 2 ,2(1 )1,               k k k k k

j j j j− −ϕ = ψ = ψ = χ = ψ , 

 
( 1)

1, 1( ) 1 ( ) ( ) (0)
, 00( 1)

1 11

( 1) ,        1,        
ki j
p mk p m k k

ij i h j m ij ijk
p m

c
−+

+ ++ −
− − −

+ =

γ
γ = − γ γ = γ =

γ
∑ , 

òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè âñ³ âèçíà÷íèêè ( ) ( )
, (1 ) , (1 ),  ,  0,1, ,  k k

ij i j ij i j k i− −ϕ ψ = =  

1,2, ,  0,1j= = , àáî âñ³ âèçíà÷íèêè ( )
, (1 ) ,  0,1, ,   1,2, ,   0,1k

ij i j k i j−ϕ = = =  , 

â³äì³íí³ â³ä íóëÿ. 

2°. Çîáðàæåííÿ ïîäâ³éíîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (11) ó âèãëÿä³ äðîá³â (12) 
àáî (13) ºäèíå. 

3°. Äð³á (12) º â³äïîâ³äíèì, à äð³á (13) – ïðèºäíàíèì ÃËÄ äëÿ ïîäâ³éíî-
ãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó (11). 
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Ðîçãëÿíåìî äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé äð³á 

 , ,

1 10

,             1
1 1D D D

i j i i i jii
i

i j ji

a aa∞ ∞ ∞
+ +

= ==

Φ = + +
Φ

, (14) 

ç êîìïëåêñíèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè ija . Éîãî ï³äõ³äíèé äð³á nf  

ðîçóì³ºìî ÿê ÷àñòèíó (14), ùî ì³ñòèòü ëèøå ò³ åëåìåíòè pqa , äëÿ ÿêèõ 

p q n+ ≤ . 

Òåîðåìà 10 [5]. Íåõàé åëåìåíòè nma  äðîáó (14) íàëåæàòü îáëàñò³ 

 1: Re
4

P w w wε
− ε= ∈ − ≤{ } , 

äå ε  – ÿê çàâãîäíî ìàëå ä³éñíå ÷èñëî, 000 1,  1a< ε < = .  

Òîä³ 
(³) äð³á (11) çá³æíèé, ÿêùî º ðîçá³æíèìè ðÿäè 

 1 2 1 2
, ,

1 1

,        ,       0,1,2,p i i i r i
p r

a a i
∞ ∞

− −
+ +

= =

=∑ ∑ / / , 

äëÿ âñ³õ ³íäåêñ³â p  ³ r  òàêèõ, ùî , 0,  0,1,p i ia i+ ≠ =  , , 0,  0,1,i r ia i+ ≠ =  , 

³ º ðîçá³æíèì ðÿä  

 1 2

1
pp

p

a
∞

−

=
∑ / ,  

ÿêùî âñ³ 0ppa ≠ ; 

(³³) îáëàñòü çíà÷åíü äðîáó (11) íàëåæèòü êðóãó 

 2 2z − < . 

Òåîðåìà 11 [8]. ßêùî åëåìåíòè äâîâèì³ðíîãî íåïåðåðâíîãî äðîáó 

 , ,

1 1

0
1

1 ,                1
1 1

D D
D

i j i i i j
i

j jii

ii

c c

c

∞ ∞
+ +

∞ = =

=

Φ = + +
Φ +

Φ

, (15) 

çàäîâîëüíÿþòü óìîâè  

 
(1 ) 1,            0

2 2ij
t t

c t
−≤ < ≤ , (16)  

òî âñ³ ï³äõ³äí³ äðîáè äðîáó (15) íàëåæàòü êðóãó 

 
2 2

1
1 1

g
z

g g
− ≤

− −
 (17) 

(òóò 
1 2 1 2 (1 )

2
t t t

g
+ − − −= , ïðè÷îìó 4 2

4
g −= , êîëè 1

2
t = ).  

²ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé äð³á ç åëåìåíòàìè ç 
(16), çíà÷åííÿ ÿêîãî º äîâ³ëüíèì íàïåðåä çàäàíèì ÷èñëîì ç êðóãà (17). ßê-
ùî w  – äîâ³ëüíå ÷èñëî íà êîë³ (17), òîä³ ³ñíóº äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé 
äð³á ç åëåìåíòàìè ç (16), çíà÷åííÿ ÿêîãî äîð³âíþº w , à ñàìå, äâîâèì³ðíèé 
íåïåðåðâíèé äð³á  
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0

1
2

1

1 ( 1)
2D

kk

c

t t∞

=

Φ +
−

Φ +
Φ

, 
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10 01
0
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1 1( 1) ( 1)
2 21 1

1 1( 1) ( 1)
2 21 1
1 1

k

c c t t
k

t t t t
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+ +
− −

+ +
+ + 

 ,  

äå, ÿêùî 
2

1
,  0 2

1

ige
w

g

θ+
= ≤ θ < π

−
, òîä³ 

 10 01 11
1 2 (1 )
1

t t t
c c c

t
+ − −+ + =

−
 

 
2 2

2

2 (1 ) cos (1 ) sin
(1 )

1 2 cos

g g i g
g g t

g g

+ + θ + − θ= − − +
+ + θ

  (18) 

àáî  

 10 01 11
1 2 (1 )

( )
1
t t t

c c c
t

− − −+ + =
−

 

 
2 2

2

2 (1 ) cos (1 ) sin
(1 )

1 2 cos

g g i g
g g

g g

+ + θ + − θ= − −
+ + θ

. (18′) 

5. Îäíèì ³ç âàæëèâèõ íàïðÿìê³â â àíàë³òè÷í³é òåîð³¿ ÃËÄ º äîñë³äæåí-
íÿ ¿õ ñò³éêîñò³ äî çáóðåíü. Äîñë³äæåíî ñò³éê³ñòü äî çáóðåíü ÃËÄ ç äîäàòíè-
ìè, ä³éñíèìè, çîêðåìà, â³ä’ºìíèìè, çíàêîçì³ííèìè åëåìåíòàìè, ñò³éê³ñòü äå-
ÿêèõ ï³äïîñë³äîâíîñòåé ¿õ ï³äõ³äíèõ äðîá³â. Ïîáóäîâàíî òà äîñë³äæåíî áà-
ãàòîâèì³ðí³ ìíîæèíè ñò³éêîñò³ ÃËÄ ç êîìïëåêñíèìè êîìïîíåíòàìè. 

Ðîçãëÿíåìî ÃËÄ 

 
1

( )
0 0

( )1 1
D

k

N
i k

i kk i

a
a b

b

−∞

= =

 + 
 ∑  (19) 

³ çáóðåíèé äî íüîãî ÃËÄ 

 
ˆˆˆ
ˆ

1
( )

0 0
1 1 ( )

D
k

N
i k

k i i k

a
a b

b

−∞

= =

 + 
 ∑  (20) 

ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè. Íåõàé ³ñíóþòü ä³éñí³ ñòàë³ ,  α β , 0 1≤ α < , 

0 1≤ β < , òàê³, ùî äëÿ â³äíîñíèõ ïîõèáîê ( ) ( ),  i k i kα β  åëåìåíò³â ( ) ( ),  i k i ka b  

â³äïîâ³äíî ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 ( ) ( ),          i k i kα ≤ α β ≤ β . (21) 

Òåîðåìà 12 [7]. Íåõàé äëÿ â³äíîñíèõ ïîõèáîê åëåìåíò³â ÃËÄ (19) âèêî-

íóþòüñÿ óìîâè (21). Ìíîæèíè ( )i kΩ , 1
( )

N
i k

+Ω ⊂  , º ïîñë³äîâí³ñòþ ìíî-

æèí â³äíîñíî¿ ñò³éêîñò³ äî çáóðåíü ÃËÄ (19), ÿêùî ³ñíóº ñòàëà η , 

0 1< η < , òàêà, ùî äëÿ âñ³õ ( )1 ( )2 ( ) ( ) ( )( , , , , )i k i k i k N i k i ka a a b ∈ Ω , 0k ≥ , 

 ( )

( ) ( )
1 ( 1) ( )

,        ,        1,2,
p

N
i p

s s
i i p i p

a
p s s

Q Q= −

≤ η ≤ =∑  ,  

äå 
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( ) ( )

( )1 1
D
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Ns
i ks

i p i p
³ êk p i

a
Q b

b= + =

= + ∑ ,  

ïðè÷îìó 

 2 2 1(1 )(1 ) (1 )
4

− −η + α + η − β ≤ . 
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Äëÿ â³äíîñíî¿ ïîõèáêè s -ãî ï³äõ³äíîãî äðîáó ÃËÄ (19) ñïðàâäæóºòüñÿ 
îö³íêà 

 ( ) 2 21 1 (1 ) (1 ) (1 ) 4 (1 ) ,      0
2

s s ε ≤ − β − η + β − − β + η − η + α ≥ η  
. 

6. Â àíàë³òè÷í³é òåîð³¿ ÃËÄ ³ñíóº ö³ëèé ðÿä íåðîçâ’ÿçàíèõ ïðîáëåì, íå-
äîâåäåíèõ ã³ïîòåç. Ñôîðìóëþºìî äåÿê³ ç íèõ. 

Ã³ïîòåçà 1. ÃËÄ (1) ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî ðÿä 

1
k

k

∞

=

α∑ ðîçá³ãàºòüñÿ. 

Ã³ïîòåçà 2. ÃËÄ (1) ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè çá³ãàºòüñÿ òîä³ é 
ò³ëüêè òîä³, êîëè ïðè âñåìîæëèâèõ íàáîðàõ ìóëüòè³íäåêñ³â ðîçá³ãàþòüñÿ 

ðÿäè ( )
1

i k
k

b
∞

=
∑ . 

Ã³ïîòåçà 3. Ïàðàáîë³÷í³ òåîðåìè äëÿ ÃËÄ (äèâ., íàïðèêëàä, òåîðåìè 5 
³ 10) çàëèøàþòüñÿ â³ðíèìè, ÿêùî ó ¿õ ôîðìóëþâàííÿõ ïîêëàñòè 0ε = . 

Ã³ïîòåçà 4. ÃËÄ (1) ç êîìïëåêñíèìè ÷àñòèííèìè çíàìåííèêàìè ðîçá³-
ãàºòüñÿ, ÿêùî çá³ãàºòüñÿ ðÿä 

 
1

1

( 1)1 1

1max ,     1 ,     1, ,
k

N

p
i kk i

i N p k
b

+

−∞

+= =

  ≤ ≤ = 
  

∑ ∑  . 

Ïðîáëåìà 1. Âñòàíîâèòè îçíàêè ïîð³âíÿííÿ ïðè äîñë³äæåíí³ çá³æ-
íîñò³ ÃËÄ ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. 

Ïðîáëåìà 2. Ïîáóäóâàòè àíàë³òè÷íó òåîð³þ ÃËÄ ç íåð³âíîçíà÷íèìè 
çì³ííèìè. 

Ïðîáëåìà 3. Êîíñòðóêòèâíî ïîáóäóâàòè ð³çí³ òèïè ô³ãóðíèõ ï³ä-
õ³äíèõ äðîá³â ÃËÄ. Äîñë³äèòè âçàºìîçâ’ÿçîê çâè÷àéíî¿ òà ô³ãóðíî¿ çá³æ-
íîñòåé. 

Ïðîáëåìà 4. Âñòàíîâèòè çâ’ÿçîê ÃËÄ ç ³ñíóþ÷èìè áàãàòîâèì³ðíèìè 
óçàãàëüíåííÿìè íåïåðåðâíèõ äðîá³â ç ìåòîþ çàñòîñóâàííÿ ÃËÄ â òåîð³¿ 
÷èñåë äëÿ çîáðàæåííÿ àëãåáðà¿÷íèõ ³ððàö³îíàëüíîñòåé, ðîçâ’ÿçàííÿ ä³î-
ôàíòîâèõ ð³âíÿíü, íåð³âíîñòåé òîùî. 

Ïðîáëåìà 5. Ïîáóäóâàòè òà äîñë³äèòè ðîçâèíåííÿ â³äíîøåíü ã³ïåðãå-
îìåòðè÷íèõ ôóíêö³é Ëàóð³÷åëëè 2F , 4F  ó ÃËÄ òèïó ¥àóññà ³ Íüîðëóíäà. 

Ïðîáëåìà 6. Âñòàíîâèòè îö³íêè çíèçó äëÿ â³äíîñíèõ òà àáñîëþòíèõ 
ïîõèáîê ïðè äîñë³äæåíí³ ñò³éêîñò³ äî çáóðåíü ÃËÄ. 

Ïðîáëåìà 7. Çàñòîñóâàòè ÃËÄ äëÿ îïèñó ³ äîñë³äæåííÿ ïðîöåñ³â, ùî 
ìàþòü ðîçãàëóæåíó ïðèðîäó. 

Ïðîáëåìà 8. Âñòàíîâèòè àíàëîã êàðä³î¿äíî¿ òåîðåìè äëÿ áàãàòîâè-
ì³ðíèõ Ñ -äðîá³â. 

Ïðîáëåìà 9. Çàñòîñóâàòè ÃËÄ, çîêðåìà, áàãàòîâèì³ðí³ g -äðîáè ïðè 
ðîçâ’ÿçàíí³ ïðîáëåìè ìîìåíò³â. 

Ïðîáëåìà 10. Âèä³ëèòè êëàñ ôóíêö³îíàëüíèõ ÃËÄ, ï³äõ³äí³ äðîáè 
ÿêèõ ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê áàãàòîâèì³ðí³ Ïàäå-àïðîêñèìàö³¿.  

Íàâåäåíèé ó ñòàòò³ îãëÿä ÿê ðåçóëüòàò³â, òàê ³ ïðîáëåì íå ïðåòåíäóº 
íà ïîâíîòó ³ âèðàæàº ëèøå ñóá’ºêòèâíó äóìêó àâòîðà. Äåòàëüíîìó îãëÿäó 
äîñë³äæåíü ç òåîð³¿ ³ çàñòîñóâàíü ÃËÄ äî ñåðåäèíè 90-õ ðð. ìèíóëîãî ñòî-
ë³òòÿ ïðèñâÿ÷åí³ ðîáîòè [4, 14]. 
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