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Äîñë³äæóºòüñÿ êåðîâàíèé ðóõ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà ó âåðòèêàëüí³é 
ïëîùèí³, ÿêèé âèêîíóº öèêë³÷íó òðàíñïîðòíó îïåðàö³þ ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ ³ 
ïàñèâíèõ ïðèâîä³â. Ïàñèâí³ ïðèâîäè ïîäàíî ÿê êîìá³íàö³þ ë³í³éíèõ ïðóæèí ³ 
äåìïôåð³â. Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿ çàêîí³â ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà òà 
êîíñòðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â. Çà ö³ëüîâèé ôóíêö³îíàë âè-
áðàíî åíåðãîçàòðàòè íà âèêîíàííÿ öèêë³÷íî¿ òðàíñïîðòíî¿ îïåðàö³¿. Ðîç-
ðîáëåíî àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïà-
ðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìàí³ïóëÿòîðà ìíîæèíîþ çàäàíèõ 
ôóíêö³é, âèêîðèñòàíí³ êîíöåïö³¿ îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà ÷èñåëüíèõ 
ïðîöåäóð íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ 

 
Àêòóàëüí³ñòü çàäà÷ îïòèì³çàö³¿ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì çóìîâëåíà â³ä-

íîñíî øèðîêèì ðîçïîâñþäæåííÿì öèõ ñèñòåì ó ð³çíèõ ãàëóçÿõ òåõí³êè ³ 
ïðîìèñëîâîñò³ òà ïîñò³éíîþ ïîòðåáîþ ó ï³äâèùåíí³ òåõí³÷íîãî ð³âíÿ ³ ÿêîñò³ 
¿õ ôóíêö³îíóâàííÿ [9, 12]. Ñåðåä ìàí³ïóëÿö³éíèõ ðîáîò³â îñîáëèâå ì³ñöå çà-
éìàþòü äâîëàíêîâ³ ìàí³ïóëÿòîðè. Ö³ äâîëàíêîâ³ ñèñòåìè º ñêëàäîâèìè ÷àñ-
òèíàìè á³ëüøîñò³ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ðîáîò³â àíòðîïîìîðôíîãî òèïó, â ÿêèõ 
ë³í³éí³ ðîçì³ðè äâîõ ñóì³æíèõ ëàíîê çíà÷íî ïåðåâèùóþòü ðîçì³ðè ðåøòè 
ëàíîê. Ïðè öüîìó îñíîâíèé îáñÿã òðàíñïîðòíèõ ðóõ³â ìàí³ïóëÿòîðà çä³éñ-
íþþòü ñàìå ö³ äâ³ ëàíêè. Òîìó äâîëàíêîâ³ ìàí³ïóëÿö³éí³ ñèñòåìè âæå òðè-
âàëèé ÷àñ ïðèâåðòàþòü óâàãó áàãàòüîõ äîñë³äíèê³â. 

Çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ðåæèì³â êåðóâàíü äâîëàíêîâèõ ìàí³ïóëÿòîð³â äî-
ñë³äæóâàëèñü, çîêðåìà, â ïðàöÿõ [1, 11, 12, 15, 17]. Ó ðîáîò³ [1] ðîçãëÿíóòî 
çàäà÷ó ðîçðàõóíêó ñóáîïòèìàëüíèõ (çà øâèäêîä³ºþ) ïðîãðàìíèõ ðåæèì³â 
êåðóâàííÿ äëÿ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà. Ðîçâ’ÿçîê áóäóºòüñÿ ó ÷îòèðè-
ïàðàìåòðè÷íîìó êëàñ³ êóñêîâî-ñòàëèõ ðåæèì³â êåðóâàííÿ. Àíàëîã³÷íà çà-
äà÷à ïðî íàéøâèäøèé ïîâîðîò äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà äîñë³äæóºòüñÿ â 
[11]. Çíà÷íà ÷àñòèíà ìîíîãðàô³¿ [12] ïðèñâÿ÷åíà çàäà÷àì ïîáóäîâè îïòè-
ìàëüíèõ ³ ñóáîïòèìàëüíèõ ïðîãðàìíèõ êåðóâàíü äëÿ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïó-
ëÿòîðà. Ó ñòàòòÿõ [15, 17] äîñë³äæóþòüñÿ çàäà÷³ êåðóâàííÿ äâîëàíêîâèì 
ìàí³ïóëÿòîðîì ç îäíèì àêòèâíèì ïðèâîäîì, ðîçì³ùåíèì á³ëÿ øàðí³ðà íà 
íåðóõîì³é áàç³. Äëÿ â³ääàëåíîãî øàðí³ðó ïðèâ³ä â³äñóòí³é. Êåðóâàííÿ â³äïî-
â³äíîþ ëàíêîþ çä³éñíþºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³íåðö³éíèõ ñèë, ùî âèíèêàþòü 
ïðè äèíàì³÷í³é âçàºìîä³¿ ëàíîê. 

Ïî÷èíàþ÷è ç ñåðåäèíè 90-õ ðîê³â, âñå àêòèâí³øå ïðîâîäÿòüñÿ äîñë³ä-
æåííÿ ìàí³ïóëÿö³éíèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ, êð³ì àêòèâíèõ ïðèâîä³â, ä³þòü ïà-
ñèâí³ ïðèâîäè (íàïðèêëàä, ïðóæèííî-äåìïôåðí³ ìåõàí³çìè). Òàê³ ïðèâîäè 
îñîáëèâî âèïðàâäîâóþòü ñåáå íà öèêë³÷íèõ òðàíñïîðòíèõ îïåðàö³ÿõ, êîëè 
ìàí³ïóëÿòîð ïåðåíîñèòü âàíòàæ ³ç ïî÷àòêîâîãî ñòàíó â ê³íöåâèé ³ ïîâåðòà-
ºòüñÿ íàçàä ó ïî÷àòêîâèé ñòàí áåç âàíòàæó. ßê ñâ³ä÷àòü ðåçóëüòàòè äîñë³ä-
æåíü [3, 8], äëÿ îäíîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà ðàö³îíàëüíèé ï³äá³ð ïàðàìåò-
ð³â ë³í³éíîãî â’ÿçêîïðóæíîãî ïàñèâíîãî ïðèâîäó äîçâîëÿº ñóòòºâî çìåíøè-
òè åíåðãîçàòðàòè àêòèâíîãî ïðèâîäó. Çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ ïàðàìåòð³â ïðó-
æèííî-äåìïôåðíèõ ïðèâîä³â äëÿ øèðîêîãî êëàñó ìåõàí³÷íèõ ñèñòåì ðîç-
ãëÿíóòî â ñòàòò³ [4]. Ó [13] äëÿ òðèëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà çàïðîïîíîâàíî 
ï³äõ³ä äî àïðîêñèìàö³¿ îòðèìàíèõ ñóáîïòèìàëüíèõ ðåæèì³â àêòèâíèõ êåðó-
âàíü ïàñèâíèìè ñèëàìè, ùî ãåíåðóþòüñÿ ïðóæèííî-äåìïôåðíèìè ïðèâîäà-
ìè. Ó ïðàöÿõ [14, 16] äîñë³äæóþòüñÿ ñóáîïòèìàëüí³ ðåæèìè êåðóâàííÿ ÷î-
òèðèëàíêîâèì ìàí³ïóëÿö³éíèì ðîáîòîì ç àêòèâíèìè òà ïàñèâíèìè ïðèâî-
äàìè, ÿêèé çä³éñíþº öèêë³÷íó òðàíñïîðòíó îïåðàö³þ. Ôîðìóëþºòüñÿ íèçêà 
çàäà÷ ðîçðàõóíêó àêòèâíèõ êåðóâàíü ³ ïàðàìåòð³â ïðóæèííî-äåìïôåðíèõ 
ïðèâîä³â çà óìîâè ì³í³ì³çàö³¿ ö³ëüîâîãî ôóíêö³îíàëó (øâèäêîä³ÿ, åíåðãîçà-
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òðàòè òîùî). Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ïàðàìåòðè÷íî¿ îï-
òèì³çàö³¿. Çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿ çàêîí³â ðóõó íåë³í³éíèõ ëîêîìîö³éíèõ (êðîêó-
þ÷èõ) ñèñòåì àíòðîïîìîðôíîãî òèïó ç àêòèâíèìè òà ïàñèâíèìè ïðèâîäàìè 
ó ð³çíîìàí³òíèõ ïîñòàíîâêàõ äîñë³äæóâàëèñÿ, çîêðåìà, ó ïðàöÿõ [5–7]. Ðîç-
â’ÿçêè öèõ çàäà÷ áóäóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîä³â ïàðàìåòðè÷íî¿ îïòèì³çà-
ö³¿ ç âèêîðèñòàííÿì êóá³÷íèõ çãëàäæóâàëüíèõ ñïëàéí³â [5, 7], ïîë³íîì³â ³ 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿä³â [6].  

Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ äîñë³äæóþòüñÿ ñóáîïòèìàëüí³ ðåæèìè êåðóâàí-
íÿ äâîëàíêîâèì ìàí³ïóëÿòîðîì, ùî çä³éñíþº ïëîñêîïàðàëåëüíèé ðóõ ï³ä ä³-
ºþ àêòèâíèõ ³ ïàñèâíèõ (â’ÿçêîïðóæíèõ) ïðèâîä³â. Ôîðìóëþºòüñÿ çàäà÷à 
ðîçðàõóíêó òàêèõ ïðîãðàìíèõ êåðóâàíü àêòèâíèõ ïðèâîä³â ³ êîíñòðóêö³é-
íèõ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â ìàí³ïóëÿòîðà, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü âèêî-
íàííÿ öèêë³÷íî¿ òðàíñïîðòíî¿ îïåðàö³¿ ç ì³í³ìàëüíèìè åíåðãîçàòðàòàìè. 
Ðîçðîáëåíî ìåòîäèêó ïîáóäîâè ñóáîïòèìàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ñôîðìóëüîâàíî¿ 
çàäà÷³, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìàí³ïó-
ëÿòîðà ñóìîþ ïîë³íîìà òðåòüîãî ñòåïåíÿ ³ ñê³í÷åííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî 
ðÿäó òà ðîçâ’ÿçàíí³ îòðèìàíî¿ âíàñë³äîê öüîãî çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ìàòåìà-
òè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Åôåêòèâí³ñòü ìåòîäèêè ïðî³ëþñòðîâàíî ðåçóëüòà-
òàìè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. 
 1. Ìåõàí³÷íà ìîäåëü òà ð³âíÿííÿ ðóõó. Ðîçãëÿíåìî äâîëàíêîâèé ìàí³-
ïóëÿòîð àíòðîïîìîðôíîãî òèïó, ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíèé íà ðèñ. 1. Ìàí³ïó-
ëÿòîð ñêëàäàºòüñÿ ³ç äâîõ òâåðäèõ ò³ë (ëàíîê) 1G  ³ 2G , ç’ºäíàíèõ ì³æ ñî-

áîþ öèë³íäðè÷íèì øàðí³ðîì 2O . Ëàíêà 1G  çà äîïîìîãîþ öèë³íäðè÷íîãî 

øàðí³ðà 1O  çâ’ÿçàíà ç íåðóõîìîþ îñíîâîþ, íà 

ê³íö³ äðóãî¿ ëàíêè (â òî÷ö³ B ) çàêð³ïëåíî çàõâàò 
(ç âàíòàæåì). Îñ³ øàðí³ð³â 1O  ³ 2O  ïàðàëåëüí³ 
ì³æ ñîáîþ. Ìàí³ïóëÿòîð çä³éñíþº ðóõ ó âåðòè-
êàëüí³é ïëîùèí³ ,OXY  ÿêèé â³äáóâàºòüñÿ âíà-

ñë³äîê âçàºìîä³¿ ñèëè òÿæ³ííÿ, ìîìåíò³â ñèë 1u  i 

2u , ùî ãåíåðóþòüñÿ àêòèâíèìè ïðèâîäàìè, ³ ìî-

ìåíò³â ñèë 1p  i 2p , ÿê³ ñòâîðþþòüñÿ ïàñèâíèìè 
ïðèâîäàìè. Ïàñèâíèé ïðèâ³ä ïîäàºìî ó âèãëÿä³ 
êîìá³íàö³¿ ë³í³éíî¿ ïðóæèíè ³ äåìïôåðà. Àêòèâ-
íèé iu  ³ ïàñèâíèé ip  ìîìåíòè ñèë ïðèêëàäåí³ ó 

øàðí³ð³ iO , 1, 2i = . Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ ìàòåìà-
òè÷íî¿ ìîäåë³ ìàí³ïóëÿòîðà ââàæàºìî, ùî éîãî øàðí³ðè º ³äåàëüíèìè, à 
ìàñà çàõâàòà (ðàçîì ³ç âàíòàæåì) çîñåðåäæåíà ó òî÷ö³ B . ²íåðö³éí³ñòþ ðó-
õîìèõ ÷àñòèí ïàñèâíèõ ïðèâîä³â íåõòóºìî, à ¿õ ìàñó âðàõîâóºìî â ìàñî-
³íåðö³éíèõ õàðàêòåðèñòèêàõ â³äïîâ³äíèõ ëàíîê.  
 Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: αi  – êóò â³äõèëåííÿ ò³ëà iG  â³ä âåðòèêàë³; im , 

ir  – ìàñà ò³ëà iG  ³ â³äñòàíü â³ä éîãî öåíòðà ìàñè äî òî÷êè iO ; iJ  – ìîìåíò 

³íåðö³¿ ò³ëà iG  â³äíîñíî îñ³ øàðí³ðà iO , = 1, 2i ; = 1 2a O O , = 2b O B  – 

äîâæèíè ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà; m  – ìàñà âàíòàæó; g  – ïðèñêîðåííÿ ñèëè 
òÿæ³ííÿ. Òîä³ ðóõ äîñë³äæóâàíîãî ìàí³ïóëÿòîðà ìîæíà îïèñàòè ñèñòåìîþ 
íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 

 α + α α − α + α α − α + α =   2
1 1 2 1 2 2 1 2 1cos ( ) sin ( ) sinI aK gD[ ]  

 = − − +1 2 1 2u u p p , 

 α + α α − α − α α − α + α = −   2
2 2 1 1 2 1 1 2 2 2 2[ cos ( ) sin ( )] sinI aK gK u p , 

 = α − θ + α = α − α − θ + α − α  
1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 2 1( ) ,      ( ) ( )p c k p c k , (1) 
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äå ic , θi  – êîåô³ö³ºíò æîðñòêîñò³ ïðóæèíè òà êóò ¿¿ íåíàïðóæåíîãî ñòàíó, 

ik  – êîåô³ö³ºíò â’ÿçêîñò³ äåìïôåðà, = 1,2;i  = + +2
1 1 2( )I J a m m ; 2 2I J= +  

2b m+ ; = +2 2K r m bm ; = + +1 1 2( )D r m a m m . Òóò ³ íèæ÷å êðàïêîþ çâåðõó 
íàä âåëè÷èíîþ ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ çà ÷àñîì t . Ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) 
º ð³âíÿííÿìè Ëà´ðàíæà äðóãîãî ðîäó [10], ùî îïèñóþòü ðóõ äâîëàíêîâîãî 
ìàí³ïóëÿòîðà ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ 1u , 2u  ³ ïàñèâíèõ 1p , 2p  êåðóâàíü. Êîëè 

ïàñèâí³ ïðèâîäè â³äñóòí³ = =( 0i ic k , = 1,2)i  ³ ìàí³ïóëÿòîð çä³éñíþº ðóõ ó 
ãîðèçîíòàëüí³é ïëîùèí³ =( 0)g , ð³âíÿííÿ (1) ñï³âïàäàþòü (ç òî÷í³ñòþ äî ïî-
çíà÷åíü) ç ð³âíÿííÿìè ðóõó äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, îòðèìàíèìè â [1].  
 2. Ïîñòàíîâêà òà àëãîðèòì ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ îïòèì³çàö³¿. Íåõàé ìà-
í³ïóëÿòîð çä³éñíþº öèêë³÷íó òðàíñïîðòíó îïåðàö³þ, ÿêà ïîëÿãàº â ïåðåíå-
ñåíí³ âàíòàæó (ìàñè m ) ³ç ïî÷àòêîâîãî ïîëîæåííÿ ó çàäàíèé ñòàí ïðîòÿãîì 
÷àñó 1T  ³ ïîâåðíåííÿ áåç âàíòàæó â ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ çà ÷àñ 2T . Ïðè 
öüîìó òðèâàë³ñòþ ïåðåáóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðà ó ñòàí³ ðîçâàíòàæåííÿ íåõòó-
ºìî, ââàæàþ÷è, ùî ÷àñ âèêîíàííÿ âñ³º¿ öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ = +1 2T T T  ³ ðóõ 

ìàí³ïóëÿòîðà ïðè ∈ 1[ , ]t T T  íå çàëåæèòü â³ä éîãî ðóõó ïðè ∈ 1[0, ]t T . Ó 

ìîìåíò ÷àñó = 1t T  äðóã³ ïîõ³äí³ α1( )t , α2 ( )t  ³ â³äïîâ³äíî êåðóâàííÿ 1( ),u t  

2 ( )u t  ìàþòü ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó.  
Çàäàìî ê³íåìàòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè öèêë³÷íî¿ òðàíñïîðòíî¿ îïåðàö³¿, à 

ñàìå, çàäàìî ïîëîæåííÿ òà øâèäêîñò³ ìàí³ïóëÿòîðà â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò 
÷àñó = 0t , ó ìîìåíò ÷àñó ðîçâàíòàæåííÿ = 1t T  ³ â ê³íöåâèé ìîìåíò =t T : 

 α = α = α α = α(0) (1)
1(0) ( ) ,         ( )i i i i iT T , 

 α = α = α = =  
1(0) ( ) ( ) 0,          1,2i i iT T i , (2) 

à òàêîæ îáìåæåííÿ íà êóòîâ³ êîîðäèíàòè ëàíîê ó ïðîöåñ³ ¿õ ðóõó  

 min max min max
1 1 1 2 2 1 2( ) ,      ( ) ( ) ,     [0, ]t t t t Tα ≤ α ≤ α α ≤ α − α ≤ α ∈ . (3) 

Ó (2) âåëè÷èíè (0) (1),  i iα α  – çàäàí³ ñòàë³ ïàðàìåòðè öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿.  

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ = θ( , , )i i i ic k  âåêòîð êîíñòðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â i -ãî 
ïðóæèííî-äåìïôåðíîãî ïðèâîäó. Î÷åâèäíî, ùî ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâî-
ä³â ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè îáìåæåííÿ  

 max max min max0 ,      0 ,      ,    1,2i i i i i i ic c k k i≤ ≤ ≤ ≤ θ ≤ θ ≤ θ = , (4) 

äå âåëè÷èíè θ θmax max min max,  ,  ,  i i i ic k  âèáèðàþòüñÿ íà ï³äñòàâ³ îö³íîê ðåàëü-
íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â ïðîìèñëîâèõ ìàí³ïóëÿòîð³â.  

Íåõàé íà àêòèâí³ êåðóâàííÿ ìàí³ïóëÿòîðà íàêëàäåíî îáìåæåííÿ  

 min max( ) ,       [0, ],      1,2i i iu u t u t T i≤ ≤ ∈ = . (5) 

Ñôîðìóëþºìî çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿. Çíàéòè òàê³ êåðóâàííÿ ∗
1 ( )u t , ∗

2 ( )u t , 

∈ [0, ]t T , ³ òàê³ ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â ∗ξ1 ,
∗ξ2 ,  ÿê³ ç îãëÿäó íà ð³â-

íÿííÿ (1) ïðè îáìåæåííÿõ (4), (5) çàáåçïå÷àòü âèêîíàííÿ ìàí³ïóëÿòîðîì 
öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ (2), (3) ç ì³í³ìàëüíèì çíà÷åííÿì ôóíêö³îíàëà [5–8] 

 1 1 2 2 1
0

( ) ( ) ( )( ( ) ( ))
T

E u t t u t t t dt= α + α − α∫   [ ] . (6) 

Ôóíêö³îíàë E  âèðàæàº ìåõàí³÷íó ðîáîòó àêòèâíèõ ïðèâîä³â ïðè âèêîíàíí³ 
ìàí³ïóëÿòîðîì öèêë³÷íî¿ òðàíñïîðòíî¿ îïåðàö³¿. Çàóâàæèìî, ùî ï³ä³íòåã-
ðàëüíà ôóíêö³ÿ â (6) ìàº ðîçðèâ ïåðøîãî ðîäó ïðè = 1t T .  

Â³äì³òèìî äåÿê³ îñîáëèâîñò³ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ (ç ïàðàìåòðîì). Ïî-ïåðøå, ð³âíÿííÿ ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà (1) º ñóòòºâî 
íåë³í³éíèìè, ïî-äðóãå, ö³ëüîâèé ôóíêö³îíàë (6) íåäèôåðåíö³éîâíèé (çà 
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Ôðåøå). Âñå öå, à òàêîæ íàÿâí³ñòü îáìåæåíü (3), (5) ñèëüíî óñêëàäíþº ðîç-
â’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òà íå äàº çìîãè ïîáóäóâàòè ¿¿ òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê.  

Ïðîïîíóºìî àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çà-
äà÷³, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìàí³ïó-
ëÿòîðà ìíîæèíîþ çàäàíèõ ôóíêö³é ³ çâåäåíí³ âèõ³äíî¿ çàäà÷³ äî â³äïîâ³äíî¿ 
çàäà÷³ íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çà ïàðàìåòðè îïòèì³çàö³¿ 
âèáèðàºìî êîåô³ö³ºíòè ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ìàí³ïóëÿ-
òîðà òà êîíñòðóêö³éí³ ïàðàìåòðè ïàñèâíèõ ïðèâîä³â, à âèêîíàííÿ îáìåæåíü 
(3), (5) çàáåçïå÷óºìî ìåòîäîì çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é [2].  

Äëÿ ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò 1α , α2  íà êîæíîìó ³ç 
ïðîì³æê³â öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ âèêîðèñòîâóºìî ñóìó ïîë³íîìà òðåòüîãî ñòå-
ïåíÿ ³ ñê³í÷åííîãî òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó [3, 6, 8, 13, 14, 16, 18]:  

 
 ∈

α = 
∈

(0)
1

(1)
1

( ), [0, ],

( ), ( , ],
i

i
i

f t t T

f t t T T
 

 τ τ τ τ
τ τ τ τ τ

= =

= ∆ + ω ∆ + ω ∆∑ ∑
3

( ) ( ) ( ) ( )

0 1

cos sin
n

j
i ij ik ik

j k

f c a k b k( ) , (7) 

äå τ( ) ,ijc  τ( ) ,ika  τ( )
ikb , = 0,1,2,3j , = 1, ,k n , = 1,2i , τ = 0, 1 , – øóêàí³ êîåô³ö³-

ºíòè ïàðàìåòðèçàö³¿; ∆ =0 t , ω = π0 12 /T , ∆ = −1 1t T , ω = π1 22 /T . Êîåô³ö³-

ºíòè ïîë³íîìà âèçíà÷àºìî ç óìîâ öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ (2) 

 ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
0 1

1 1

,         
n n

i i ik i ik
k k

c a c kbτ τ− τ τ τ
τ

= =

= α − = − ω∑ ∑ ,  

 τ τ+ τ τ τ τ
τ

τ+τ

= α − α − = − τ =( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 3 22

1

3 2,       ,    0,1
3i i i i i ic T c c c
TT

( ) ,  (8) 

äå α = α(2) (0)
i i , = 1,2i . Êóòîâ³ øâèäê³ñòü α ( )i t  ³ ïðèñêîðåííÿ α ( )i t  îá÷èñëþ-

ºìî äèôåðåíö³þâàííÿì âèðàç³â (7).  
Íàêëàäåí³ íà ðóõ ñèñòåìè îáìåæåííÿ (3), (5) ïîäàºìî ó ³íòåãðàëüí³é 

ôîðì³ [5] 

 min 2 max 2
1 1 1 1 1

0

T

Q dtα + + = α − α + α − α ∫ [ ] [ ]( ) ( ) ,  

α + + = α − α + α + α − α − α ∫ min 2 max 2
2 2 2 1 2 1 2

0

[ ]
T

Q dt[ ]( ) ( ) , 

 min 2 max 2

0

[ ( )] [ ] ,     1,2
T

ui i i i iQ u u t u u dt i+ + = − + − = ∫ ( ) ( ) , (9) 

äå 
, 0,

[ ]
0, 0.+
ν ν >ν =  ν ≤

  

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ïàðàìåòðèçîâàíèõ ôóíêö³é αi , α i , α i , = 1,2i , ó 
ð³âíÿííÿ ðóõó (1) òà ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ äèíàì³êè çíàõîäèìî â³ä-
ïîâ³äí³ àêòèâí³ êåðóâàííÿ 1,u  2u . Îòðèìàí³ êåðóâàííÿ º ôóíêö³ÿìè øóêà-
íèõ êîåô³ö³ºíò³â òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿä³â (7) ³ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâî-
ä³â ξ1,  ξ2 , âíàñë³äîê ÷îãî ôóíêö³îíàë (6) ³ çîáðàæåííÿ (9) çâîäÿòüñÿ äî 
ôóíêö³é òèõ ñàìèõ ïàðàìåòð³â. Â ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî çàäà÷ó óìîâíî¿ ì³-
í³ì³çàö³¿ ôóíêö³¿ áàãàòüîõ çì³ííèõ:  
 → =0 ( ) min,        ( )Q

C
C Q C 0 , (10) 

äå C  – âåêòîð ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿, êîìïîíåíòàìè ÿêîãî º ïàðàìåòðè 
( ) ( ),  ,  ,  ,  ,  , 1,2,  1, ,ik ik i i ia b c k i k nτ τ θ τ = =  . Ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ 0 ( )Q C  ôîðìóºòüñÿ 

íà îñíîâ³ ôóíêö³îíàëà (6), âåêòîð-ôóíêö³ÿ Q  – íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (9). 
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 3. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ äèíàì³êè ìàí³ïóëÿòîðà. Îïèøåìî ðåçóëüòà-
òè ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ âèùå çàäà÷³ îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ. Ðîçãëÿäàëè ìàí³ïóëÿòîð, ëàíêè ÿêîãî ìàþòü ê³ëüöåâèé ïîïåðå÷íèé 
ïåðåð³ç ç³ ñòàëèìè çîâí³øí³ì 0.1 ì ³ âíóòð³øí³ì 0.094 ì ä³àìåòðàìè òà ãóñ-
òèíîþ ìàòåð³àëó 7850 êã/ì3, à òàêîæ äîâæèíàìè = 0.8a ì, = 0.5b ì. Â³äïî-
â³äíî äî öèõ çíà÷åíü ìàºìî: 1 5.74m = êã, 2 3.59m = êã, =1 1.23J Íì2, 2J =  

0.3= Íì2, =1 0.4r ì, =2 0.25r ì. Ìàñó âàíòàæó çàäàâàëè = 4m êã, ïàðàìåò-

ðè öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿: α =(0)
1 0 , α = π(0)

2 /10 , α = π(1)
1 /3 , α = π(1)

2 2 /3 , =1 4T ñ, 

=2 2T ñ. Îáìåæåííÿ (3)–(5), íàêëàäåí³ íà ðóõ ìàí³ïóëÿòîðà òà ïàðàìåòðè 
éîãî ïàñèâíèõ ïðèâîä³â, çàäàâàëè çã³äíî ç äàíèìè òàáë. 1.  

Таблиця 1 

z  1α ,ðàä. 2α ,ðàä. 1u ,Íì 2u ,Íì 1c ,Íì 1k ,Íìñ 1θ ,ðàä. 2c ,Íì 2k ,Íìñ 2θ ,ðàä. 

maxz  /2π  π  100 50 50 10 /2π  20 5 π  
minz  /2−π  0 -100 -50 0 0 0 0 0 0 

Ê³ëüê³ñòü ÷ëåí³â òðèãîíîìåòðè÷íîãî ðÿäó â (7) ïîêëàäàëè = 3 .n  Â ðå-
çóëüòàò³ çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü ïàðàìåòð³â îïòèì³çàö³¿ ñòàíîâèëà 30. Äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (10) âèêîðèñòîâóâàëè ìåòîä Ðîçåíáðîêà [19] ñï³ëüíî ç ìå-
òîäîì çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é [2]. Ïî÷àòêîâèé êðîê ìåòîäó Ðîçåíáðî-
êà ñòàíîâèâ 0.001, êîåô³ö³ºíò çì³íè äîâæèíè êðîêó – 3. Ïðîâîäèëèñü 2 ³òå-
ðàö³¿ ìåòîäó çîâí³øí³õ øòðàôíèõ ôóíêö³é, äå íà ïåðø³é ³òåðàö³¿ êîåô³ö³-

ºíòè λ = 210i , à íà äðóã³é – λ = 310i . Òî÷í³ñòü çà ïàðàìåòðàìè îïòèì³çàö³¿ ³ 

çíà÷åííÿì ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ ñòàíîâèëè â³äïîâ³äíî −610  ³ −410 , ÷àñ ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ çàäà÷³ (10) íà êîìï’þòåð³ AMD Sempron 2200+ÌÃö – áëèçüêî 5 õâ. 
 Îòðèìàíèé ñóáîïòèìàëüíèé ðåæèì ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà õàðàêòåðèçó-
ºòüñÿ çíà÷åííÿìè êîåô³ö³ºíò³â ïàðàìåòðèçàö³¿, ïîäàíèìè ó òàáë. 2, à òàêîæ 
çíà÷åííÿìè ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â: =1 41.6c Íì, =1 0k , θ =1 1.57ðàä , 

=2 15.49c Íì, =2 0k , θ =2 1.72ðàä. Ï³ä ÷àñ îïòèì³çàö³¿ çà 14 ³òåðàö³é ìåòî-
äó Ðîçåíáðîêà çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà (6) áóëî çìåíøåíå ïðèáëèçíî â 2.5 

ðàçè òà îñòàòî÷íî ñòàëî ð³âíèì ∗ = 40.7E Äæ.  
Таблиця 2 

Êîåô³ö³ºíòè τ = 0     ( ∈ 1[0, ]t T ) τ = 1     ( ∈ 1[ , ]t T T ) 

ïàðàìåòðèçàö³¿ = 1i  1( )α  = 2i  2( )α  = 1i  1( )α  = 2i  2( )α  

τ( )
0ic  0.028005 0.570367 1.113239 2.271003 

τ( )
1ic  0.212562 -1.659721 -0.425953 -1.747111 
τ( )
2ic  0.036928 1.578585 -0.146468 1.285489 
τ( )
3ic  -0.006155 -0.263097 0.048823 -0.428497 
τ( )
1ia  -0.074578 -0.201034 -0.102277 -0.121349 
τ( )
1ib  -0.199154 0.745685 0.245032 0.829145 
τ( )
2ia  0.077832 0.003367 0.054375 -0.056460 
τ( )
2ib  0.046770 0.152706 -0.069365 -0.150537 
τ( )
3ia  -0.031259 -0.058541 -0.018139 0.001201 
τ( )
3ib  -0.009902 0.001838 0.009761 0.009350 
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Ãðàô³÷í³ çàëåæíîñò³ (â³ä ÷àñó t ) ê³íåìàòè÷íèõ òà äèíàì³÷íèõ õàðàêòå-
ðèñòèê ïîáóäîâàíîãî åíåðãåòè÷íî ñóáîïòèìàëüíîãî ïðîöåñó çîáðàæåíî íà 
ðèñ. 2–5. Òóò ÷àñ t  âèðàæåíî â ñåêóíäàõ, êóòè α1,  α2  – â ðàä³àíàõ, ìî-

ìåíòè ñèë 1,u  2u  – â Íì. Çàçíà÷èìî, ùî ïðîì³æîê ÷àñó ∈ [0, 4]t  â³äïîâ³äàº 

ôàç³ ïåðåíåñåííÿ âàíòàæó â ê³íöåâå ïîëîæåííÿ, ∈ [4, 6]t  – ïîâåðíåííÿ ìà-
í³ïóëÿòîðà (áåç âàíòàæó) ó ïî÷àòêîâèé ñòàí. Íà ðèñ. 2, 3 íàâåäåíî ãðàô³êè 
êóòîâèõ êîîðäèíàò α1,  α2  òà øâèäêîñòåé α 1,  α 2  ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà. Íà 
ãðàô³êàõ áà÷èìî, ùî êóòîâ³ õàðàêòåðèñòèêè ëàíîê ïðè ïîáóäîâàíîìó ñóá-
îïòèìàëüíîìó ðåæèì³ ðóõó ìàí³ïóëÿòîðà çàäîâîëüíÿþòü óìîâè öèêë³÷íî¿ 
îïåðàö³¿ (2) òà îáìåæåííÿ (3). Ïðè öüîìó ðóõ ëàíîê ìàí³ïóëÿòîðà íà êîæí³é 
³ç ôàç öèêë³÷íî¿ îïåðàö³¿ º áåçðåâåðñíèì. Îòðèìàí³ ñóáîïòèìàëüí³ ìîìåíòè 
ñèë 1,u  2u  çîáðàæåíî íà ðèñ. 4, 5 (êðèâ³ 1). Òóò äëÿ ïîð³âíÿííÿ íàâåäåíî 
ìîìåíòè (êðèâ³ 2), îòðèìàí³ ïðè ðîçâ’ÿçàíí³ âèùåíàâåäåíî¿ çàäà÷³ äëÿ ìàí³-
ïóëÿòîðà áåç ïàñèâíèõ ïðèâîä³â. Ïðè öüîìó ì³í³ìàëüí³ åíåðãîâèòðàòè ñèñ-

òåìè ñòàíîâëÿòü ∗ = 121.4E Äæ, òîáòî áà÷èìî, ùî ââåäåííÿ â äîñë³äæóâàíó 
ìàí³ïóëÿö³éíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ â’ÿçêîïðóæíèõ ïàñèâíèõ ïðèâîä³â äîçâî-
ëÿº ñóòòºâî (ó 3 ðàçè) çìåíøèòè åíåðãîâèòðàòè àêòèâíèõ ïðèâîä³â. Âàæëè-
âèì ïðè öüîìó º òàêîæ òå, ùî ïîðîãîâ³ (ìàêñèìàëüí³ çà àáñîëþòíîþ âåëè-
÷èíîþ) çíà÷åííÿ êåðóþ÷èõ çóñèëü àêòèâíèõ ïðèâîä³â çìåíøóþòüñÿ ïðè-
áëèçíî íà 30%.  
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4. Âèñíîâêè. Äëÿ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, ÿêèé ï³ä ä³ºþ àêòèâíèõ ³ 
ïàñèâíèõ ïðèâîä³â âèêîíóº öèêë³÷í³ òðàíñïîðòí³ îïåðàö³¿ ó âåðòèêàëüí³é 
ïëîùèí³, ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèé àëãîðèòì ³ ïðîãðàìó äëÿ ðîç-
â’ÿçàííÿ çàäà÷³ ñóêóïíî¿ îïòèì³çàö³¿ çàêîí³â ðóõó ñèñòåìè òà êîíñòðóêö³é-
íèõ ïàðàìåòð³â ïàñèâíèõ ïðèâîä³â ç ìåòîþ ì³í³ì³çàö³¿ åíåðãîâèòðàò. Àëãî-
ðèòì ´ðóíòóºòüñÿ íà ïàðàìåòðèçàö³¿ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò ñèñòåìè ìíî-
æèíîþ çàäàíèõ ôóíêö³é (ïîë³íîìè, òðèãîíîìåòðè÷í³ ðÿäè), ðîçâ’ÿçàíí³ 
îáåðíåíèõ çàäà÷ äèíàì³êè òà âèêîðèñòàíí³ ìåòîä³â íåë³í³éíîãî ìàòåìàòè÷-
íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ñâ³ä÷àòü ïðî 
åôåêòèâí³ñòü àëãîðèòìó òà ïðîãðàìè, ÿê³ äàþòü ìîæëèâ³ñòü çà äîïîìîãîþ 
ñó÷àñíèõ êîìï’þòåðíèõ ñèñòåì çà â³äíîñíî êîðîòêèé ÷àñ (~5 õâ.) ïîáóäóâàòè 
ñóáîïòèìàëüíèé êåðîâàíèé ïðîöåñ äëÿ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà.  
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Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ïîêàçóº, ùî ââåäåííÿ ë³í³éíîâ’ÿçêîïðóæ-
íîãî ïðèâîäó â êîíñòðóêö³þ äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà äîçâîëÿº ñóòòºâî (â 
îêðåìèõ âèïàäêàõ ó 3 ðàçè) çìåíøèòè åíåðãîâèòðàòè àêòèâíèõ ïðèâîä³â 
ìàí³ïóëÿòîðà íà öèêë³÷íèõ òðàíñïîðòíèõ îïåðàö³ÿõ. Ïðè öüîìó ìàêñèìàëü-
í³ çíà÷åííÿ àêòèâíèõ ìîìåíò³â ñèë º ìåíøèìè ïîð³âíÿíî ç â³äïîâ³äíèìè 
çíà÷åííÿìè äëÿ ìàí³ïóëÿòîðà áåç ïàñèâíèõ ïðèâîä³â.  
 Ïåðñïåêòèâîþ ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü ìîæå áóòè àíàë³ç âïëèâó êîíñò-
ðóêö³éíèõ ïàðàìåòð³â äâîëàíêîâîãî ìàí³ïóëÿòîðà, çîêðåìà, ïàðàìåòð³â ïà-
ñèâíèõ ïðèâîä³â, íà ÿê³ñí³ òà ê³ëüê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîáóäîâàíèõ ñóáîï-
òèìàëüíèõ çàêîí³â ðóõó ñèñòåìè.  
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ОПТИМИЗАЦИЯ РЕЖИМОВ ДВИЖЕНИЯ И ПАРАМЕТРОВ ДВУХЗВЕННОГО  
МАНИПУЛЯТОРА С АКТИВНЫМИ И ПАССИВНЫМИ ПРИВОДАМИ 
 
Èññëåäóþòñÿ óïðàâëÿåìûå äâèæåíèÿ äâóõçâåííîãî ìàíèïóëÿòîðà â âåðòèêàëüíîé 
ïëîñêîñòè, âûïîëíÿþùåãî öèêëè÷åñêóþ òðàíñïîðòíóþ îïåðàöèþ ïîä äåéñòâèåì 
àêòèâíûõ è ïàññèâíûõ ïðèâîäîâ. Ïàññèâíûå ïðèâîäû ïðåäñòàâëÿþòñÿ êîìáèíà-
öèåé ëèíåéíûõ ïðóæèí è äåìïôåðîâ. Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè çàêî-
íîâ äâèæåíèÿ ìàíèïóëÿòîðà è êîíñòðóêöèîííûõ ïàðàìåòðîâ ïàññèâíûõ ïðèâî-
äîâ. Â êà÷åñòâå öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà âûáðàíû ýíåðãîçàòðàòû íà âûïîëíåíèå 
òðàíñïîðòíîé îïåðàöèè. Ðàçðàáîòàí àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, 
îñíîâàííûé íà ïàðàìåòðèçàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ìàíèïóëÿòîðà ìíîæåñò-
âîì çàäàííûõ ôóíêöèé è èñïîëüçîâàíèè êîíöåïöèè îáðàòíûõ çàäà÷ äèíàìèêè è 
÷èñëåííûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. 
 
MOTION MODES AND PARAMETERS OPTIMIZATION 
OF TWO-LINK ACTIVELY AND PASSIVELY ACTUATED MANIPULATOR  
 
The motion of a actively and passively actuated two-link manipulator performing the 
cyclic pick-and-place operations in the vertical plane has been investigated. Passive 
actuators have been modeled as non-inertial spring-damper-like actuators. The problem 
on the combined optimization of the motion of manipulator and spring and damper 
parameters has been formulated. An algorithm for approximate solution of this problem 
based on parameterization of generalized coordinates by a set of given functions, and on 
using the inverse dynamic problem method as well as numerical procedures of nonline-
ar mathematical programming has been developed.  
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