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ВПЛИВ МЕХАНІЧНИХ КОЛИВАНЬ НА ПЕРЕНОС ДОМІШОК  
У ТВЕРДОМУ РОЗЧИНІ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî âçàºìîçâ’ÿçàí³ ð³âíÿííÿ ìåõàíîäèôóç³¿ äëÿ á³íàðíîãî òâåðäîãî 
ðîç÷èíó, ÿê³ âðàõîâóþòü äåôîðìàö³éíó çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ äî-
ì³øêè. Ç âèêîðèñòàííÿì ÷àñîâîãî îñåðåäíåííÿ, òåîð³¿ ðîçì³ðíîñòåé ³ ìåòîäó 
àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâó 
ñõåìó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ â³áðîäèôóç³¿ äëÿ øà-
ðó, ÿêà ðåàë³çóºòüñÿ ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì, ùî õà-
ðàêòåðèçóº äåôîðìàö³éíó çàëåæí³ñòü åíåðã³¿ àêòèâàö³¿. Ïðîâåäåíî ê³ëüê³ñíå 
äîñë³äæåííÿ ðîçâ’ÿçêó òà ïîð³âíÿííÿ íóëüîâîãî ³ ïåðøîãî íàáëèæåíü. 

 
Âñòóï. Ïðèñêîðåííÿ äèôóç³¿ äîì³øîê ï³ä ä³ºþ ìåõàí³÷íèõ êîëèâàíü 

ñïîñòåð³ãàºòüñÿ äëÿ ð³çíèõ ñåðåäîâèù [1, 5–7, 9, 11, 12, 14]. Ìåõàí³çìè òà-
êîãî âïëèâó òåæ ìîæóòü áóòè ð³çíèìè – çì³íà ñòàíó ð³äèíè â ïîðèñòèõ 
ñåðåäîâèùàõ [14], ñòîíøåííÿ äèôóçíîãî øàðó íà ìåæ³ ð³äèíà – òâåðäà ôà-
çà [1, 7], àêóñòè÷í³ ïîòîêè [1, 11]. Ó ðîáîò³ [9] íàâåäåíî ðåçóëüòàòè âèâ÷åííÿ 
âïëèâó ìåõàí³÷íèõ (óëüòðàçâóêîâèõ) õâèëü íà äèôóç³þ äîì³øîê ó ìåòàëàõ. 
Âñòàíîâëåíî, ùî â³áðàö³¿ ïðèâîäÿòü äî çá³ëüøåííÿ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿, ùî 
ìîæå áóòè âèêîðèñòàíå â ïðàêòèö³ äèôóç³éíîãî íàñè÷åííÿ ìàòåð³àë³â ÷è ³í-
òåíñèô³êàö³¿ ïåðåðîçïîä³ëó äîì³øîê. 
 Ïðè îïèñ³ ÿâèùà â³áðîäèôóç³¿ íåîáõ³äíî âèõîäèòè ç ñèñòåìè ð³âíÿíü 
ìåõàíîäèôóç³¿, ÿêà ïîâèííà âðàõîâóâàòè íåë³í³éí³ñòü åôåêò³â âçàºìîä³¿ ìå-
õàí³÷íèõ ³ äèôóç³éíèõ ïðîöåñ³â. Öÿ íåë³í³éí³ñòü ìîæå ìàòè ãåîìåòðè÷íó 
ïðèðîäó (ãåîìåòðè÷íà íåë³í³éí³ñòü) – áóòè ïîâ’ÿçàíîþ ç íåë³í³éí³ñòþ ð³â-
íÿíü ñòàíó, òà ê³íåòè÷íèõ ñï³ââ³äíîøåíü (ô³çè÷íà íåë³í³éí³ñòü) – íåë³í³é-
í³ñòþ áàëàíñîâèõ ð³âíÿíü. Ó ðîáîò³ [9] ôàêòè÷íî ïðîïîíóºòüñÿ âðàõóâàòè 
íåë³í³éí³ñòü, ïîâ’ÿçàíó ëèøå ç ê³íåòè÷íèì ñï³ââ³äíîøåííÿì äëÿ ïîòîêó ìà-
ñè, à, âëàñíå, – ç äåôîðìàö³éíîþ çàëåæí³ñòþ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿. Ïðè öüî-
ìó ìîæíà âðàõîâóâàòè ëèøå äåôîðìàö³éíó çàëåæí³ñòü åíåðã³¿ àêòèâàö³¿ 
äèôóç³éíîãî ïðîöåñó. 

Ó ö³é ðîáîò³ áóäóòü ñôîðìóëüîâàí³ âçàºìîçâ’ÿçàí³ ð³âíÿííÿ ìåõàíîäè-
ôóç³¿ äëÿ á³íàðíîãî òâåðäîãî ðîç÷èíó, ÿê³ âðàõîâóþòü äåôîðìàö³éíó çà-
ëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â äèôóç³¿. Ç âèêîðèñòàííÿì ÷àñîâîãî îñåðåäíåííÿ, òåî-
ð³¿ ðîçì³ðíîñòåé ³ ìåòîäó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì 
áóäå ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâó ñõåìó íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìó-
ëüîâàíî¿ çàäà÷³ â³áðîäèôóç³¿ äëÿ øàðó, ÿêà ðåàë³çóºòüñÿ â ïåðøîìó íà-
áëèæåíí³ çà ìàëèì ïàðàìåòðîì, ùî õàðàêòåðèçóº äåôîðìàö³éíó çàëåæí³ñòü 
åíåðã³¿ àêòèâàö³¿. Íà îñíîâ³ öüîãî áóäå ïðîâåäåíî ê³ëüê³ñíå äîñë³äæåííÿ 
ðîçâ’ÿçêó òà ïîð³âíÿííÿ íóëüîâîãî é ïåðøîãî íàáëèæåíü.  

1. Âèõ³äí³ ð³âíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî òâåðäå ò³ëî – á³íàðíèé ³çîòðîïíèé 
ïðóæíèé òâåðäèé ðîç÷èí, ÿêèé çàéìàº îáëàñòü ( )V  åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó, 
îáìåæåíó ãëàäêîþ ïîâåðõíåþ ( )S . Ó ò³ë³ ïðîò³êàþòü ïðîöåñè ïåðåíîñó äî-
ì³øêîâèõ êîìïîíåíò ³ ìåõàí³÷í³ ïðîöåñè, ñïðè÷èíåí³ ïåð³îäè÷íèì çà ÷àñîì 
ñèëîâèì íàâàíòàæåííÿì ³ äæåðåëàìè äîì³øîê íà ïîâåðõí³( )S .  
 Ïîâíà ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ îïèñó âçàºìîçâ’ÿçàíèõ ìåõàí³÷íèõ ³ äèôó-
ç³éíèõ ïðîöåñ³â ó ò³ë³ âêëþ÷àº ð³âíÿííÿ áàëàíñó ìàñè, ³ìïóëüñó, âèçíà-
÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ – ð³âíÿííÿ ñòàíó òà ê³íåòè÷í³ ð³âíÿííÿ, à òàêîæ ãåî-
ìåòðè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ [1–4]. Íàäàë³ äåôîðìàö³¿ áóäåìî ââàæàòè ìàëèìè, 
òàê ùî òåíçîð äåôîðìàö³¿ âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç âåêòîð ïåðåì³ùåííÿ U  
ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 1 ( ( ) )
2

= ⊗ + ⊗e U U    . (1) 



148 

ßêùî ó ñèñòåì³ íåìàº äæåðåë ìàñè êîìïîíåíò, òî ð³âíÿííÿ áàëàíñó ìà-
ñè ìàº âèãëÿä [3] 

 dC
dt

ρ = − ⋅ J ,  (2) 

äå 2 2C C≡ = ρ ρ/  – êîíöåíòðàö³ÿ äîì³øêîâî¿ êîìïîíåíòè 1 2( 1 )C C= − , 

1 2ρ = ρ + ρ  – ñóìàðíà ãóñòèíà, kρ  – ãóñòèíà k -¿ êîìïîíåíòè, 1,2k = ; 

2 2 2( )≡ = ρ −J J v v  – ïîò³ê äîì³øêîâî¿ êîìïîíåíòè 1 2( )= −J J , 

1 1 2 2( ) /= ρ + ρ ρv v v  – øâèäê³ñòü öåíòðó ìàñ; d dt t= ∂ ∂ + ⋅v   – ñóáñòàí-

ö³îíàëüíà ïîõ³äíà,   – îïåðàòîð Ãàì³ëüòîíà.  
Ð³âíÿííÿ áàëàíñó ³ìïóëüñó äëÿ ñèñòåìè â ö³ëîìó áåç óðàõóâàííÿ ìàñî-

âèõ ñèë áóäå 

 d
dt

ρ = ⋅v 
  ,  (3) 

äå 

  – òåíçîð íàïðóæåíü Êîø³. 
Ïîò³ê ìàñè J  º ôóíêö³ºþ òåðìîäèíàì³÷íî¿ ñèëè = − µX  , äå µ  – õ³-

ì³÷íèé ïîòåíö³àë äîì³øêîâî¿ êîìïîíåíòè, òîáòî ( )=J J X . Ó ë³í³éíîìó íà-
áëèæåíí³ ìàºìî L=J X , äå L  – ê³íåòè÷íèé êîåô³ö³ºíò, ÿêèé º ôóíêö³ºþ 
ïàðàìåòð³â ñòàíó – òåíçîðà äåôîðìàö³¿ e


 òà êîíöåíòðàö³¿ C . Êîëè ìàòåð³-

àë ³çîòðîïíèé, äëÿ L  ìàºìî 1 2 3( , , , )L L I I I C= , äå 1 kkI e å= ≡ , 2 kl klI e e= , 

3 jk kl ljI e e e=  – ³íâàð³àíòè òåíçîðà äåôîðìàö³¿. 

Âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ òåíçîðà íàïðóæåíü 

  òà õ³ì³÷íîãî ïî-

òåíö³àëó µ  áóäóòü [1, 2] 

 2( ) 2 ,        
3

K G e K C G dC Ke
β = − − β + µ = −   ρ

I e
  ,  (4) 

äå K  – ìîäóëü ñòèñêó; G  – ìîäóëü çñóâó; β  – êîåô³ö³ºíò êîíöåíòðàö³éíî-

ãî ðîçøèðåííÿ; d  – êîåô³ö³ºíò êîíöåíòðàö³éíî¿ çàëåæíîñò³ õ³ì³÷íîãî ïî-
òåíö³àëó.  

Ë³í³éíå ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ ç óðàõóâàííÿì ñï³ââ³äíîøåíü (4) íàáóâàº 
âèãëÿäó 

 Ld C L K e
β= − +
ρ

J   ,  (5) 

à ð³âíÿííÿ áàëàíñó ìàñè (2) áóäå 

 ( )dC Ld C L K
dt

β ρ = ⋅ − ⋅  ρ
U   .  (6) 

Ïðèéíÿâøè, ùî constρ = , ³ ââ³âøè êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ D Ld= ρ , 
ð³âíÿííÿ (5), (6) ïåðåïèøåìî òàê: 

 ,       ( ) ( )
D DdCD C K e D C K
d dt d

β β = − ρ + = ⋅ − ⋅ ⋅  ρ
J U      .  (7) 

Àíàëîã³÷íî, ï³äñòàâëÿþ÷è ð³âíÿííÿ ñòàíó äëÿ íàïðóæåíü (4) ó ð³âíÿí-
íÿ ðóõó (3), îòðèìàºìî 

 
2

2
1( ) ( )
3

d G K G K C
dt

ρ = + + ⋅ − βU U U    .  (8) 

Õî÷à ãåîìåòðè÷íå ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) ³ âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) 
ïðèéíÿòî ë³í³éíèìè, ð³âíÿííÿ (7), (8) º íåë³í³éíèìè çà ðàõóíîê çàëåæíîñò³ 
ê³íåòè÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â â³ä äåôîðìàö³¿ òà êîíöåíòðàö³¿, à òàêîæ êîíâåê-
òèâíî¿ ñêëàäîâî¿ ïîõ³äíî¿ çà ÷àñîì. 

Äåôîðìàö³éíà çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ ââàæàºòüñÿ êëþ÷îâîþ 
ïðè îïèñ³ ÿâèùà â³áðîäèôóç³¿ [9]. Íàäàë³ îáìåæèìîñÿ âðàõóâàííÿì çàëåæ-
íîñò³ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ ëèøå â³ä òåíçîðà äåôîðìàö³¿. Êîíâåêòèâíîþ 
ñêëàäîâîþ ïîõ³äíî¿ çà ÷àñîì áóäåìî íåõòóâàòè. 
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2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ äëÿ øàðó. Íåõàé øàð, â³äíåñåíèé äî äåêàðòîâî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò, çàéìàº îáëàñòü 0 x≤ ≤  . Íà ïîâåðõí³ 0x =  çàäàíà 
êîíöåíòðàö³ÿ 0C  òà íîðìàëüíå äî ïîâåðõí³ ãàðìîí³÷íå çà ÷àñîì ïåðåì³ùåí-

íÿ ñosaU tω , à ïðè x =   ï³äòðèìóºòüñÿ íóëüîâà êîíöåíòðàö³ÿ äîì³øîê ³ öÿ 
ïîâåðõíÿ â³ëüíà â³ä ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ: 

 0 1 20 0
,   ( ) ños ,   0,   ( ) 0ax x x x

Ñ C U t Ñ
= = = =

= ⋅ = − ω = ⋅ =U n n



 
.  (9) 

Òóò 1 2,  n n  – âåêòîðè çîâí³øí³õ íîðìàëåé äî ïîâåðõîíü. 

Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t =  ïåðåì³ùåííÿ, øâèäê³ñòü ³ êîíöåíòðà-
ö³ÿ äîì³øêè â îáëàñò³ øàðó äîð³âíþþòü íóëåâ³: 

 
0 00

0,       0,      0
t tt

C
t= ==

∂= = =
∂
UU .  (10) 

Ïðè âèáðàíèõ çîâí³øí³õ ä³ÿõ âåêòîðè ïåðåì³ùåííÿ U  ³ ïîòîêó J  òà 
êîíöåíòðàö³ÿ Ñ  çàëåæàòü ëèøå â³ä êîîðäèíàòè x  ³ ÷àñó t : ( ,0,0)U=U , 

( , )U U x t= , ( ,0,0),  ( , )J J J x t= =J , ( , )C C x t= .  
Òîä³ âèõ³äíà ñèñòåìà ð³âíÿíü ìåõàíîäèôóç³¿ äëÿ á³íàðíîãî ðîç÷èíó íà-

áóäå âèãëÿäó 

 
2 2 2

2 2 2
,         

DU U C C C UE K D K
x t x x x dt x x

β∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ρ = − β = −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ρ   ∂ ∂ ∂
, 

 
2

2

DC UJ D K
x d x

β∂ ∂= − ρ +
∂ ∂

.  (11) 

2.2. Ïîäàííÿ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿. Êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ D  ìîæíà çàïè-
ñàòè ó âèãëÿä³ [9]  

 0
kTD D e

−
=

U
,  

äå U  – åíåðã³ÿ àêòèâàö³¿; k  – ñòàëà Áîëüöìàíà; T  – àáñîëþòíà òåìïåðà-
òóðà; 0D  – ñòàëèé êîåô³ö³ºíò. 

Ââàæàºìî [9], ùî åíåðã³ÿ àêòèâàö³¿ U  º ôóíêö³ºþ ïåðøîãî ³íâàð³àíòà 
òåíçîðà äåôîðìàö³¿, òîáòî ( )e=U U . Ïðèéìåìî öþ çàëåæí³ñòü ë³í³éíîþ  

 0 e= + αU U ,  (12) 

äå 0U  ³ eα = ∂ ∂U  – ñòàë³ âåëè÷èíè. 

Âèêîðèñòàâøè ð³âí³ñòü (12), êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 
0

0,           
e

kT kTD D e D D e
α− −′ ′= =

U

,  (13) 

äå D′  – êîåô³ö³ºíò äèôóç³¿ â íåäåôîðìîâàíîìó ò³ë³. 
Ïðè ìàë³é çì³í³ åíåðã³¿ àêòèâàö³¿ 1e kTα /  ñï³ââ³äíîøåííÿ (13) íà-

áëèçèìî äâî÷ëåíîì 

 UD D D
kT x
α ∂′ ′= −

∂
. 

Òîä³ ñèñòåìà ð³âíÿíü ìåõàíîäèôóç³¿ (11) íàáóâàº âèãëÿäó 

 
2 2

2 2
U U CE K

xt x
∂ ∂ ∂ρ = − β

∂∂ ∂
, 

 
2 3 2

2 3 2
C C U U C U UD D D D
t kT x x x kT x xx x x

∂ ∂ ∂ α ∂ ∂ ∂ α ∂ ∂ ∂   ′ ′ ′ ′= − − +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ∂ ∂ ∂
æ æ , 

 
2 2

2 2
C U U C U UJ D D D D
x kT x x kT xx x

∂ ∂ α ∂ ∂ α ∂ ∂′ ′ ′ ′= −ρ + ρ + ρ − ρ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

æ æ ,  (14) 

äå K d= β ρæ /  – ïàðàìåòð âçàºìîçâ’ÿçêó. 
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Çàçíà÷èìî, ùî ïðè íåõòóâàíí³ âçàºìîçâ’ÿçêîì ïðîöåñ³â ( 0,  0)β = =æ  
ñèñòåìà ð³âíÿíü (14) ñòàº íåçâ’ÿçàíîþ.  

3.1. Ðîçä³ëåííÿ ðóõ³â. Ç ìåòîþ ðîçä³ëåííÿ êîëèâíèõ (øâèäêèõ) ðóõ³â, 
ñïðè÷èíåíèõ ìåõàí³÷íèì ãàðìîí³÷íèì íàâàíòàæåííÿì, òà åâîëþö³éíèõ (ïî-
â³ëüíèõ, îñåðåäíåíèõ), ñïðè÷èíåíèõ äèôóç³éíèìè òà íåë³í³éíèìè ïðîöåñà-
ìè, âèêîðèñòàºìî îïåðàö³þ îñåðåäíåííÿ çà ïåð³îäîì êîëèâàíü [13]. Áóäåìî 
âèêîðèñòîâóâàòè çîáðàæåííÿ øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó ,F U C= { }  ó âèãëÿä³ ñóìè 
äâîõ ñêëàäîâèõ: 

 F F F= + ,  

äå ,F U C=  { }  õàðàêòåðèçóþòü êîëèâí³, à ,F U C= { }  – åâîëþö³éí³ ïðîöåñè. 

Ó çâ’ÿçêó ç öèì ôóíêö³¿ F  ³ F  áóäåìî íàçèâàòè â³äïîâ³äíî êîëèâíîþ ³ îñå-
ðåäíåíîþ ñêëàäîâîþ ðîçâ’ÿçêó F .  

Ïðîâåäåìî îïåðàö³þ îñåðåäíåííÿ øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó çà ïåð³îä tT  [13]. 
Òîä³  

 1( , ) ( , ) ,         ( , ) ( , ) ( , )
tt T

t t

F x t F x d F x t F x t F x t
T

+

= τ τ = −∫  . 

Ïðèéìåìî, ùî [13] 

 F F
t t

∂ ∂≈
∂ ∂

, 
2 2

2 2
F F
t t

∂ ∂≈
∂ ∂

, F F≈ , FF FF≈ , 0FF ≈ .  

Òîä³ ç ð³âíÿíü (14) ³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâèõ óìîâ (9), (10) îòðèìóºìî äëÿ 
âèçíà÷åííÿ îñåðåäíåíèõ ³ õâèëüîâèõ ñêëàäîâèõ ïåðåì³ùåííÿ, êîíöåíòðàö³¿ 
òà ïîòîêó ìàñè ñèñòåìó ð³âíÿíü 

 
2 2

2 2
U U CE K

xt x
∂ ∂ ∂ρ = − β

∂∂ ∂
, 

 
2 3 2 2 2 2

2 3 2 2 2 2
C C U U C U C U C U CD D
t kT x x x xx x x x x x

∂ ∂ ∂ α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′− + = − + + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

  
æ  

 
3 3 2 2 2 2

3 3 2 2 2 2
U U U U U U U U
x xx x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ − + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

   
æ , 

 
2

2
C UJ D D
x x

∂ ∂′ ′= − ρ + ρ +
∂ ∂

æ  

 
2 2

2 2
U C U C U U U UD

kT x x x x x xx x

 α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ′+ ρ + + +  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  
æ ,  (15) 

 
2 2

2 2
U U CE K

xt x
∂ ∂ ∂ρ = − β

∂∂ ∂

 
, 

 
2 3 2 2 2

1
2 3 2 2 2

CC U U C U C U CD D D
t kT x x xx x x x x

∂∂ ∂ α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′− + = − + + +
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂

   
æ


 

 
2 2 3 32

2 2 3 32
U C U C U U U UU C

x x x xxx x x xx

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂+ + + + + +∂ ∂ ∂ ∂∂∂ ∂ ∂ ∂∂ 

  
æ


 

 
2 2 2 23 2 2

2 2 2 23 2 2
U U U UU U U U

x x x x xx x x

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂+ + + + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

    
 

, 
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2

2
C U U C U C U CJ D D D
x kT x x x x x xx

∂ ∂ α ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′= − ρ + ρ + ρ + + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ 

    æ


 

 
2 2 2

2 2 2
U U U U U U
x x xx x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + +  ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ 

   
æ


,  (16) 

à òàêîæ óìîâè íà ïîâåðõíÿõ 

 00 :      ,     0,      0,     ñosax Ñ C U Ñ U U t= = = = = ω  ,  (17) 

  :      0,     0,     0,     0U Ux Ñ Ñ
x x

∂ ∂= = = = =
∂ ∂


 .  (18) 

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ êîëèâíèõ ñêëàäîâèõ ñòàâèòè íå áóäåìî, ðîçãëÿäàþ÷è 
¿õ ó íàáëèæåíí³ óñòàëåíèõ çà ÷àñîì, à äëÿ îñåðåäíåíèõ ñêëàäîâèõ ïî÷àòêî-
â³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 

 0 :      0,     0,     0Ut U C
t

∂= = = =
∂

.   (19) 

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè íåõòóâàíí³ îñåðåäíåíèìè ñèëàìè ³íåðö³¿ äîñèòü 

ñòàâèòè ëèøå óìîâó 0C = . 

3.2. Ïåðåõ³ä äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí. Ïåðåéäåìî äî áåçðîçì³ðíîãî ÷à-
ñó òà êîîðäèíàòè äëÿ îñåðåäíåíèõ ³ õâèëüîâèõ ñêëàäîâèõ çà òàêèìè ôîð-
ìóëàìè: 

 ,     ,     ,     t t x xt t x x
x xt t ∗ ∗∗ ∗

= = = =   ,  (20)  

äå t∗ , x∗ , t∗
 , x∗  – õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíèõ âåëè÷èí. Òóò t , x  –

áåçðîçì³ðí³ îñåðåäíåí³ ÷àñ ³ êîîðäèíàòà; t , x  – áåçðîçì³ðí³ õâèëüîâ³ ÷àñ ³ 
êîîðäèíàòà. Ç ð³âíîñòåé (20) âèïëèâàþòü ôîðìóëè çâ’ÿçêó ì³æ îñåðåäíåíè-
ìè é õâèëüîâèìè áåçðîçì³ðíèìè ÷àñîì ³ êîîðäèíàòîþ: 

 ,             t t t t x x x x∗ ∗ ∗ ∗= =    .  (21) 

Õàðàêòåðí³ ÷àñ ³ â³ääàëü äëÿ êîëèâíèõ ñêëàäîâèõ ïðîöåñ³â ïðèðîäíî 
âèáðàòè ó âèãëÿä³ 1t∗ = ω /  ³ 1x c∗ = ω / , òîáòî áëèçüêèìè äî ïåð³îäó ìåõà-

í³÷íèõ êîëèâàíü ³ äîâæèíè õâèë³. Õàðàêòåðíîþ øâèäê³ñòþ òîä³ áóäå ∗ =v  

∗ ∗= =
1x t c/  – øâèäê³ñòü ïîçäîâæíüî¿ õâèë³.  

Äëÿ îñåðåäíåíèõ ôóíêö³é çà õàðàêòåðíó â³ääàëü ïðèðîäíî áðàòè ãåî-
ìåòðè÷íèé ðîçì³ð ò³ëà  : x∗ =  . Ó âèïàäêó íàï³âáåçìåæíîãî ò³ëà çà   
ìîæíà âçÿòè õàðàêòåðíèé ðîçì³ð ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³é ÷è ïåðåì³ùåííÿ. 
Îñê³ëüêè ÷àñ ³ êîîðäèíàòà ïîâ’ÿçàí³ ì³æ ñîáîþ, òî õàðàêòåðíèé ÷àñ çðó÷íî 

âèáðàòè ç óìîâè 1x D t∗ ∗
′ =/ . Òîä³ ìàºìî t∗ =  2 2x D D∗

′ ′= =/ / . 

Äëÿ îñåðåäíåíèõ ³ êîëèâíèõ ñêëàäîâèõ , , , , ,C C U U J J    øóêàíèõ ôóíê-
ö³é ôîðìóëè ïåðåõîäó äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí áóäóòü òàêèìè: 

 ,    ,    ,    ,    ,    U C J U C JU C J U C J
U JC U JC∗ ∗∗ ∗ ∗∗

′ ′ ′ ′ ′ ′= = = = = =
  

   ,  (22) 

äå U∗ , C∗ , J∗ , U∗
 , C∗

 , J∗
  – õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ øóêàíèõ ôóíêö³é; U′ , C′ , 

J′  – áåçðîçì³ðí³ îñåðåäíåí³, à U′ , C′ , J′  – õâèëüîâ³ ñêëàäîâ³ ïåðåì³ùåííÿ, 
êîíöåíòðàö³¿ òà ïîòîêó â³äïîâ³äíî.  

Íàäàë³ øòðèõè ïðè áåçðîçì³ðíèõ ôóíêö³ÿõ îïóñêàºìî. Ïðè ïîòðåá³ 
ïåðåõ³ä äî ðîçì³ðíèõ âåëè÷èí áóäå ñïåö³àëüíî â³äçíà÷åíî. 
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Ï³äñòàâèâøè (20)–(22) ó ñèñòåìè ð³âíÿíü (15), (16), îòðèìóºìî 

 
2 2

2 2i
U U C

xt x
∂ ∂ ∂α = −

∂∂ ∂
, 

 
2 3 2 2

ec e2 3 2 2
C C U U C U C

x xt x x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− + β = − ε + + ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
æ  

 
2 2 2 3
ec

ec2 2 2 3
ec

U C U C U U
x x xx x x

ε  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − β +  ∂ ∂ ∂ χ β ∂ ∂ ∂

  
  

æ
æ

Rd
 

 
22 2 3 2 2
ec

2 2 2 2 3 2 2
ec

U U U U U U
xx x x x x

ε   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + +  ∂ ∂ ∂ χ β ∂ ∂ ∂  

   
   

, 

 
22
ec

ec e2 2
ec

C U U C U CJ
x x x x xx

ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − + β + ε + −∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ χ β


 

æ
æ

Rd
 

 
22 2
ec

ec 2 2 2 2
ec

U U U U
x xx x

ε∂ ∂ ∂ ∂ − β + ∂ ∂ ∂ χ β ∂ 

 
 

æ ,  (23) 

 
2 2

ñ2 2
U U C

xt x
∂ ∂ ∂= − ε

∂∂ ∂

 
 

, 

 
2 3 22 2

e2 3 22 2
C C U U CU C U C

xx xt x x xx x
δ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ − + = − ε + + ε + ∂∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

          
Rd Rd

 
 

 
2 33 2 2

2 33 2 2
U C U UU U U U

x xxx xx x x
δ

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ + χ − + + ε + ∂ ∂∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

    
    

Rd
 

 

 
2 2 3 2 2

2
2 2 3 2 2

2 c c
U U U U U C U C

x x xx x x x x

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + χ + χ − χ ξ + ε   ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

   
  

, 

 
2 2

e2 2
C U U C U UU CJ
x x x xx xx x

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= − + + ε + ε − + ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂∂  ∂

        
Rd Rd


 

 
2 2

2 2 c
U U U U U C
x x x xx x

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  + ε + χ − χε  ∂ ∂ ∂ ∂  ∂ ∂ 

  
 

.  (24) 

Êðàéîâ³ óìîâè äëÿ áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí ïåðåïèøåìî ó òàêîìó âè-
ãëÿä³: 
 0 :      1,      0,      0,     ñosax Ñ U Ñ U U t= = = = =  ,  

            :   0,    0,    0, 0U Ux Ñ Ñ
x x

∂ ∂= = = = =
∂ ∂


 .  (25) 

 Ïðè çàïèñ³ ð³âíÿíü (23)–(25) ïîçíà÷åíî 1
1U c∗ =
ω

 Ma ; C∗ = æ Ma
Rd

; 

1 2
J c∗ = ρ æ Ma

Rd
; 0

1U KC
E∗ = β  ; 0C C∗ = ; 0

1J D C∗
′= ρ


. Áåçðîçì³ðí³ ïàðàìåòðè 

â öèõ ð³âíÿííÿõ âèçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè 
2

2 2
1

i
D

c

′
α =


; 

2
1c

D
= ′ω

Rd ; ec
K
E

ββ = ; 

2 2
2 1

c

(1 )c cβ −
ε = æ

Rd
/

; 0
ñ

Ñ
ξ =

æRd
; 0

e

KC
EkT

αβ
ε = ; 1x c

x
∗

∗
χ = =

ω



; 1 0KC

Eδ
β

ε =
Ma

; 

e kT
α

ε = Ma
; ec

0C
ε = Ma ; 2c  – øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íî¿ ìåõàí³÷íî¿ õâèë³; E  – ìî-

äóëü Þíãà; Ma  – àêóñòè÷íå ÷èñëî Ìàõà. 
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Íàâåäåìî òàêîæ ê³ëüê³ñí³ îö³íêè îêðåìèõ áåçðîçì³ðíèõ ïàðàìåòð³â. 
Äëÿ öüîãî ïðèéìåìî òàê³ õàðàêòåðí³ çíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó ³ 
ïàðàìåòð³â íàâàíòàæåííÿ [2]: 

 210−β = ,  410ρ ≈ êã/ì3,  3
1 5 10c = ⋅ ì/ñ,  3

2 2 10c = ⋅ ì/ñ,  

 1110K Å≈ = Ïà,  104 10G = ⋅ Ïà,  1610D −′ = ì2/ñ,  

 4 610 10ω = ÷ ñ-1,  210−= ì, 610d = Äæ/êã.  (26) 

Òîä³ îòðèìóºìî 

 354 10i
−α = ⋅ ,  2

ec 10−β = ,  310−=æ , 

 17 192.5 10 2.5 10= ⋅ ÷ ⋅Rd , 23 253 10 3 10c
− −ε = ⋅ ÷ ⋅ .  (27) 

Òàêèì ÷èíîì, îñåðåäíåíîþ ñèëîþ ³íåðö³¿, âêëàä ÿêî¿ õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
ïàðàìåòðîì 1iα  , ó ð³âíÿííÿõ ðóõó ìîæíà çíåõòóâàòè. Íåçíà÷íèì º òà-
êîæ âïëèâ õâèëüîâî¿ ñêëàäîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ íà ìåõàí³÷í³ êîëèâàííÿ 

ñ( 1)ε  . Çì³íà êîëèâíî¿ ñêëàäîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ â ÷àñ³ â îñíîâíîìó âèçíà÷à-
ºòüñÿ êîëèâíîþ ñêëàäîâîþ äåôîðìàö³¿, ÿê öå âèäíî ç ð³âíÿíü äëÿ êîíöåíò-

ðàö³¿ 1( 1)− Rd . Îñò³ëüêè âèáðàíî, ùî 1kTα / , ìàþòü ì³ñöå îö³íêè (27), à 

òàêîæ 1Ma , òî îòðèìóºìî, ùî e 1ε   ³ e 1ε  . Ìàë³ñòü ïàðàìåòð³â iα , 

cε , e e,  ε ε , 1−Rd  áóäå âèêîðèñòàíà ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ (23)–(25). 
Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî äëÿ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ çà íåõòóâàííÿ îñåðåäíå-

íèìè ñèëàìè ³íåðö³¿ ð³âíÿííÿ ìåõàíîäèôóç³¿ (23) ìîæíà ïîäàòè òàê: 

 
2

ec e2
(1 )C C CC

x xt x
∂ ∂ ∂ ∂  − − β + ε =  ∂ ∂∂   ∂

æ  

 
2 3 2 2 2 2
ec

e 2 3 2 2 2 2
ec

U U U U U C U C
x x xx x x x x

ε  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = ε + − +  ∂ ∂ ∂ χ β ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

      
      

æ
Rd

, 

 
0

( )
x

U C d= ξ ξ∫ ,  

 
2 2
ec

ec e e 2 2
ec

1(1 ) C C U U U CJ C
x x x x xx

ε∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − − β − ε − ε −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   χ β ∂

  
  

æ
æ

Rd
. 

Îòæå, ð³âíÿííÿ äèôóç³¿ º íåë³í³éíèì â³äíîñíî îñåðåäíåíî¿ êîíöåíòðàö³¿. 

3.3. Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 
îñåðåäíåíèõ ³ êîëèâíèõ ñêëàäîâèõ øóêàíèõ ôóíêö³é º çâ’ÿçàíîþ. Äëÿ 
â³äîêðåìëåííÿ öèõ ñèñòåì ð³âíÿíü âèêîðèñòàºìî ìåòîä àñèìïòîòè÷íîãî ðîç-

âèíåííÿ çà ìàëèìè ïàðàìåòðàìè çàäà÷³ eε  ³ eε . Øóêàí³ ôóíêö³¿ ,F U C= { } , 

,F U C=  { }  ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) 1 ( ) 1
e e e e

0 0

( ),       ( )
N N

n n N n n N

n n

F F o F F o+ +

= =

= ε + ε = ε + ε∑ ∑     (28) 

ïðè e e, 0ε ε → . 
Ï³äñòàâèâøè ð³âíîñò³ (28) ó ð³âíÿííÿ (23), (24) ³ êðàéîâ³ óìîâè (25), 

ïðèð³âíÿâøè âèðàçè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ e e,  ε ε , îòðèìóºìî ð³âíÿííÿ 

äëÿ çíàõîäæåííÿ íóëüîâîãî (0) (0) (0),F U C= { } , (0) (0) (0),F U C=  { }  ³ ïåðøîãî 
(1) (0) (1) (0) (1)

e e,  F U U C C= + ε + ε{ } , (1) (0) (1) (0) (1)
e e,  F U U C C= + ε + ε    { }  íàáëèæåíü. 

Îñåðåäíåíó òà êîëèâíó ñêëàäîâ³ ïîòîêó ìàñè ïðèðîäíî âèçíà÷àòè çà ôîð-
ìóëàìè (23), (24) ó òîìó æ íàáëèæåíí³, ùî é ôóíêö³¿ ,  U C . 
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3.3.1. Íóëüîâå íàáëèæåííÿ. Îñåðåäíåíà ñêëàäîâà. Ñèñòåìà ð³âíÿíü 
äëÿ âèçíà÷åííÿ îñåðåäíåíèõ ñêëàäîâèõ øóêàíèõ ôóíêö³é â íóëüîâîìó íà-
áëèæåíí³ ìàº âèãëÿä 

 
2 (0) 2 (0) (0) (0) 2 (0) 3 (0)

ec2 2 2 3
,       0i

U U C C C U
x tt x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂α = − − + β =
∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

æ , 

 
(0) 2 (0)

(0)
ec 2

C UJ
x x

∂ ∂= − + β
∂ ∂

æ .  (29) 

Óìîâàìè íà ïîâåðõíÿõ øàðó òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿê âèïëèâàº ç 
(25), (28), º  

 0 :    1,     0;           :     0,     0Uõ Ñ U õ Ñ
x

∂= = = = = =
∂

 , 

  0 :     0,     0,     0Ut U Ñ
t

∂= = = =
∂

.  (30) 

Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíò iα  çã³äíî ç (26), (27) º ìàëèì, òî ìîæåìî çíåõòó-
âàòè äîäàíêîì, ùî éîãî ì³ñòèòü, òîáòî ñèëàìè ³íåðö³¿. Òîä³ ïåðø³ äâà ð³â-
íÿííÿ ç (29) ïåðåïèøåìî òàê: 

 
(0)2 (0) (0) 2 (0) 3 (0)

ec2 2 3
0,       0U C C C U

x tx x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = − + β =

∂ ∂∂ ∂ ∂
æ .  (31) 

Êðàéîâ³ óìîâè çàëèøàòüñÿ áåç çì³í, ùî æ äî ïî÷àòêîâèõ, òî äîñòàòíüî 

óìîâè 0C =  ïðè 0t = . 
Ç ð³âíÿíü (29), (31) òà óìîâ (30) âèïëèâàº, ùî 

 
(0) 2 (0)

(0) (0)
ec 2

0

(1 ) 0,             ( )
x

C C U C d
t x

∂ ∂− − β = = ξ ξ
∂ ∂ ∫æ , 

 
(0)

(0)
ec(1 ) CJ

x
∂= − − β

∂
æ .  (32) 

Ó ð³âíÿííÿõ (32) âèðàç ec(1 )− βæ  â³ä³ãðàº ðîëü áåçðîçì³ðíîãî êîåô³ö³-
ºíòà äèôóç³¿ ³ ïðè íåõòóâàíí³ ìåõàí³÷íèìè ïðîöåñàìè äîð³âíþº îäèíèö³. 
Îòæå, â íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³ âïëèâ ïðîöåñó äå-
ôîðìàö³¿ ïðèçâîäèòü äî çì³íè êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿. Ïåðåì³ùåííÿ (äåôîðìà-
ö³¿, ìåõàí³÷í³ íàïðóæåííÿ) âèçíà÷àþòüñÿ êîíöåíòðàö³ºþ. 

Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (32) ç êðàéîâèìè óìîâàìè (30) áóäå [8]: 

 
2

(0)

1

2 1( , ) 1 sin
n a D t

n

x n xÑ x t e
n

π∞ ′−

=

π= − −
π ∑ 

 
( )

, 

 
22

(0)
2 2

1

2 1( , ) cos
2

n a D t

n

x n xU x t x e
n

π∞ ′−

=

π= − +
π

∑ 
 

( )
,  (33) 

äå ec1à = − βæ . 

Õâèëüîâà ñêëàäîâà. Ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ õâèëüîâî¿ ñêëà-
äîâî¿ øóêàíèõ ôóíêö³é ó íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ çàïèñóºìî ÿê 

 
2 (0) 2 (0) (0) (0) 2 (0) 3 (0)

ñ2 2 2 3
,      0U U C C C U

x tt x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ε − + =

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

    
   

Rd Rd , 

 
(0) 2 (0)

(0)
2

C UJ
x x

∂ ∂= − +
∂ ∂

  Rd .  (34) 

Êðàéîâ³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä óìîâ (25), çàïèñàíèõ â³äíîñíî íóëüîâîãî 
íàáëèæåííÿ ôóíêö³é. 

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿä³ 

 1 2 1 2(0)
1 2 3 4Re ( )ik x ik x ik x ik x itÑ ñ e c e c e c e e− − = + + +  

    , 

 1 2 1 2(0)
1 2 3 4Re ( )ik x ik x ik x ik x itU u e u e u e u e e− − = + + +  

    .  (35) 
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Òóò 1k , 2k  – õâèëüîâ³ ÷èñëà, ÿê³ ÿê êîðåí³ á³êâàäðàòíîãî ð³âíÿííÿ 

 4 2
c(1 ) ( 1) 0k i k i− ε + − − = Rd Rd Rd , 

ùî âèíèêàº ïðè ï³äñòàíîâö³ ïîäàííÿ (35) ó ð³âíÿííÿ (34), âèçíà÷àþòüñÿ çà 
ôîðìóëîþ 

 
2 2

2 c
1,2

c

(1 ) ( 1) 4
2(1 )

i i i
k

− ± + − ε
=

− ε



Rd Rd Rd

Rd
.  (36) 

Âèêîðèñòàâøè (35), (36), êðàéîâ³ óìîâè (25) òà îö³íêè (27), çàïèøåìî 
ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (34) ó âèãëÿä³ 

 (0) 1 1

1 1

cos (1 )
( , ) Re

cosa

k x c
U x t U

k c
ω −= − ω

 / /
/

 


 

 1 1 1
2 1

2 2 1

tg
cos (1 )

sin
A k c

k x c
A k c

ω − ω − ω
/

/ /
/


 


, 

 
2

(0) 1 1 1

c 1 1

1 sin (1 )
( , ) Re

cosa

k k x c
C x t U

k c
− ω − = − ε ω

 / /
/

 


 

 
2 1

1 1 2 1

2 1

tg sin (1 )
sin

ik ce k c k x c
k c

ω ω ω − − ω  

/ / / /
/

   


,  

äå 2
1 1(1 )

c

iA k= −
ε

, 2
2 2(1 )

c

iA k= −
ε

. 

3.3.2. Ïåðøå íàáëèæåííÿ. Îñåðåäíåíà ñêëàäîâà. Ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ïîïðàâêè îñåðåäíåíî¿ ñêëàäîâî¿ ðîçâ’ÿçêó â ïåðøîìó íàáëè-
æåíí³ ìàº âèãëÿä 

 
2 (1) (1) (1) 2 (1) 3 (1)

(1)
ec c2 2 3

0,         U C C C U f
x tx x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂− = − + β = −
∂ ∂∂ ∂ ∂

æ , 

 
(1) 2 (1)

(1) (1)
ec 2 j

C UJ f
x x

∂ ∂= − + β +
∂ ∂

æ  (37) 

ïðè òàêèõ êðàéîâèõ ³ ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ: 

 
(1)

(1) (1) (1)0 :    0,     0;          :     0,     0Uõ Ñ U õ Ñ
x

∂= = = = = =
∂

 , 

  
(1)0 :     0t Ñ= = . (38) 

Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 
2(0) 2 (0) 2 (0) (0) (0) 2 (0)

(1) ec
2 2 2 2

ec
c

U C U C U Cf
x x xx x x

ε ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + + +∂ ∂ ∂∂ ∂ χ β ∂


 Rd

æ
 

 
2 (0) (0) (0) 3 (0) 2 (0) 2 (0)

ec2 3 2 2
U C U U U U

x xx x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ − β + + ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂




æ  

 
2 (0) 3 (0) 2 (0) 2 (0)
ec

2 2 3 2 2
ec

U U U U
x x x x

ε  ∂ ∂ ∂ ∂+ + ∂ χ β ∂ ∂ ∂ 

   
   

, 

 
2(0) (0) (0) (0)

(1) ec
2

ec
j

U C U Cf
x x x x

ε∂ ∂ ∂ ∂= + −
∂ ∂ ∂ ∂χ β


 Rd

æ
 

 
2(0) 2 (0) (0) 2 (0)
ec

ec 2 2 2 2
ec

U U U U
x xx x

ε ∂ ∂ ∂ ∂− β + ∂ ∂ ∂ χ β ∂

 
 

æ .  
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Ñèñòåìà ð³âíÿíü (37) ç óìîâàìè (38) ìàº òàêèé ðîçâ’ÿçîê [8]:  

 
2 ( )(1) (1)

1 0 0

2( , ) ( , ) sin sin
t na D t

c
n

n x n xÑ x t e f dx d
π∞ ′− −τ

=

 π π = ξ τ τ    
∑ ∫ ∫




  
( )

,  

 (1) (1)

0

( , ) ( , )
x

U x t C t d= ξ ξ∫ . (39) 

Õâèëüîâà ñêëàäîâà ðîçâ’ÿçêó âèçíà÷àºòüñÿ ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü 

 
2 (1) 2 (1) (1) (1) 2 (1) 3 (1)

(1)
ñ2 2 2 3

,        c
U U C C C U f

x tt x x x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − ε − + = −

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂

     
   

Rd Rd , 

 
2

(1)
2 j

C UJ f
x x

∂ ∂= − + +
∂ ∂

  
 

Rd  

ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ 

 (1) (1)
      0 :  0,   0õ Ñ U= = =  ; 

 
(1)

(1):     0,     0Uõ Ñ
x

∂= = =
∂

 . 

Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 

 
(0) 2 (0) 2 (0) (0) (0) 2 (0) 2 (0) (0)

(1)
2 2 2 2c

U C U C U C U Cf
x x x xx x x x

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ = + + ε + χ − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

    
    

 
 

 
(0) 3 (0)(0) 3 (0) 2 (0) 2 (0)

33 2 2
U UU U U U
xx xx x x

δ
 ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ − + + ε + ∂∂  ∂ ∂ ∂ ∂
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2 (0) 2 (0) (0) 3 (0)

2
2 2 3

2 U U U U
xx x x

∂ ∂ ∂ ∂ + χ + χ −∂ ∂ ∂ ∂

 


 

 
(0) 2 (0) 2 (0) (0)

c c2 2
U C U C
x xx x

∂ ∂ ∂ ∂ − χ ξ + ε ∂ ∂ ∂ ∂ 

 
 

, 

 
(0) (0) (0) 2 (0)(0) (0)(1)

2j
U C U UU Cf
x x xx x x

δ
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂= + ε − +∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂

  
   

Rd


 

 
(0) 2 (0) (0) 2 (0) (0) (0)

c2 2
U U U U U C
x x x xx x

δ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + ε + χ − χε  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

  
 

. 

Äîñë³äèìî îñåðåäíåí³ ñêëàäîâ³ ðîçâ’ÿçêó. 
Ïðîâåäåíî ê³ëüê³ñíèé àíàë³ç îòðèìàíèõ âèðàç³â (33), (39) ³ (29), (37) äëÿ 

îñåðåäíåíî¿ êîíöåíòðàö³¿ ³ ãóñòèíè ïîòîêó ìàñè. Ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ çà 

ìàëèì ïàðàìåòðîì eε  ôóíêö³¿ C  ³ J  îñåðåäíåíèõ êîíöåíòðàö³¿ òà ïîòîêó 

âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ôóíêö³¿ (0) (0) (1) (1),  ,  ,  C J C J  çà ôîðìóëàìè 

 (0) (1) (0) (1)
e e,         C C C J J J= + ε = + ε ,  

à â íóëüîâîìó íàáëèæåíí³ ìàºìî 

 (0) (0),        C C J J= = .  

Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü, ÿê³ ïðîâîäèëèñÿ ïðè 410ω = ñ-1, 3.5
1 10c = ì/ñ, 

0.1=æ , 21 19
c 10 ,  10−ε = = Rd , ec 0.01β = , (2 1) 8 ,  1,2n nχ = − π = / , äå n  – 

ïîðÿäîê ðåçîíàíñó, ïîäàí³ íà ðèñ. 1–4.  
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Рис. 1 

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíî ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ïî òîâùèí³ øàðó çà ïåðøîãî 
(ðèñ. 1a) òà äðóãîãî (ðèñ. 1á) ðåçîíàíñ³â äëÿ íóëüîâîãî (êðèâ³ 1–3) òà ïåðøî-

ãî (êðèâ³ 1′–3′) íàáëèæåíü â³äïîâ³äíî äëÿ çíà÷åíü 2/ 0.01t tD′= = , 0.1, 1 

ïðè ec 0.1ε = , 4
e 4 10−ε = ⋅ . Çíà÷åííÿ 1t =  áåçðîçì³ðíîãî ÷àñó â³äïîâ³äàº 

ïðàêòè÷íî óñòàëåíîìó ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³¿. Áà÷èìî, ùî âïëèâ êîëèâàíü 
ñóòòºâ³øå ïðîÿâëÿºòüñÿ äëÿ á³ëüøèõ ÷àñ³â ³ ïðèâîäèòü äî íåîäíîð³äíîñò³ 
´ðàä³ºíòà êîíöåíòðàö³¿ ïî òîâùèí³ øàðó â óñòàëåíîìó ðåæèì³, íà â³äì³íó 
â³ä íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ, ÿêå íå âðàõîâóº âïëèâó ìåõàí³÷íèõ êîëèâàíü.  
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Рис. 2 
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Рис. 3 

Ðèñ. 2 ³ëþñòðóº çàëåæí³ñòü ðîçïîä³ëó êîíöåíòðàö³¿ ïî òîâùèí³ øàðó 

äëÿ ïåðøîãî (ðèñ. 2à) ³ äðóãîãî (ðèñ. 2á) ðåçîíàíñ³â ïðè 4
e 4 10−ε = ⋅  äëÿ ð³ç-

íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà ecε  (êðèâèì 1–4 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ ec 0,  0.1ε = , 

0.125,  0.15 ). Ïðè öüîìó ec 0ε =  â³äïîâ³äàº íóëüîâîìó íàáëèæåííþ. Áà÷èìî, 

ùî ç³ çðîñòàííÿì ïàðàìåòðà ecε  âïëèâ êîëèâàííÿ íà ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ 
çá³ëüøóºòüñÿ. Çàçíà÷èìî ïðèíàã³äíî, ùî ð³çíèé õàðàêòåð çì³ííîñò³ êîíöåí-
òðàö³¿ ïî òîâùèí³ øàðó äëÿ ïåðøîãî ³ äðóãîãî ðåçîíàíñ³â, ÿêèé ñïîñòåð³ãàº-
ìî íà ðèñ. 1 ³ ðèñ. 2, ïîâ’ÿçàíèé, î÷åâèäíî, ç ð³çíèì õàðàêòåðîì ðîçïîä³ëó 
àìïë³òóäè êîëèâàíü ïðè ðåçîíàíñ³ ³, ÿê íàñë³äîê, – ç ð³çíîþ çà âåëè÷èíîþ 
çì³íîþ åíåðã³¿ àêòèâàö³¿ ³ êîåô³ö³ºíòà äèôóç³¿ äëÿ ð³çíèõ òî÷îê ò³ëà. 
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Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ðîçïîä³ëè ïî òîâùèí³ øàðó êîíöåíòðàö³¿ äîì³øêè 
çà ïåðøîãî ðåçîíàíñó ïðè ec 0.125ε =  (ðèñ. 3à) òà ec 0.15ε =  (ðèñ. 3á) äëÿ 

4
e 4 10−ε = ⋅ . Êðèâ³ 1–3 â³äïîâ³äàþòü íóëüîâîìó, à êðèâ³ 1′–3′  – ïåðøîìó 

íàáëèæåííþ ïðè 2/ 0.05,  0.1,  1t tD′= = . Áà÷èìî, ùî ïðè çá³ëüøåíí³ àì-
ïë³òóäíîãî ïàðàìåòðà õàðàêòåð çì³íè ðîçïîä³ëó çáåð³ãàºòüñÿ (äèâ. ðèñ. 1).  

Ïðè ä³¿ â³áðàö³¿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òà-
êîæ çá³ëüøåííÿ ïîòîêó äîì³øêè ÷åðåç 
øàð. Öå ³ëþñòðóþòü ãðàô³êè, íàâåäåí³ 
íà ðèñ. 4, äå ïîêàçàíî ÷àñîâó çàëåæí³ñòü 
ãóñòèíè ïîòîêó íà ïîâåðõí³ x =   øàðó 

ïðè 4
c 4 10−ε = ⋅  äëÿ íóëüîâîãî (êðèâà 1) 

òà ïåðøîãî íàáëèæåíü (êðèâ³ 2, 3 â³äïî-
â³äíî äëÿ ec 0.1,  0.15ε = ). Ïðè çá³ëüøåíí³ 
àìïë³òóäíîãî ïàðàìåòðà õàðàêòåð çà-
ëåæíîñò³ â³ä ÷àñó ïîòîêó äîì³øêè çáå-
ð³ãàºòüñÿ, îäíàê âåëè÷èíà ïîòîêó çá³ëü-
øóºòüñÿ. Ïðè öüîìó óñòàëåí³ñòü ïîòîêó 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðàêòè÷íî äëÿ ÷àñó 0.5t > . 
 Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõóâàííÿì äåôîðìàö³éíî¿ çàëåæíîñò³ åíåðã³¿ àêòèâà-
ö³¿ äèôóç³¿ äëÿ ðîçãëÿíóòî¿ çàäà÷³ îòðèìóºìî íåë³í³éíå îñåðåäíåíå ð³âíÿí-
íÿ äèôóç³¿ â³äíîñíî îñåðåäíåíî¿ êîíöåíòðàö³¿. Ðîçïîä³ë äîì³øêè òà ¿¿ ïîò³ê 
÷åðåç øàð ñóòòºâî çàëåæàòü â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü. Ïðè íàÿâíîñò³ êîëè-
âàíü ïîò³ê äîì³øêè ÷åðåç øàð çá³ëüøóºòüñÿ, à ¿¿ ðîçïîä³ë ïî òîâùèí³ øàðó 
ñòàº õâèëåïîä³áíèì íàâ³òü â óñòàëåí³é ñèòóàö³¿. Òàê³ åôåêòè ìîæóòü áóòè 
âàæëèâèìè, íàïðèêëàä, ïðè äèôóç³éíîìó íàñè÷åíí³ ìàòåð³àë³â. 
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ВЛИЯНИЕ МЕХАНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ НА ПЕРЕНОС 
ПРИМЕСЕЙ В ТВЕРДОМ РАСТВОРЕ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíû âçàèìîñâÿçàííûå óðàâíåíèÿ ìåõàíîäèôôóçèè äëÿ áèíàðíîãî 
òâåðäîãî ðàñòâîðà, ó÷èòûâàþùèå äåôîðìàöèîííóþ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà 
äèôôóçèè ïðèìåñè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ âðåìåííîãî îñðåäíåíèÿ, òåîðèè 
ðàçìåðíîñòè è àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ïîñòðîåíà 
ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííîé çàäà÷è âèáðîäèôôó-
çèè äëÿ ñëîÿ, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó, 
õàðàêòåðèçóþùåìó äåôîðìàöèîííóþ çàâèñèìîñòü ýíåðãèè àêòèâàöèè. Ïðîâåäåíî 
êîëè÷åñòâåííîå èññëåäîâàíèå ðåøåíèÿ è ñðàâíåíèå íóëåâîãî è ïåðâîãî ïðèáëè-
æåíèé.  
 
MECHANICAL VIBRATION EFFECTS ON ADMIXTURES TRANSFER IN SOLID SOLUTION 
 
The interrelated mechanodiffusion equations for binary solid taking into account defor-
mation dependence of admixtures diffusion coefficient have been formulated. Calcula-
tion scheme of approximate solution of the vibrodiffusion formulated problem for the 
layer has been constructed using time averaging, uniformity theory and asymptotic se-
ries method according to small parameter. This problem is solved in the first approach 
according to the small parameter which characterizes deformation dependence of acti-
vation energy. 
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