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ЗАДАЧ АДВЕКЦІЇ-ДИФУЗІЇ 
 

Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ ñòîñîâíî åôåêòèâíîñò³ çàñòîñóâàííÿ ìóëüòèñ³òêî-
âîãî ³òåðàö³éíîãî íåéðîííîãî ìåòîäó äî ñòàö³îíàðíèõ ë³í³éíèõ çàäà÷ àäâåê-
ö³¿-äèôóç³¿ ó âèïàäêó âåëèêîãî ÷èñëà Ïåêëå. Ïîáóäîâàíî ðåêóðåíòíó øòó÷íó 
íåéðîííó ìåðåæó, ÿêà ðåàë³çóº ìóëüòèñ³òêîâèé ìåòîä. Àðõ³òåêòóðà íåé-
ðîííî¿ ìåðåæ³ ñêëàäàºòüñÿ ³ç ñóáìåðåæ³ ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ, íà êîæíîìó  ç 
øàð³â ÿêî¿ ðîçì³ùåí³ äâà øàðè êë³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³. Íàâ÷àííÿ ìåðåæ³ ïîëÿ-
ãàº â ì³í³ì³çàö³¿ â³äõèëåííÿ âèõ³äíîãî ð³âíÿííÿ. Îñîáëèâ³ñòü ÷èñåëüíî¿ ðåàë³-
çàö³¿ ïîáóäîâàíî¿ ìåðåæ³ ïîëÿãàº â òîìó, ùî çíà÷íà ÷àñòèíà îá÷èñëåíü â³äáó-
âàºòüñÿ íà ãðóá³øèõ ñ³òêàõ, ùî çíà÷íî åêîíîìèòü ÷àñîâ³ çàòðàòè òà ïðè-
ñêîðþº çá³æí³ñòü äî òî÷íîãî ðîçâ’ÿçêó. Ç³ çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ íåéðîí³â 
òî÷í³ñòü ðîçâ’ÿçêó ïîêðàùóºòüñÿ. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî 
åêñïåðèìåíòó. 

 
Çàäà÷³ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ ìîäåëþþòü ð³çí³ ô³çè÷í³ ïðîöåñè é â îá÷èñëþ-

âàëüíîìó ïëàí³ º íåïðîñòèìè, îñîáëèâî ó âèïàäêó âåëèêèõ ÷èñåë Ïåêëå. 
Çàçâè÷àé òàê³ çàäà÷³ ðîçâ’ÿçóþòü ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè [9]. Ñåðåä ÷èñëîâèõ 
ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ çà ïðîäóêòèâí³ñòþ äîì³íóº ìåòîä 
ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â (ÌÑÅ), òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ ÿêîãî º âàð³àö³éí³ ìåòî-
äè [8]. Ó ðàç³ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó äëÿ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ ìàòåìàòè÷-
íèõ ìîäåëåé ïðîöåñó àäâåêö³¿-äèôóç³¿ ïðîñòåæóºòüñÿ ÿâèùå âòðàòè òî÷-
íîñò³ ðåçóëüòàò³â. Â³äîìî, ùî çàäà÷³ ì³ãðóâàííÿ ñóáñòàíö³¿ ñòàþòü ñèíãó-
ëÿðíî çáóðåíèìè çà óìîâ çíà÷íîãî ïåðåâàæàííÿ øâèäêîñò³ êîíâåêòèâíîãî 
ïåðåíåñåííÿ íàä øâèäê³ñòþ äèôóç³éíîãî ïåðåíåñåííÿ. ×óòëèâ³ñòü ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ ì³ãðóâàííÿ äî êîíâåêòèâíèõ çáóðåíü äîñë³äæóâàëàñü ó ðîáîò³ [3]. Îñ-
íîâíà òðóäí³ñòü ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ì³-
ãðóâàííÿ – öå âòðàòà ñò³éêîñò³ êëàñè÷íèõ ñõåì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåí-
ò³â (ÌÑÅ) ³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü (ÌÑÐ). Ùîá îòðèìàòè êîðåêòíèé 
(ñò³éêèé, áåç îñöèëÿö³é) ðîçâ’ÿçîê âèêîðèñòîâóþòü ð³çí³ âäîñêîíàëåí³ îá-
÷èñëþâàëüí³ ñõåìè [1–6]. ßê àëüòåðíàòèâí³ äî â³äîìèõ ÷èñëîâèõ ìåòîä³â 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ åôåêòèâíî çàñòîñîâóþòü ìóëüòèñ³òêîâ³ ìåòî-
äè [13]. Îñòàíí³ì ÷àñîì øèðîêîãî âïðîâàäæåííÿ â îá÷èñëþâàëüíó ïðàêòèêó 
íàáóëà ìåòîäîëîã³ÿ øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ 
âàæëèâèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ðîçâ’ÿçêè ÿêèõ ïîáóäóâàòè â³äîìèìè ÷èñëî-
âèìè ìåòîäàìè ñêëàäíî. Çàãàëüíó õàðàêòåðèñòèêó ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷, ÿê³ âèêîðèñòîâóþòü øòó÷í³ íåéðîíí³ ìåðåæ³ (ØÍÌ), íàâåäåíî â [7, 
11]. ²òåðàö³éí³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ íà íåéðîííèõ ìåðåæàõ 
ïî÷àëè çàñòîñîâóâàòè ïîð³âíÿíî íåäàâíî [12]. 

Äîñë³äèìî ìîæëèâ³ñòü çàñòîñóâàííÿ òà åôåêòèâí³ñòü ìóëüòèñ³òêîâîãî 
³òåðàö³éíîãî ìåòîäó íà ðåêóðåíòíèõ øòó÷íèõ íåéðîííèõ ìåðåæàõ äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ ç âåëèêèì ÷èñëîì Ïåêëå. 
Òåñòóâàííÿ íåéðîííîãî ìóëüòèñ³òêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó âèêîíóâàòèìå-
ìî íà çàäà÷àõ, äëÿ ÿêèõ â³äîì³ òî÷í³ ðîçâ’ÿçêè, à íàáëèæåí³ ðîçâ’ÿçêè 
çíàéäåíî ³íøèìè ìåòîäàìè. 

1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó, ÿêà îïèñóº ñòàö³îíàðíèé 
ïðîöåñ àäâåêö³¿-äèôóç³¿. Ââàæàºìî, ùî ïåðåì³ùåííÿ ñóáñòàíö³¿ â³äáóâàºòü-
ñÿ â íåñòèñëèâîìó ñåðåäîâèù³, òîáòî âåêòîð øâèäêîñò³ ω  çàäîâîëüíÿº óìî-
âó div 0ω = . Ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó ìàòåìàòè÷íà çàäà÷à ïîëÿãàº â çíà-
õîäæåíí³ ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ âèãëÿäó [8] 

 grad ( , ),        ( , )u u f x y x y−∆ + ω = ∈ Ω , 
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äå ∆  – îïåðàòîð Ëàïëàñà; ( , )u x y  – áåçðîçì³ðíà ôóíêö³ÿ, ÿêà õàðàêòåðè-

çóº ðîçïîä³ë êîíöåíòðàö³¿ ïåâíî¿ ñóáñòàíö³¿ â ñåðåäîâèù³; nΩ ⊂   – îáìå-
æåíà çâ’ÿçíà îáëàñòü åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó ç ë³ïøèöåâîþ ãðàíèöåþ Γ ; 
ω = ω ω( , )x yPe Pe  – çàäàíèé âåêòîð øâèäêîñò³ ïåðåíåñåííÿ ñóáñòàíö³¿; 
Pe  – ÷èñëî Ïåêëå, ÿêå õàðàêòåðèçóº øâèäê³ñòü ïåðåíåñåííÿ; ( , )x y

∗ω = ω ω  

– îäèíè÷íèé âåêòîð, ÿêèé õàðàêòåðèçóº íàïðÿì ïåðåíåñåííÿ; ∈( , )f x y  

∈ Ω2 ( )L  – çàäàíà ôóíêö³ÿ, ùî îïèñóº ³íòåíñèâí³ñòü âíóòð³øí³õ äæåðåë 
ñóáñòàíö³¿. 

Íà ãðàíèö³ Γ  îáëàñò³ Ω , äå øóêàºìî ðîçâ’ÿçîê ( , )u x y , çàäàíî ãðàíè÷-
í³ óìîâè, íàïðèêëàä, 

 ( , ) 0,         ( , )u x y x y= ∈ Γ . 
×èñëîâà ðåàë³çàö³ÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ òðàäèö³éíèìè 

÷èñëîâèìè ìåòîäàìè ïîâ’ÿçàíà ç îá÷èñëþâàëüíèìè òðóäíîùàìè: çà âåëè-
êèõ çíà÷åíü ÷èñëà Ïåêëå ïðîñòåæóºòüñÿ íåñò³éê³ñòü íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿç-
êó. Ó öüîìó âèïàäêó â [1–6] çàñòîñîâóþòü óçàãàëüíåí³ îá÷èñëþâàëüí³ ñõåìè 
ÌÑÅ. Âèêëàäåìî àëãîðèòì³÷íî ³äåþ ìóëüòèñ³òêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó 
ñòîñîâíî äî ë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.  

2. ²äåÿ ìóëüòèñ³òêîâîãî ìåòîäó òà àëãîðèòì éîãî ðåàë³çàö³¿. Ðîçãëÿ-
íåìî ë³í³éíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà ïîëÿãàº â ðîçâ’ÿçàíí³ äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ 
 ( ) ( ),      Lu x f x x= ∈ Ω , (1) 

çà äåÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ, íàêëàäåíèõ íà øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê ( )u x , íà 
ãðàíèö³ îáëàñò³, íàïðèêëàä, 

 ( ) ( ),        u x x x= χ ∈ Γ . 

Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ øóêàºìî â îáëàñò³ G = Ω Γ , nΩ ⊂  , nΓ ⊂  . 

Íà G  çàäàíî äèôåðåíö³àëüíèé îïåðàòîð çàäà÷³ : n nL →  , ÿêèé ä³º íà 
ôóíêö³þ ( )u x , x ∈ Ω . ×åðåç ( )f x  ³ ( )xχ  ïîçíà÷åíî çàäàí³ ôóíêö³¿. 

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (1) âè-
êîíàºìî äèñêðåòèçàö³þ â òàêèé ñïîñ³á, ÿê ó ÌÑÐ [8, 12]: çàì³íÿºìî îáëàñòü 
çì³íè íåïåðåðâíîãî àðãóìåíòó äèñêðåòíîþ ìíîæèíîþ òî÷îê (ñ³òêîþ) òà àï-
ðîêñèìóºìî äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ð³çíèöåâèì ð³âíÿííÿì. Òîä³ îòðèìó-
ºìî òàêó àïðîêñèìîâàíó êðàéîâó çàäà÷ó: 

 ( ) ( ),        h h h hL u x f x x G= ⊂ , (2) 

äå :hL H H→  – ë³í³éíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîð³ ñ³òêîâèõ ôóíê-

ö³é; hu , hf  – ôóíêö³¿, âèçíà÷åí³ ó âóçëàõ ñ³òêè h h hG = ω γ ; h ix ihω = ={ , 

1, , 1,  1i N h N= − = }/  – ìíîæèíà âíóòð³øí³õ âóçë³â; ,  0,h ix ih i Nγ = = ={ , 

1h N= }/  – ìíîæèíà ãðàíè÷íèõ âóçë³â. 

Íà ìíîæèí³ hG  íåïåðåðâíó ôóíêö³þ ( )u x  àïðîêñèìóºìî ñ³òêîâîþ 

ôóíêö³ºþ ( )i iu x u= ; ,  0,1, ,ix i N=  , – çíà÷åííÿ x  ó âóçëàõ ñ³òêîâî¿ îá-
ëàñò³. 

Íåõàé hu  – òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (2). ×åðåç ( )hu n  ïîçíà÷èìî 

îòðèìàíå íàáëèæåííÿ íà n -ìó êðîö³. Âåëè÷èíó ïîõèáêè n -¿ àïðîêñèìàö³¿ 
( )hv n  îá÷èñëþºìî çà ôîðìóëîþ 

 ( ) ( )h h hv n u u n= − . (3) 

Âåëè÷èíó â³äõèëåííÿ îçíà÷èìî ÿê 

 ( ) ( )h h h hd n f L u n= − . (4) 
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Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è (3), (4), ð³âíÿííÿ äëÿ â³äõèëåííÿ çàïèøåìî â òà-
êîìó âèãëÿä³: 

 ( ) ( )h h hL v n d n= . (5) 

Çàçíà÷èìî, ùî ð³âíÿííÿ (5) º åêâ³âàëåíòíèì äî ð³âíÿííÿ (2). Äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ äèñêðåòíî¿ çàäà÷³ çàñòîñóºìî òåõíîëîã³þ ìóëüòèñ³òêîâèõ îá÷èñ-
ëåíü, ÿêà ïîëÿãàº â îðãàí³çàö³¿ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó ïîøóêó ðîçâ’ÿçêó 
íà ïåâí³é ïîñë³äîâíîñò³ ñ³òîê äèñêðåòèçàö³¿ îáëàñò³. Ïåðåõ³ä â³ä îäí³º¿ ñ³òêè 
äî ³íøî¿ çàáåçïå÷óþòü ñïåö³àëüí³ îïåðàòîðè ïðîëîíãàö³¿ òà ðåñòðèêö³¿ [11]. 

Çàäà÷ó (2) áóäåìî ðîçâ’ÿçóâàòè íà ìíîæèí³ ñ³òîê (0) (1) ( ), , , MG G G , ïî-

÷èíàþ÷è ç äåÿêî¿ áàçîâî¿ ñ³òêè (0)G , ÿêà õàðàêòåðèçóºòüñÿ íàéìåíøèì êðî-

êîì äèñêðåòèçàö³¿ 0h . Ñ³òêó (0)G  íàçèâàþòü òî÷íîþ ñ³òêîþ. Âåëè÷èíó êðîêó 

äèñêðåòèçàö³¿ äëÿ äîâ³ëüíî¿ ñ³òêè ( )iG  ìîæíà çàäàòè òàêèì ÷èíîì: ih =  
( )

1
i

ik h −= , äå ( )ik  – êîåô³ö³ºíò çðîñòàííÿ êðîêó äèñêðåòèçàö³¿. Ó á³ëüøîñò³ 

âèïàäê³â ïðèéìàþòü ( ) 2ik k= = . 

Ïåðåõ³ä â³ä ñ³òêè ( )iG  äî ñ³òêè ( 1)iG +  â³äáóâàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ë³í³é-
íîãî îïåðàòîðà ðåñòðèêö³¿ 

 1
1:i

i i iR H H+
+→ . (6) 

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âèãëÿä îïåðàòîðà ðåñòðèêö³¿ 1i
iR +  çàëåæèòü â³ä 

íîìåðà ñ³òêè i . Â îá÷èñëþâàëüí³é ïðàêòèö³ ÷àñòî çàñòîñîâóþòü ïðè ïåðå-
õîä³ ì³æ ð³çíèìè ñ³òêàìè òîé ñàìèé îïåðàòîð, ÿêèé ïîçíà÷àþòü ÷åðåç R . 

Îïåðàòîð ïðîëîíãàö³¿ 1
i
iP +  âèêîíóº çâîðîòíèé ïåðåõ³ä: 

 1 1:i
i i iP H H+ + → . (7) 

²äåÿ ìóëüòèñ³òêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâíîìó ðîç-
â’ÿçóâàíí³ ð³âíÿíü â³äõèëåííÿ (5) íà ãðóáèõ ñ³òêàõ. Äàë³ ðåçóëüòàò ïåðåäà-
ºòüñÿ íà òî÷í³ø³ ñ³òêè òà â³äáóâàºòüñÿ êîðåêö³ÿ ðîçâ’ÿçêó. Äëÿ ïàðàìåòð³â 

( )( )id n  òà ( )( )iv n , ùî â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì â³äõèëåííÿ ³ ïîõèáêè ó 

âóçëàõ ñ³òêè ( )iG , îïåðàòîðè 1i
iR +  òà 1

i
iP +  â³äïîâ³äíî çàäàþòü ïåðåõîäè: 

 ( 1) 1 ( )( ) ( )i i i
id n R d n+ += , 

 ( ) ( 1)
1( ) ( )i i i

iv n P v n+
+= . 

Î÷åâèäíî, ùî îá÷èñëåííÿ íà ãðóáèõ ñ³òêàõ ïîòðåáóþòü çíà÷íî ìåíøî¿ 
ê³ëüêîñò³ îá÷èñëþâàëüíèõ ðåñóðñ³â, í³æ îá÷èñëåííÿ íà òî÷í³é ñ³òö³. Ç óðà-
õóâàííÿì ö³º¿ îáñòàâèíè ìóëüòèñ³òêîâ³ ìåòîäè ì³ñòÿòü, ÿê ïðàâèëî, çíà÷íó 
ê³ëüê³ñòü ïåðåõîä³â íà ñ³òêàõ ³ç âåëèêèì êðîêîì äèñêðåòèçàö³¿. Äëÿ ìóëüòè-
ñ³òêîâèõ ìåòîä³â ³ñíóº ô³êñîâàíèé ïîðÿäîê ïåðåõîä³â ì³æ ñ³òêàìè. Àëãîðèò-
ìè ïåðåõîäó ì³æ åëåìåíòàìè çàäàíî¿ ñ³òêîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ íàçèâàþòü öèê-
ëàìè. ¯õíþ ñòðóêòóðó âèçíà÷àþòü çà êîåô³ö³ºíòîì öèêë³÷íîñò³ γ . ×àñò³øå 

çàñòîñîâóþòü òàê çâàí³ V -öèêëè àáî W -öèêëè. Íà ðèñ. 1 çîáðàæåíî V -
öèêë òà W -öèêë ç êîåô³ö³ºíòîì öèêë³÷íîñò³ 4γ = . 

(0)G
(1)G
(2)G
(3)G  

Рис. 1 
Ìóëüòèñ³òêîâèé ìåòîä ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ì³ñòèòü òàêó ïîñë³äîâ-

í³ñòü åòàï³â: ïåðøå çãëàäæóâàííÿ, óòî÷íåííÿ òà äðóãå çãëàäæóâàííÿ [7]. 
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ( ) ( ) ( )( ), ,i i iS u n L f[ ]  ³òåðàö³éíó ñõåìó çãëàäæóâàííÿ ðîçâ’ÿç-

êó íà ñ³òö³ ( )iG . Îïèøåìî àëãîðèòì ìóëüòèñ³òêîâîãî ìåòîäó. Â³í ñêëàäà-
ºòüñÿ ç òàêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ êðîê³â íà n -é ³òåðàö³¿. 

Êðîê ². Ïåðøå çãëàäæóâàííÿ íàáëèæåííÿ. 
1°. Âèêîíàííÿ 1ν  ðàç³â ³òåðàö³éíî¿ ñõåìè 

 1(0) (0) (0) (0)( ) ( ), ,u n S u n L fν= [ ] . 
2°. Îá÷èñëåííÿ â³äõèëåííÿ  

 (0) (0) (0) (0)( ) ( ).d n f L u n= −  (8) 

Êðîê ²². Îá÷èñëåííÿ ïîõèáêè íà ãðóáèõ ñ³òêàõ. 
Öåé êðîê ïîëÿãàº ó ïîñë³äîâíîìó ðîçâ’ÿçóâàíí³ ð³âíÿííÿ â³äõèëåííÿ íà 

ãðóáèõ ñ³òêàõ. Íà êîæí³é ³ç ñ³òîê, çà âèíÿòêîì îñòàííüî¿, âèçíà÷åí³ òàê³ âè-
äè îïåðàö³é. 

1°. Îïåðàö³ÿ ðåñòðèêö³¿ 

 ( ) ( 1)( ) ( ),        0i id n Rd n i M−= < < . (9) 

2°. Ïåðøå çãëàäæóâàííÿ ïîõèáêè 

 1( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,i i i iv n S v n L dν= [ ] 

äëÿ ð³âíÿííÿ â³äõèëåííÿ ( ) ( ) ( )i i iL v d=  íà ñ³òö³ ( )iG . 

3°. Îïåðàö³ÿ ïðîëîíãàö³¿ òà êîðåêö³ÿ ïîõèáêè íà ñ³òö³ ( )iG  

 ( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( ),        0i i iv n v n Pv n i M−= + < < . (10) 

4°. Äðóãå çãëàäæóâàííÿ ïîõèáêè 

 2( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ), ,i i i iv n S v n L dν  =   . 

Êðîê ²²². Êîðåêö³ÿ íà òî÷í³é ñ³òö³. 

1°. Êîðåêö³ÿ íàáëèæåííÿ (0) ( )u n  øëÿõîì îá÷èñëåííÿ ïîõèáêè (0)( )v n  
íà ãðóáèõ ñ³òêàõ 

 (0) (0) (0)( 1) ( ) ( )u n u n v n+ = + . 

2°. Äðóãå çãëàäæóâàííÿ íàáëèæåííÿ 

 2(0) (0) (0) (0)( 1) ( 1), ,u n S u n L fν  + = +  . 

Êðîê IV. Ïîâòîðåííÿ êðîê³â I–III äî äîñÿãíåííÿ çá³æíîñò³. Óìîâà 
çàâåðøåííÿ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ìàº âèãëÿä 

 
( 1) ( )

( )
h h

h

u n u n

u n

+ −
< ε . (11) 

Çàçíà÷èìî, ùî ìóëüòèñ³òêîâèì ìåòîäàì âëàñòèâà âèñîêà øâèäê³ñòü 
çá³æíîñò³ äëÿ çàäà÷ ³ç ãëàäêèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ïðè÷îìó øâèäê³ñòü çá³æ-
íîñò³ íå çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè êðîêó äèñêðåòèçàö³¿ [7, 11, 12]. 

3. Ïîáóäîâà íåéðîííî¿ ìåðåæ³. Ðåàë³çóºìî îïèñàíèé âèùå ìóëüòèñ³ò-
êîâèé ìåòîä íà íåéðîíí³é ìåðåæ³. Äëÿ ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî ë³í³éíó îäíî-
âèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó, ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ øóêàºìî íà äèñêðåòí³é ìíîæèí³ ³ç 

4M =  ñ³òîê. Òî÷íà ñ³òêà ì³ñòèòü 17 òî÷îê. Íåéðîíè îòîòîæíþºìî ç âóçëàìè 
ñ³òêîâî¿ îáëàñò³, ó ÿê³é áóäóºòüñÿ íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³. 
Àðõ³òåêòóðà íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ñêëàäàºòüñÿ ³ç êë³òêîâî¿ äâîøàðîâî¿ ìåðåæ³ 
òà ñóáìåðåæ³ ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ. ßêùî äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ íåîáõ³äíî 
çàñòîñóâàòè 1N +  ñ³òêó äèñêðåòèçàö³¿, òîä³ êîæí³é ç ñ³òîê, çà âèíÿòêîì 

( )MG , ñòàâëÿòüñÿ ó â³äïîâ³äí³ñòü äâà øàðè íåéðîí³â. Îïåðàòîðè ðåñòðèêö³¿ 
(6) ³ ïðîëîíãàö³¿ (7) âèçíà÷àþòü ãðàô ì³æíåéðîííèõ ç’ºäíàíü ³ âàãîâ³ êîåô³-
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ö³ºíòè â³äïîâ³äíî ó âåðõí³é òà íèæí³é ïîëîâèí³ íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ïðÿìîãî 
ïîøèðåííÿ. Ñòðóêòóðà ìåðåæ³ äîïóñêàº çâîðîòí³ çâ’ÿçêè, òîáòî îá÷èñëåííÿ 
â íåéðîí³ ïîòî÷íîãî øàðó â³äáóâàþòüñÿ ç óðàõóâàííÿì ïîïåðåäíüîãî ñòàíó 
öüîãî æ øàðó. Ìåðåæ³ òàêîãî òèïó íàçèâàþòü ðåêóðåíòíèìè [11]. Ðå-
çóëüòàòîì ðîáîòè øòó÷íî¿ íåéðîííî¿ ìåðåæ³ íà n -ìó êðîö³ º êîðåêö³ÿ ðîç-
â’ÿçêó ( )u n∆ . Àðõ³òåêòóðó ðåêóðåíòíî¿ ØÍÌ çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. 

Íåéðîííà ñóáìåðåæà ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ (ðèñ. 2) ñêëàäàºòüñÿ ³ç ÷îòè-

ðüîõ øàð³â. Ïåðøèì øàðîì º íàéòî÷í³øà ñ³òêà (0)G , à îñòàíí³ì øàðîì – 

íàéãðóá³øà ñ³òêà (3)G . Íà ñ³òö³ (0)G  äëÿ ïåðåõîäó íà (1)G  âèçíà÷åíî îïåðà-

òîð ðåñòðèêö³¿ 1
0R . Íà âñ³õ ðåøòà øàðàõ ìåðåæ³ âèçíà÷åí³ äâà îïåðàòîðè: 

ðåñòðèêö³¿ (6) äëÿ ïåðåõîäó íà ãðóá³øó ñ³òêó òà ïðîëîíãàö³¿ (7) äëÿ ïåðåõî-
äó íà òî÷í³øó ñ³òêó. Ïåðåõ³ä â³ä òî÷íî¿ ñ³òêè äî ãðóá³øî¿ âèçíà÷èìî ä³ºþ 

îïåðàòîðà ðåñòðèêö³¿ 1 ( ) ( 1):i i i
iR u u+ +→ : 

 
( ) ( )
2 1 2 1( 1) 1 ( ) ( )

2
1
2 2 2

i i
j ji i i i

j i j j

u u
u R u u− ++ +  = = + + 

 
( ) . (12) 

(2)G

(3)G

(2)G

(1)G

(0)G

(1)G

(0)G

1
0R

2
1R

3
2R

2
3P

1
2P

0
1P

 
Рис. 2 

Îïåðàòîð âóçëîâî¿ ïðîëîíãàö³¿ ( 1) ( )
1 :i i i

iP u u+
+ →  äëÿ ïåðåõîäó ç ñ³òêè 

( 1)iG +  íà ( )iG  çàäàìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

 

( 1) 1
1 2( )

( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1 1

,

1
2

i i i
i j ji

j i i i i
i j j j

P u u
u

P u u u

+ +
+

+ + +
+ + +

 == 
= +

( )

( ) ( ).
  (13) 

Íà êîæíîìó ³ç øàð³â ñóáìåðåæ³ ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ, çà âèíÿòêîì îñ-
òàííüîãî, ðîçòàøîâàí³ äâà øàðè êë³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³, ÿê³ âèêîíóþòü ñïåöè-
ô³÷í³ îá÷èñëåííÿ, ùî çóìîâëþº ¿õ ð³çíó ñòðóêòóðó. Íà ïåðøîìó øàð³ ìåðå-
æ³ âèêîíóþòüñÿ îá÷èñëåííÿ ìóëüòèñ³òêîâî¿ êîðåêö³¿ çà ôîðìóëîþ âèãëÿäó 
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 ( 1) ( ) ( )h hu n Wu n u n+ = + ∆ ,  

äå W – ìàòðèöÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â (çàäàº êîåô³ö³ºíòè çàòóõàííÿ) [7]. 
Ñòðóêòóðà íåéðîíó ïåðøîãî øàðó çîáðàæåíà íà ðèñ. 3. 

ÎÁ ϕ( )ju n

( )ju n∆

jw
( ) ( ) ( )1j j j ju n w u n u n+ = + ∆

Âõ³ä Âèõ³ä

 
Рис. 3 

Â³í ñêëàäàºòüñÿ ç îïåðàö³éíîãî áëîêó ÎÁ ³ áëîêó àêòèâàö³éíî¿ ôóíêö³¿ 
ϕ . Îïåðàö³éíèé áëîê âèêîíóº îá÷èñëåííÿ íîâîãî çíà÷åííÿ åëåìåíòà iu  
âåêòîðà u  äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó ðåêóðåíòíî¿ ìåðåæ³. Íà âõ³ä íåéðîíà ïî-
äàþòüñÿ çíà÷åííÿ åëåìåíòà iu  íà n -ìó êðîö³, êîðåêö³ÿ iu∆  òà âàãîâèé 

êîåô³ö³ºíò jw . ßê ðåçóëüòàò îòðèìóºìî ñêîðåãîâàíå çíà÷åííÿ åëåìåíòà iu  

äëÿ íàñòóïíîãî êðîêó ðåêóðåíòíî¿ íåéðîííî¿ ìåðåæ³. Àêòèâàö³éíà ôóíêö³ÿ 
ϕ  äëÿ íåéðîí³â ïåðøîãî òà äðóãîãî øàð³â êë³òêîâî¿ íåéðîííî¿ ñóáìåðåæ³ 
âèáèðàºòüñÿ êóñêîâî-ë³í³éíîþ. Íåéðîí äðóãîãî øàðó çàáåçïå÷óº çãëàäæó-
âàííÿ ðîçâ’ÿçêó íà ïîòî÷íîìó ³òåðàö³éíîìó êðîö³ øëÿõîì ðåàë³çàö³¿ òàêî¿ 
îá÷èñëþâàëüíî¿ ñõåìè: 

 ( ) ( ) ( )h h h h hu n u n L u n f= − ρ −( ) . 

Çàïèøåìî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ ó çàãàëüíîìó âèïàäêó 

 ,( ) ( ) ( )j j k j k j
k

u n u n w u n c = + ρϕ + 
 ∑ . (14) 

Òóò ,k jw W∈ ; jc C∈ ; C  – â³äîìèé âåêòîð ïðàâî¿ ÷àñòèíè äèôåðåíö³àëüíî-

ãî ð³âíÿííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ó âóçëîâèõ çíà÷åííÿõ ñ³òêè; ρ  – ïàðàìåòð çà-

òóõàííÿ. Ìàòðèöÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â W  ó ð³âíîñò³ (14) ³íòåðïðåòóº ä³þ 
äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà hL . Îòæå, ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ âàãîâèõ êîåô³-

ö³ºíò³â º ÷àñòèíîþ àëãîðèòìó ñòâîðåííÿ êë³òêîâî¿ íåéðîííî¿ ñóáìåðåæ³ é 
çàëåæèòü â³ä âèáîðó òèïó îá÷èñëþâàëüíîãî øàáëîíó. 

Çàçíà÷èìî, ùî îñíîâíèì êðèòåð³ºì îö³íêè åôåêòèâíîñò³ íàâ÷àííÿ 
ØÍÌ º ö³ëüîâà ôóíêö³ÿ [11]. Çà äîïîìîãîþ ö³º¿ ôóíêö³¿ îö³íþþòü, íàñê³ëü-
êè ðîáîòà ØÍÌ â³äïîâ³äàº áàæàíîìó ðåçóëüòàòó. Ö³ëüîâîþ ôóíêö³ºþ íà-
â÷àííÿ ðåêóðåíòíî¿ íåéðîìåðåæ³ âèñòóïàº ì³í³ì³çàö³ÿ â³äõèëåííÿ ( )h hL u n −  

hf−  [7]. ²òåðàö³éíèé ïðîöåñ áóäåìî áóäóâàòè çà ñõåìîþ, îïèñàíîþ ó ïîïå-

ðåäíüîìó ïóíêò³ (êðîêè I–III). Íà ïåðøîìó øàð³ ìåðåæ³ çãëàäæóºìî ðîç-
â’ÿçîê çà ³òåðàö³éíîþ ñõåìîþ (14) òà îá÷èñëþºìî â³äõèëåííÿ (8). Äàë³ îòðè-
ìàíå â³äõèëåííÿ ïåðåäàºòüñÿ íà íàñòóïíèé øàð íåéðîí³â ³ç âèêîðèñòàííÿì 
îïåðàòîð³â ðåñòðèêö³¿ (9), ÿê³ âèêîíóþòü ðîëü âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â äëÿ 
âåðõíüî¿ ïîëîâèíè ìóëüòèñ³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³. Íà ãðóáèõ ñ³òêàõ ðîçâ’ÿçóºìî 

ð³âíÿííÿ â³äõèëåííÿ ( ) ( ) ( )i i i
h h hL v d= , äå ³íäåêñ i  îçíà÷àº íîìåð øàðó. Äëÿ 

çãëàäæóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàñòîñîâóºìî ³òåðàö³éíó ñõåìó, ÿêà ðåàë³çóºòüñÿ 
íà äðóãîìó øàð³ êë³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i i i i i
h h h h hv v L v d= − ρ −( ) . 

Òîä³ îäåðæàí³ çíà÷åííÿ ïîõèáêè ïåðåäàºìî äî íàñòóïíîãî øàðó, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è äëÿ öüîãî îïåðàòîð ðåñòðèêö³¿ (9). Äîñÿãíóâøè îñòàííüîãî øàðó 
ìåðåæ³ çà äîïîìîãîþ îïåðàòîð³â ïðîëîíãàö³¿ (10), ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 
âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè äëÿ íèæíüî¿ ïîëîâèíè ìóëüòèñ³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³, îòðè-
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ìàí³ çíà÷åííÿ ïîõèáîê ïîâåðòàºìî íà øàð ³ç òî÷í³øîþ ñ³òêîþ. Ðåçóëüòàòîì 
ðîáîòè áóäå àïðîêñèìîâàíå çíà÷åííÿ ïîõèáêè. Êîðåêö³ÿ ïîòî÷íîãî çíà÷åííÿ 
âåêòîðà ðîçâ’ÿçêó â³äáóâàºòüñÿ íà ïåðøîìó øàð³ êë³òêîâî¿ ñóáìåðåæ³. Äëÿ 
çàâåðøåííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó âèêîðèñòîâóºòüñÿ óìîâà (11). 

Îòæå, íàâ÷àííÿ íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ïîëÿãàº ó ìîäèô³êàö³¿ ìàòðèö³ âàãî-
âèõ êîåô³ö³ºíò³â, ÿêà çàäàº ä³þ îïåðàòîð³â ïðîëîíãàö³¿ ³ ðåñòðèêö³¿. Îñíîâ-
íîþ ìåòîþ íàâ÷àííÿ ââàæàºòüñÿ äîñÿãíåííÿ ìàêñèìàëüíî¿ øâèäêîñò³ çá³æ-
íîñò³ ðåçóëüòàò³â åôåêòèâíèõ îïåðàö³é êîðåêö³¿. 

4. Ðîçâ’ÿçêè äåÿêèõ çàäà÷ àäâåêö³³-äèôóç³¿ ìóëüòèñ³òêîâèì ³òåðà-
ö³éíèì íåéðîííèì ìåòîäîì. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî îäíîâèì³ðíó ñòàö³îíàðíó 
çàäà÷ó ì³ãðàö³¿ äîì³øêè [4]. Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ ö³º¿ çàäà÷³ º çâè÷àéíå 
äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 

 
2

2
2

3 ,       0 1d u du x x
dxdx

− + µ = µ < < , (15) 

òà óìîâè 

 (0) 0,         (1) 0u u= = . (16) 

Êðàéîâà çàäà÷à (15), (16) ìàº òàêèé òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê: 

 
2

3
2 2

3 6 3 6 1( ) 1
1

xx x eu x x
e

µ

µ
− = + + − + + µ µ µ µ −

. (17) 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ çàäà÷ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ â [4] âèêîðèñ-
òîâóâàëè âäîñêîíàëåí³, ñòàá³ë³çàö³éí³ îá÷èñëþâàëüí³ ñõåìè ÌÑÅ, òîìó ùî 
ñòàíäàðòí³ ñõåìè ÌÑÅ íå çàáåçïå÷óâàëè çàäîâ³ëüíèé ðåçóëüòàò (÷èñåëüíî-
ìó ðîçâ’ÿçêó âëàñòèâ³ ñèëüí³ îñöèëÿö³¿, íåïðèéíÿòíà òî÷í³ñòü). Äîñë³äèìî 
êîðåêòí³ñòü ÷èñëîâèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ (15), (16), çíàéäåíèõ íåéðîííèì ³òå-
ðàö³éíèì ìåòîäîì. 

Àëãîðèòì ìóëüòèñ³òêîâîãî ³òåðàö³éíîãî ìåòîäó äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà-
÷³ (15), (16) ðåàë³çîâàíî çà òàêèõ ïàðàìåòð³â íåéðîìåðåæ³: 1ν = , 0.6ω = . 
Âèáðàíî ê³ëüê³ñòü ñ³òîê 2M = , òîáòî ñóáìåðåæà ïðÿìîãî ïîøèðåííÿ ñêëà-
äàºòüñÿ ³ç äâîõ øàð³â. 

Îïåðàòîð çàäà÷³ àïðîêñèìóºìî òàêèì ð³çíèöåâèì îïåðàòîðîì: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 ( ) ( ) ( )
1 1 1 12 / / 2k k k k k k k k k

i i i i i iL u u u u h u u h+ − + −= − − + µ −( ) ( ) ( ) ( ) , 

äå k  – íîìåð ñ³òêè, ( )kh  – êðîê ðîçáèòòÿ ñ³òêè. 
Çãëàäæóâàííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü øóêàíî¿ ôóíêö³¿ âèêîíóºìî çà òà-

êîþ ³òåðàö³éíîþ ôîðìóëîþ: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k k k ku n u n L u n F= − ρ −( ) , 

äå 
( ) 2

2

kh
ρ =

( )
. Äëÿ êîíêðåòíî¿ çàäà÷³ ê³ëüê³ñòü êðîê³â çãëàäæóâàííÿ íà 

êîæíîìó øàð³ âèáðàíî îäèí. 
Çíà÷åííÿ â³äõèëåííÿ âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )k k k k
i i id n F L u n= − ( ) . 

Äëÿ ïåðåõîäó ì³æ ñ³òêàìè âèêîðèñòîâóºìî ë³í³éí³ îïåðàòîðè ðåñòðèê-
ö³¿ (12) òà ïðîëîíãàö³¿ (13). Íàâåäåìî ðåçóëüòàòè îá÷èñëþâàëüíîãî åêñïåðè-
ìåíòó äëÿ ð³çíî¿ ê³ëüêîñò³ íåéðîí³â N  ó íåéðîìåðåæ³, ÿêó âèêîðèñòîâóâà-
ëè äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (15), (16). 

Ê³ëüê³ñòü íåéðîí³â ïåðøîãî øàðó ìåðåæ³ âèáðàíî 1321N = . Ïîð³âíÿ-
ºìî îäåðæàí³ â õîä³ îá÷èñëþâàëüíîãî ïðîöåñó íà ïîáóäîâàí³é íåéðîíí³é ìå-
ðåæ³ íàáëèæåí³ ðåçóëüòàòè Hu  äëÿ çàäà÷³ (15), (16) ç òî÷íèìè Tu , çíàéäå-
íèìè çà ôîðìóëîþ (17), äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà µ  (äèâ. òàáë. 1 ³ 2). 
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 Таблиця 1 

Tu  Hu  u  
 

x  10µ =  20µ =  10µ =  20µ =  

0.1 0.0098939 0.0040000 0.0098919 0.0039999 
0.2 0.0316055 0.0169999 0.0315994 0.0169997 
0.3 0.0708215 0.0449990 0.0708078 0.0449988 
0.4 0.1326900 0.0939928 0.1326640 0.0939925 
0.5 0.2208980 0.1699470 0.2208520 0.1699460 
0.6 0.3351510 0.2786090 0.3350800 0.2786080 
0.7 0.4643480 0.4241120 0.4642480 0.4241100 
0.8 0.5679970 0.5986620 0.5678780 0.5986590 
0.9 0.5257230 0.7063340 0.5256210 0.7063330 

Íà ï³äñòàâ³ ïîð³âíÿëüíîãî àíàë³çó íàâåäåíèõ ó òàáë. 1 ³ 2 ÷èñëîâèõ ðå-
çóëüòàò³â ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çíàéäåíèé çà äîïîìîãîþ ðåêóðåíò-
íî¿ íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ðîçâ’ÿçîê º ñòàá³ëüíèì ³ ïðàêòè÷íî ñï³âïàäàº ç òî÷-
íèì ðîçâ’ÿçêîì (17) ³ ðîçâ’ÿçêîì, îäåðæàíèì ÷èñëîâî-àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì 
[10, ñ. 64, òàáë. 1]. 

 Таблиця 2 

Tu  Hu   u  
 

x  100µ =  200µ =  100µ = , 531N =  200µ = , 1321N =  

0.1 0.001360 0.001165 0.001360 0.001165 
0.2 0.009320 0.008630 0.009319 0.008630 
0.3 0.029880 0.028395 0.029879 0.028395 
0.4 0.069040 0.066460 0.069039 0.066460 
0.5 0.132800 0.128825 0.132798 0.128825 
0.6 0.227160 0.221490 0.227158 0.221490 
0.7 0.358120 0.350455 0.358118 0.350455 
0.8 0.531680 0.521720 0.531677 0.521720 
0.9 0.753793 0.741285 0.753791 0.741284 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äâîâèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó, ÿêà îïèñóº ñòàö³îíàðíó 
àäâåêö³þ-äèôóç³þ, ó âèïàäêó ëîêàëüíî-ãðàä³ºíòíîãî ðîçâ’ÿçêó [6]: 

 
2 2

2 2
1,      ( , ) (0,1) (0,1)u u u x y

xx y
∂ ∂ ∂− − + = ∈ ×

∂∂ ∂
Pe , (18) 

 
0 1

0 1

0,     0,      0,      0
x x

y y

u uu u
y y= = = =

∂ ∂= = = =
∂ ∂

, (19) 

äå Pe  – ÷èñëî Ïåêëå. 
Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ (18), (19) º òàêèì: 

 1 1 1
1

xu e x
e

 = − + 
 −

( )Pe
PePe

. (20) 

Ó ïðàö³ [6] çàñòîñóâàííÿ äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ äâîâèì³ðíî¿ çà-
äà÷³ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ (18), (19) p - òà hp -àïðîêñèìàö³¿ íà îñíîâ³ ³ºðàðõ³÷-
íèõ áàçèñ³â íà òðèêóòíèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíòàõ äàëî çìîãó îòðèìàòè êî-
ðåêòíèé ðåçóëüòàò. Ïðîòå òàêà îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà áóëà åôåêòèâíîþ äëÿ 

÷èñåë 210<Pe , à äëÿ á³ëüøèõ çíà÷åíü Pe  âæå âèíèêàëè ïåâí³ îá÷èñëþ-
âàëüí³ òðóäíîù³. 
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Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ (18), (19) çàñòîñóºìî íåéðîííèé ìóëüòèñ³òêî-
âèé ³òåðàö³éíèé ìåòîä òà ïðî³ëþñòðóºìî éîãî îá÷èñëþâàëüíó åôåêòèâí³ñòü 
çà âåëèêèõ çíà÷åíü ÷èñëà Ïåêëå. Ñïî÷àòêó âèêîíàºìî äèñêðåòèçàö³þ îáëàñ-
ò³ 0,1 0,1G = ×[ ] [ ] , ó ÿê³é øóêàºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Ðîçáèòòÿ îáëàñò³ çà 

êîîðäèíàòàìè x , y  áóäåìî çàäàâàòè îäíàêîâèìè ç ê³ëüê³ñòþ òî÷îê N  òà 

êðîêîì ðîçáèòòÿ íà k -ìó øàð³ íåéðîí³â ( )kh , ó öüîìó ðàç³ ê³ëüê³ñòü ñ³òîê 
2M = . Àïðîêñèìóºìî îïåðàòîð çàäà÷³ ñê³í÷åííèìè ð³çíèöÿìè: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, , 1, 1, , 1 , 14 /k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i jL u u u u u u h+ − + −= − − − − +( ) ( ) ( )  

 ( ) ( ) ( ) 2
1, 1, / 2k k k

i j i ju u h+ −+ −Pe( ) ( ( ) ) , 

äå , 1, , 2i j N= − . 
Óíàñë³äîê àïðîêñèìàö³¿ ãðàíè÷í³ óìîâè íàáóâàþòü òàêîãî âèãëÿäó: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0, 0, 1, 1,0,        0k k k k k k

j j N j N jL u u L u u− −= = = =( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,0 ,2 ,1 ,04 3 / 2 0k k k k k k

i i i iL u u u u h= − + − =( ) ( ) ( ) , 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, 1 , 1 , 2 , 33 4 3 / 2 0k k k k k k

i N i N i N i NL u u u u h− − − −= − + =( ) ( ) ( ) . 

Çãëàäæóâàííÿ çíà÷åíü ôóíêö³¿ âèêîíóºìî çà ³òåðàö³éíîþ ôîðìóëîþ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )k k k k ku n u n L u n F= − ρ −( ) , 

äå 
( ) 2

2

kh
ρ =

( )
, ( ) ( ) ( )

, ,0, , 1,  0, , 1 ,  1k k k
i j i jF F i N j N F= = − = − = | { } . 

Çíà÷åííÿ â³äõèëåííÿ âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ 

 ( ) ( ) ( ) ( )
, , ,( ) ( )k k k k

i j i j i jd n F L u n= − ( ) . 

Ïðîåêö³þ â³äõèëåííÿ íà ãðóá³øó ñ³òêó âèêîíóºìî çà äîïîìîãîþ îïåðà-
òîðà ðåñòðèêö³¿ 

 ( 1) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, , 2 ,2 2 1,2 2 1,2 2 ,2 1 2 ,2 1

1 4
8

k k k k k k k k
i j k i j i j i j i j i j i jd R d d d d d d+ +

− + − += = + + + +( ) ( ) . 

Ïðîì³æíå çãëàäæóâàííÿ íà ãðóáèõ ñ³òêàõ çàäàºìî ôîðìóëîþ 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )k k k k kv n v n L v n d n= − ρ −( ) , 

äå 
( ) 2

2

kh
ρ =

( )
; ( )( )kv n  – ïîòî÷íå çíà÷åííÿ ïîõèáêè íà ñ³òö³ ( )kG . 

Îïåðàòîð ë³í³éíî¿ âóçëîâî¿ ïðîëîíãàö³¿ íà äâîâèì³ðíèõ ñ³òêàõ 
( 1) ( )

1 :k k k
kP G G+

+ →  çàäàºìî ó òàêèé ñïîñ³á: 

 

( 1) ( 1)
1 2 ,2 ,

( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1,2 , 1,

( )
, ( 1) ( 1) ( 1)

1 2 ,2 1 , , 1

( 1) ( 1) ( 1)
1 2 1,2 1 , 1, 1

,

1 ,
2
1 ,
2

1 .
2

k k k
k i j i j

k k k k
k i j i j i j

k
i j k k k k

k i j i j i j

k k k k
k i j i j i j

P v v

P v v v
v

P v v v

P v v v

+ +
+

+ + +
+ + +

+ + +
+ + +

+ + +
+ + + + +

 =

 = +
= 

= +


= +

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

 

Íà îñòàííüîìó êðîö³ ïîòî÷íî¿ ³òåðàö³¿ ïðîâîäèìî êîðåêö³þ çíà÷åííÿ 

ôóíêö³¿ íà ñ³òö³ (0)G : 

 (0) (0) (0)
, , ,( 1) ( ) ( )i j i j i ju n u n v n+ = + . 
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Äëÿ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó 
çàäàºìî òàê³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â: N =  

121= , 2M = , ê³ëüê³ñòü ³òåðàö³é çãëàä-
æóâàííÿ íà êîæíîìó øàð³ íåéðîí³â ν =  

1= , òî÷í³ñòü 0.00000001ε = . Íà ðèñ. 4 
çîáðàæåíî ïîâåðõíþ íàáëèæåíîãî ðîç-
â’ÿçêó äîñë³äæóâàíî¿ çàäà÷³ äëÿ =Pe  

150=  çà ðåçóëüòàòàìè îá÷èñëåíü ïîáó-
äîâàíî¿ íåéðîííî¿ ìåðåæ³. 

Çàçíà÷èìî, ùî òî÷í³ çíà÷åííÿ ðîç-
â’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (18), (19) ( , )u x y , 
îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (20), òà íàáëèæåí³ éîãî çíà÷åííÿ, îòðèìàí³ ç çàñòî-
ñóâàííÿì ³òåðàö³éíîãî íåéðîííîãî ìåòîäó, â îäíàêîâèõ âóçëàõ ñ³òêè (ïðè 

0.7x = , 0 1y≤ ≤ ) ñï³âïàäàþòü ó ìåæàõ çàäàíî¿ òî÷íîñò³ 
Íà ï³äñòàâ³ àíàë³çó âèêîíàíèõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äëÿ ð³çíèõ 

çíà÷åíü ÷èñëà Ïåêëå ìîæåìî çðîáèòè òàêèé âèñíîâîê: ÿêùî â³äíîøåííÿ 
÷èñëà Ïåêëå äî ê³ëüêîñò³ òî÷îê ðîçáèòòÿ çà êîîðäèíàòàìè x  ³ y  á³ëüøå â³ä 
îäèíèö³, òî òîä³ ðîçâ’ÿçîê çáåð³ãàº ñâîþ ñò³éê³ñòü, ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 
ñò³éê³ñòü âòðà÷àºòüñÿ. Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê áóäóâàëè çà ìàêñèìàëüíîãî 
çíà÷åííÿ ÷èñëà Ïåêëå 250=Pe . 

Ðîçãëÿíåìî ùå ñòàö³îíàðíó äâîâèì³ðíó çàäà÷ó àäâåêö³¿-äèôóç³¿, ìàòå-
ìàòè÷íà ìîäåëü ÿêî¿ ìàº òàêèé âèãëÿä [2]: 

 
2 2

2 2
0,       ( , ) (0,1) (0,1)u u u u x y

x yx y
∂ ∂ ∂ ∂ − − + + = ∈ × ∂ ∂ ∂ ∂

Pe , (21) 

 
( 1) ( 1)

0 1 0 1

1 1,   0,   ,   0
1 1

y x

x x y y

e eu u u u
e e

− −

− −= = = =
− −= = = =

− −

Pe Pe

Pe Pe
. (22) 

Äëÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ (21), (22) ìîæíà çíàéòè àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê: 

 ( 1) ( 1) 2( , ) 1 1 / 1x yu x y e e e− − −= − − −( )( ) ( )Pe Pe Pe . (23) 

Ó ðîáîòàõ [2, 6] ç’ÿñîâàíî, ùî äëÿ äîñë³äæóâàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ çà âå-
ëèêèõ çíà÷åíü ÷èñëà Ïåêëå ( 100≈Pe ) ñïîñòåð³ãàºòüñÿ íåñò³éê³ñòü íàáëèæå-
íîãî ðîçâ’ÿçêó, îòðèìàíîãî ç âèêîðèñòàííÿì òðàäèö³éíèõ îá÷èñëþâàëüíèõ 
ñõåì. Ó ðîáîò³ [2] îñöèëÿö³¿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (21), (22) çà ÌÑÅ 
âäàëîñÿ çàãàñèòè çàâäÿêè âèêîðèñòàííþ ³ºðàðõ³÷íî¿ ñèñòåìè áàçîâèõ 
ôóíêö³é-áóëüáàøîê. Äëÿ ïîáóäîâè ñò³éêîãî ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçêó (çíà÷åííÿ 

÷èñëà 210<Pe ) ö³º¿ æ çàäà÷³ â [6] çàñòîñîâàíî p - òà hp -àïðîêñèìàö³¿ íà 
îñíîâ³ ³ºðàðõ³÷íèõ áàçèñ³â íà òðèêóòíèõ ñê³í÷åííèõ åëåìåíòàõ. Â³äîì³ òî÷-
íèé ðîçâ’ÿçîê (23) ³ ÷èñëîâ³ ðîçâ’ÿçêè, îòðèìàí³ â [2, 6], âèêîðèñòîâóâàëèñü 
äëÿ äîñë³äæåííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ (21), 
(22) çà íåéðîííèì ³òåðàö³éíèì ìåòîäîì. Â³äïîâ³äíî äî îïèñàíîãî â ï. 2 àëãî-
ðèòìó âèêîíóºìî ïîêðîêîâå îá÷èñëåííÿ. 

Ñïî÷àòêó âèõ³äíó íåïåðåðâíó çàäà÷ó ðåäóêóºìî äî äèñêðåòíî¿. Àïðîê-
ñèìóºìî îïåðàòîð çàäà÷³ ñê³í÷åííèìè ð³çíèöÿìè: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
, , 1, 1, , 1 , 14 /k k k k k k k k

i j i j i j i j i j i jL u u u u u u h+ − + −= − − − − +( ) ( ) ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2
1, 1, , 1 , 1 / 2k k k k k

i j i j i j i ju u u u h+ − + −+ − + −Pe( ) ( ( ) ) , 

äå , 1, , 2i j N= − . 
Ãðàíè÷í³ óìîâè â öüîìó ðàç³ íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 
( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0, 1, 1,

1 0,        0
1

j
k k k k k

j N j N j
eL u L u u
e

−

− −−
−= = = =

−

Pe

Pe
( ) ( ) , 

 
Рис. 4 



145 

 
( 1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,0 , 1 , 1

1 ,           0
1

i
k k k k k

i i N i N
eL u L u u
e

−

− −−
−= = =

−

Pe

Pe
( ) ( ) ,  

 , 0, , 1i j N= − . 

Âèáèðàºìî 2M = , ê³ëüê³ñòü ³òå-
ðàö³é çãëàäæóâàííÿ íà êîæíîìó 
øàð³ íåéðîí³â 1ν = , òî÷í³ñòü ε =  

0.00000001= . Çàäàºìî çíà÷åííÿ 
÷èñëà Ïåêëå. Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî 
âèãëÿä ïîâåðõí³ øóêàíî¿ ôóíêö³¿ 

( , )u x y , ïîáóäîâàíî¿ çà ðåçóëüòàòà-
ìè îá÷èñëåíü íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ó 
âèïàäêó 231N =  äëÿ 150=Pe . 

Ó òàáë. 3 íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ðå-
çóëüòàòè, îòðèìàí³ çà ôîðìóëîþ 
(23) ³ ïîçíà÷åí³ ÷åðåç Tu  (òî÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê) ³ íåéðîííèì ³òåðàö³éíèì 
ìåòîäîì – Hu  (íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿ-
çîê), â îäíàêîâèõ âóçëàõ ñ³òêè (ïðè 

0.5x = ). Óíàñë³äîê ïîð³âíÿëüíîãî 
àíàë³çó öèõ ðåçóëüòàò³â ìîæåìî 
çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ðîçâ’ÿçîê, ïî-
áóäîâàíèé ìóëüòèñ³òêîâèì ³òåðàö³é-
íèì ìåòîäîì íà ðåêóðåíòí³é øòó÷-
í³é íåéðîíí³é ìåðåæ³, ìàº âèñîêó 
äîñÿæíó òî÷í³ñòü. Âèÿâëåíî, ùî ç³ 
çá³ëüøåííÿì ê³ëüêîñò³ íåéðîí³â ó 
ìåðåæ³ ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê äîáðå 
àïðîêñèìóº òî÷íèé. 

Îòæå, âèêîíàí³ äîñë³äæåííÿ 
ùîäî çàñòîñîâíîñò³ ìóëüòèñ³òêîâîãî 
³òåðàö³éíîãî ìåòîäó íà ðåêóðåíòíèõ 
íåéðîìåðåæàõ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ çàäà÷ àäâåêö³¿-äèôóç³¿ òà 
àíàë³ç ÷óòëèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â äî çì³íè êîåô³ö³ºíò³â äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ çàñâ³ä÷èëè éîãî åôåêòèâí³ñòü. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïå-
ðèìåíò³â ñâ³ä÷àòü, ùî ïîáóäîâàí³ îá÷èñëþâàëüí³ íåéðîñòðóêòóðè äàþòü 
çìîãó óñï³øíî ðîçâ’ÿçóâàòè ñêëàäí³ â îá÷èñëþâàëüíîìó ïëàí³ çàäà÷³ àäâåê-
ö³¿-äèôóç³¿ ç âåëèêèì ÷èñëîì Ïåêëå, ïðè÷îìó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ìóëüòè-
ñ³òêîâîãî ìåòîäó íå çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè êðîêó äèñêðåòèçàö³¿. Ðîçâ’ÿçîê 
íåéðîííî¿ ìåðåæ³ ïîêðàùóºòüñÿ çà ðàõóíîê çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ íåéðîí³â. 
Ç’ÿñîâàíî, ùî äëÿ á³ëüøîãî ÷èñëà Ïåêëå ñë³ä çàäàâàòè á³ëüøó ê³ëüê³ñòü 
íåéðîí³â. Ïðèñêîðèòè çá³æí³ñòü ìåòîäó ìîæíà çà ðàõóíîê çá³ëüøåííÿ ê³ëü-
êîñò³ ñ³òîê M  ó ìóëüòèñ³òêîâ³é ìåðåæ³, à òàêîæ ðåãóëþâàííÿì ïàðàìåòðà 
çãëàäæóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ν  íà êîæí³é ³òåðàö³¿. 
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Рис. 5 

 
Таблиця 3 

     u  
y  Tu  Hu  

0.904 0.999999 1.000000 
0.913 0.999998 0.999999 
0.922 0.999992 0.999995 
0.930 0.999971 0,999980 
0.939 0.999892 0.999923 
0.948 0.999601 0.999703 
0.957 0.998529 0.998851 
0.965 0.994579 0.995551 
0.974 0.980020 0.982774 
0.983 0.926369 0.933300 
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ПРИМЕНЕНИЕ МУЛЬТИСЕТОЧНОГО ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА НА ИСКУССТВЕННЫХ 
НЕЙРОСЕТЯХ К СТАЦИОНАРНЫМ ЗАДАЧАМ АДВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ 
 
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìóëüòèñåòî÷íîãî èòåðàöè-
îííîãî íåéðîííîãî ìåòîäà ïðèìåíèòåëüíî ê ñòàöèîíàðíûì ëèíåéíûì çàäà÷àì àä-
âåêöèè-äèôôóçèè â ñëó÷àå áîëüøîãî ÷èñëà Ïåêëå. Ïîñòðîåíà ðåêóððåíòíàÿ èñêóñ-
ñòâåííàÿ íåéðîííàÿ ñåòü, ðåàëèçóþùàÿ ìóëüòèñåòî÷íûé ìåòîä. Àðõèòåêòóðà 
íåéðîííîé ñåòè ñîñòîèò èç ñóáñåòè ïðÿìîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ, íà êàæäîì èç 
ñëîåâ êîòîðîé íàõîäÿòñÿ äâà ñëîÿ êëåòî÷íîé ñóáñåòè. Îáó÷åíèå ñåòè çàêëþ÷àåò-
ñÿ â ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Îñîáåííîñòü ÷èñëåííîé ðåàëèçà-
öèè ïîñòðîåííîé ñåòè ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü âû÷èñëåíèé âû-
ïîëíÿåòñÿ íà áîëåå êðóïíûõ ñåòêàõ, ÷òî ñóùåñòâåííî ýêîíîìèò âðåìÿ ðàñ÷åòà 
è óñêîðÿåò ñõîäèìîñòü ê òî÷íîìó ðåøåíèþ. Ñ óâåëè÷åíèåì êîëè÷åñòâà íåéðîíîâ 
òî÷íîñòü ðåøåíèÿ óëó÷øàåòñÿ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû äåìîíñòðèðóþò 
îáîñíîâàííîñòü ìóëüòèñåòî÷íîãî èòåðàöèîííîãî ìåòîäà íà ðåêóððåíòíûõ èñ-
êóññòâåííûõ íåéðîííûõ ñåòÿõ. 
 
APPLICATION OF MULTI-GRID ITERATIVE NEURAL NETWORKS 
FOR STATIONARY PROBLEMS OF ADVECTION-DIFFUSION  
 
The study of efficiency of application of multi-grid iterative method, which utilises the 
recurrent artificial neural networks for solving the stationary problems of advection-
diffusion has been made. A recurrent neural network has been constructed for imple-
mentation of the multi-grid method, which was used for solving the linear boundary-
value problem. The architecture of the presented neural network consists of a feed-for-
ward sub-network where each layer contains two sub-layers that form a cell sub-net-
work. The purpose of the neural network training is to minimize the discrepancy of the 
original equation, which describes the problem. The main feature of the proposed neural 
network is that the large part of computations is performed on the rough grids, which 
leads to shorter execution time and helps to increase the rate of convergence. It has been 
observed that the quality of the result increases with introduction of additional neurons. 
The numerical results obtained demonstrate the validity of the multi-grid iterative me-
thod, which utilises the recurrent artificial neural networks. 
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