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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИМПУЛЬСА ДАВЛЕНИЯ В УПРУГОЙ 
ПОЛУБЕСКОНЕЧНОЙ КОАКСИАЛЬНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ 
ОБОЛОЧКЕ С ЖИДКОСТЬЮ 
 

Èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå íåóñòàíîâèâøèõñÿ ãèäðîóïðóãèõ âîëí âäîëü 
ñëîÿ æèäêîñòè ìåæäó óïðóãîé âíåøíåé è æåñòêîé âíóòðåííåé öèëèíäðè÷åñ-
êèìè îáîëî÷êàìè. Æèäêîñòü ïðåäïîëàãàåòñÿ âÿçêîé ñæèìàåìîé, ìàòåðèàë 
îáîëî÷êè – âÿçêîóïðóãèì. Äâèæåíèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè 
Êèðõãîôà – Ëÿâà, à äâèæåíèå æèäêîñòè – óðàâíåíèÿìè, îñðåäíåííûìè ïî ðà-
äèàëüíîé êîîðäèíàòå. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ñ ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì îáðàùåíèåì. Ïðîâîäèòñÿ 
àíàëèç ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà äàâëåíèÿ. 

 
Ðàñïðîñòðàíåíèå ãèäðîóïðóãèõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, çà-

ïîëíåííîé æèäêîñòüþ, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èí-
òåðåñ êàê â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê è â ãåìîäèíàìèêå. È íå ñëó÷àé-
íî ýòà ïðîáëåìà áûëà ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé ïðèìåíè-
òåëüíî ê ãåìîäèíàìèêå [3, 4, 6–11], â ÷àñòíîñòè, îòìåòèì [8], ãäå ïðèâåäåíà 
îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, õàðàêòåðèçóþùàÿ ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû. 

Â ðàáîòå [2] ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â æèäêîñ-
òè, íàõîäÿùåéñÿ ìåæäó êîàêñèàëüíûìè öèëèíäðè÷åñêèìè îáîëî÷êàìè. Â 
ýòèõ çàäà÷àõ æèäêîñòü ðàññìàòðèâàëàñü íåñæèìàåìîé, ÷òî îãðàíè÷èâàåò 
àíàëèç ñïåêòðà ÷àñòîò ðàìêàìè îñíîâíîãî òèïà êîëåáàíèé. Îäíàêî â îáùåì 
ñëó÷àå ïðè ðàññìîòðåíèè êîëåáàíèé îñíîâíîãî òèïà íåëüçÿ ïîëíîñòüþ èñ-
êëþ÷èòü âëèÿíèå ñæèìàåìîñòè ïëîòíîé æèäêîñòè íà äâèæåíèå îáîëî÷êè. Â 
íàèáîëüøåé ñòåïåíè ñæèìàåìîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè îñåñèììåòðè÷íûõ êîëå-
áàíèÿõ ñèñòåìû. 

Â îòëè÷èå îò ìíîãî÷èñëåííûõ ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùèõ-
ñÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ âîëí â îáîëî÷êå ñ æèäêîñòüþ, çäåñü ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ çàäà÷à ñî âñòàâêîé è, â îòëè÷èå îò ðàáîòû [2], â êîòîðîé æèäêîñòü ïðåä-
ïîëàãàëàñü íåñæèìàåìîé è èäåàëüíîé, çäåñü ó÷èòûâàþòñÿ âÿçêîñòü è ñæè-
ìàåìîñòü æèäêîñòè è, êðîìå òîãî, ìàòåðèàë îáîëî÷êè ðàññìàòðèâàåòñÿ âÿç-
êîóïðóãèì. Ðàçëè÷íûå ïðèìåíÿåìûå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîñòè ïðåäñòàâëå-
íû â [9]. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Äâèæåíèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè 
òåîðèè îáîëî÷åê Êèðõãîôà – Ëÿâà ñ ó÷åòîì âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ñîãëàñíî 
ìîäåëè Êåëüâèíà – Ôîéãòà. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ñèñòåìà 
ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïåðåìåùåíèé îáîëî÷êè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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ãäå x  – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà ( 0)x ≥ ; t  – âðåìÿ; xu  – ïðîäîëüíîå ïåðå-

ìåùåíèå; ru  – ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå; R  – ðàäèóñ âíåøíåé îáîëî÷êè; 
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h  – òîëùèíà ñòåíêè; E  – ìîäóëü Þíãà; 0ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; η  è 

ξ  – êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ñòåíêè îáîëî÷êè; 0ρ  – ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà 

îáîëî÷êè. 
Ñèëû xN  è rN , äåéñòâóþùèå íà ñòåíêó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, âûðà-

æàþòñÿ ôîðìóëàìè 

 x r
x

r R

v v
N

r r
=

∂ ∂ = µ + ∂ ∂ 
, 

 2r x r r
r

r R

v v v v
N p

r x r r
=

∂ ∂ ∂  = − + λ + + + µ  ∂ ∂ ∂  
, (2) 

ãäå p  – äàâëåíèå; ,x rv v  – êîìïîíåíòû ñêîðîñòè; µ  è λ  – êîýôôèöèåíòû 
âÿçêîñòè æèäêîñòè. Ýòè ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé óðàâíåíèé ãèäðî-
äèíàìèêè. 

Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå – Ñòîêñà â öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò , ,r xθ . Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ äâè-
æåíèé ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîäîëüíîé è ðàäèàëüíîé ñêîðîñ-
òåé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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ãäå ν  – êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè; ρ  – ïëîòíîñòü æèäêîñòè. 
Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èìååò âèä 

 0r r x
r x

v v v
v v

t r r x r x
∂ ∂∂ρ ∂ρ ∂ρ+ ρ + ρ + ρ + + =

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. (4) 

Âûïèøåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ. Óñëîâèÿ ñîâìåñòíîñòè äâèæåíèÿ óïðóãîé 
ñòåíêè îáîëî÷êè ñ ïðèìûêàþùèìè ê íåé ÷àñòèöàìè æèäêîñòè èìåþò âèä 

 ,      r x
r x

u u
v v

t t
∂ ∂

= =
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 ïðè r R= . (5) 

Íà ïîâåðõíîñòè âíóòðåííåé æåñòêîé öèëèíäðè÷åñêîé âñòàâêè âûïîë-
íÿþòñÿ óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ  

 0,          0r xv v= =  ïðè 1r R= , (6) 

ãäå 1R  – ðàäèóñ âíóòðåííåé âñòàâêè, 1R R< . 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöå îáîëî÷êè çàäàþòñÿ â âèäå 
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. (7) 

Â ýòîì ñëó÷àå â ñå÷åíèè 0x =  ðàâíû íóëþ ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ, ðàäè-
àëüíîå ïåðåìåùåíèå è èçãèáàþùèé ìîìåíò (ñâîáîäíîå îïèðàíèå). Â æèä-
êîñòè â ñå÷åíèè 0x =  ðàâíî íóëþ äîïîëíèòåëüíîå äàâëåíèå, ñîçäàâàåìîå 
äåôîðìàöèåé îáîëî÷êè. 
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Íà ïîâåðõíîñòü æèäêîñòè â ñå÷åíèè 0x =  äåéñòâóåò çàäàííîå äàâëå-
íèå 
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàþòñÿ íóëåâûìè: 
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Óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå 

 0,      0x r x rv v u u p= = = → →  ïðè x → ∞ . (10) 

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå äîïóùåíèÿ îòíîñèòåëüíî 
ïîòîêà æèäêîñòè â îáîëî÷êå [1, 11] è ó÷èòûâàÿ äîïóùåíèå, ÷òî æèäêîñòü 
ïðè ñæàòèè ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ãóêà [1], ò. å. îáúåìíûé ìîäóëü óïðóãîñòè 

( / )K p= ρ ∂ ∂ρ , ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå  

 1 1 p
t K t

∂ρ ∂
=

ρ ∂ ∂
.  

Ïðè òàêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðèõîäèì ê ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì: 
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.  (12) 

Ââåäåì ñðåäíþþ ñêîðîñòü V  â ñëîå æèäêîñòè ìåæäó îáîëî÷êàìè, êî-
òîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ 
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Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå â ïðåäåëàõ íåâîçìóùåííîé îáëàñòè 

1,R R[ ]  âìåñòî 1, ( , )rR R u x t+[ ] . 
Óðàâíåíèå (12) ïîñëå îñðåäíåíèÿ ïî ïåðåìåííîé r  â ïðåäåëàõ 1,R R[ ]  ñ 

ó÷åòîì (13) ïðèíèìàåò âèä 
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Ïðåîáðàçóÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ (12) è îáîçíà÷àÿ ÷å-
ðåç 2aV  ÷ëåí, õàðàêòåðèçóþùèé ñîïðîòèâëåíèå òðåíèÿ, ïîëó÷àåì 

 1 2 0V P aV
t x

∂ ∂+ − =
∂ ρ ∂

.  (15) 

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé êâàçèñòàöèîíàðíîñòè ïðè íåóñòàíîâèâøåì-
ñÿ äâèæåíèè âÿçêîé íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ñîõðàíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè 
ñîïðîòèâëåíèÿ, óñòàíîâëåííûå äëÿ ñòàöèîíàðíîãî äâèæåíèÿ. Êîýôôèöèåíò 
2a  â óðàâíåíèè (15) â ýòîì ñëó÷àå áóäåò 
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Ïðè ýòîì ïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðîãèáû îáîëî÷êè ìàëû â ñðàâíåíèè ñ ðàäè-
óñîì R . 

Â äàëüíåéøåì ââîäÿòñÿ áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ïî ôîðìóëàì 
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ãäå 0v  – õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ; Re  – ÷èñëî Ðåéíîëüäñà. 

Â áåçðàçìåðíîì âèäå â ñîîòâåòñòâèè ñ (16) ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîóï-
ðóãîñòè ïðèíèìàåò ñëåäóþùèé âèä: 

– äëÿ îáîëî÷êè 
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– äëÿ æèäêîñòè 
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿåì ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìå-
íè τ : 
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− τ= τ τ∫ , 

ãäå s  – ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2), (5), (6) ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (9) 

äëÿ äàâëåíèÿ Lp  ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå: 
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Ñ ó÷åòîì óñëîâèé óáûâàíèÿ èñêîìûõ ôóíêöèé ïðè x → ∞  ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (17) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 

 1
1 2 2 2( , ) ( cos sin )k xLp s x e A k x A k x= + +  

 3
3 4 4 4( cos sin )k xe A k x A k x+ + , (18) 

ãäå ,  1, , 4ik i =  , – êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (17). Ñêîðîñ-
òè è ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. 

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (7), (8), ïîëó÷àåì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 1 2 3 4, , ,A A A A : 

 1 3 ( )LA A f s+ = , 
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, 

 4 4 2 2 2 2 3 3
1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2( 6 ) ( ) (4 4 )

2
ak k k k m k k A k k k k m − − − − + − +  

[  

 4 4 2 2 2 2
1 2 2 3 4 3 4 3 4 3( 6 ) ( )

2
aak k A k k k k m k k A + + + − − − +  

]  

 3 3
3 4 3 4 3 4 4(4 4 ) 0k k k k m ak k A+ − + =[ ] . 

3. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. Ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ 
çàäà÷è ãèäðîóïðóãîñòè èññëåäîâàëèñü äëÿ íà÷àëüíîãî èìïóëüñà âèäà  

 2
0x

P C e−ατ
=

= τ , (19) 

ãäå 42.432 10 ,  0.018C −= ⋅ α = . ×èñëåííîå îáðàùåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëà-
ñà îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèíóñàì [5] ïðè ñëåäóþùèõ 
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: 

 0.02191,     230,     4.073,     5.431U A B= = = =Re , 

 4
0 0.6,     0.2178 10 ,     8.1459k a k−= = ⋅ = . 

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 è ðèñ. 2 â ñå-
÷åíèÿõ 100x =  è 200x =  ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ èì-
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ïóëüñà äàâëåíèÿ 
2

00

1 PP
v

=
ρ

 â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè τ  îòíîñèòåëüíî íà-

÷àëüíîãî èìïóëüñà (19), çàäàííîãî â ñå÷åíèè 0x =  (êðèâûå 0). Êðèâûå 1 íà 
ðèñóíêàõ ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ äàâëåíèÿ äëÿ îáîëî÷êè, ïîëíîñòüþ 
çàïîëíåííîé æèäêîñòüþ 1( 0)R = . Êðèâûå 2 ñîîòâåòñòâóþò ðàñïðåäåëåíèþ 

äàâëåíèÿ ïðè íàëè÷èè â æèäêîñòè æåñòêîé âñòàâêè, ïðè÷åì 0 1/ 0.5R R R= = . 
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 Рис. 1 Рис. 2 

Èç ñîïîñòàâëåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà äàâëåíèÿ â 
ðàçëè÷íûõ ñå÷åíèÿõ âèäíî, ÷òî íàëè÷èå æåñòêîé îáîëî÷êè ïðîÿâëÿåòñÿ íà 
áîëåå çíà÷èòåëüíîì óäàëåíèè îò íà÷àëà ïðèëîæåíèÿ èìïóëüñà. 

Èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî íàëè÷èå æåñòêîé îáî-
ëî÷êè ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ èìïóëüñà äàâëåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòå-
ìîé áåç íåå. Îáîëî÷êà ñâîáîäíî îïåðòà è ïîýòîìó íà íåáîëüøèõ ðàññòîÿíè-
ÿõ èìïóëüñ ìàëî ðàçâèò (ðèñ. 1), à ïðè óâåëè÷åíèè ðàññòîÿíèÿ îò âõîäà 
äàâëåíèå ïîâûøàåòñÿ, à çàòåì ïðè äàëüíåéøåì ðàñïðîñòðàíåíèè óáûâàåò. 
Äàâëåíèå çàòóõàåò áûñòðåå â ïîëíîé îáîëî÷êå íà íà÷àëüíîì ýòàïå ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ êîàêñèàëüíîé.  
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ПОШИРЕННЯ ІМПУЛЬСУ ТИСКУ В ПРУЖНІЙ НАПІВСКІНЧЕННІЙ 
КОАКСІАЛЬНІЙ ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБОЛОНЦІ З РІДИНОЮ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ ïîøèðåííÿ íåóñòàëåíèõ ã³äðîïðóæíèõ õâèëü âçäîâæ øàðó ð³äèíè 
ì³æ ïðóæíîþ çîâí³øíüîþ ³ æîðñòêîþ âíóòð³øíüîþ öèë³íäðè÷íèìè îáîëîíêàìè. 
Ð³äèíà ïðèïóñêàºòüñÿ â’ÿçêîþ ³ ñòèñëèâîþ, ìàòåð³àë îáîëîíêè – â’ÿçêîïðóæíèì. 
Ðóõ îáîëîíêè îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿìè Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, ðóõ ð³äèíè – ð³âíÿííÿìè, 
óñåðåäíåíèìè çà ðàä³àëüíîþ êîîðäèíàòîþ. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ³í-
òåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà ÷àñîì ç íàñòóïíèì ÷èñåëüíèì îáåðíåííÿì. 
Ïðîâåäåíî àíàë³ç ïîøèðåííÿ ³ìïóëüñó òèñêó. 
 
PRESSURE PULSE PROPAGATION IN ELASTIC SEMI-INFINITE 
COAXIAL CYLINDRICAL SHELL WITH FLUID 
 
Propagation of unsteady hydroelastic waves along a fluid layer between the elastic outer 
and rigid inner cylindrical shells is investigated. The fluid is assumed to be viscous 
compressible, the shell material – viscoelastic. The shell motion is governed by the 
Kirchhoff – Love equations and the fluid motion – by the equations averaged over a ra-
dial coordinate. The problem is solved on the basis of the integral Laplace time trans-
form with consequent numerical inversion. The analysis of pressure pulse propagation 
is presented. 
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