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ÓÄÊ 539.3 
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ПОВЗУЧІСТЬ І ПОШКОДЖУВАНІСТЬ ВНАСЛІДОК ПОВЗУЧОСТІ  
ГНУЧКИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК ІЗ МАТЕРІАЛІВ З ХАРАКТЕРИСТИКАМИ, 
ЩО ЗАЛЕЖАТЬ ВІД ВИДУ НАВАНТАЖЕННЯ  
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ âíàñë³äîê ïîâçó÷îñò³ 
ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ³ç ìàòåð³àë³â, õàðàêòåðèñòèêè 
ÿêèõ çàëåæàòü â³ä òèïó íàâàíòàæåííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ, 
ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ñóì³ñíîìó çàñòîñóâàíí³ ìåòîä³â R-ôóíêö³é ³ Ðóí´å – 
Êóòòà – Ìåðñîíà. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü âïëèâó âèäó íàâàíòà-
æåííÿ òà ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè íà ïîâçó÷³ñòü ³ òðèâàëó ì³öí³ñòü ãíó÷êèõ 
ïîëîãèõ îáîëîíîê. 

 
Çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ ãíó÷êèõ îáîëîíîê ³ ïëàñòèí äîñë³äæóâàëèñÿ ó ðîáî-

òàõ [1, 3, 4, 6–8, 10, 11] òà ³í. Ó á³ëüø³ñòü ïóáë³êàö³é ðîçãëÿäàþòüñÿ îáîëîí-
êè òà ïëàñòèíè ç òðàäèö³éíèõ ìàòåð³àë³â, íå÷óòëèâèõ äî òèïó íàâàíòàæåí-
íÿ. Ëèøå îäèíè÷í³ ðîáîòè, íàïðèêëàä [7, 11], ïðèñâÿ÷åí³ äîñë³äæåííþ ïîâ-
çó÷îñò³ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíèõ îáîëîíîê ç ìàòåð³àë³â ç õàðàêòåðèñòèêàìè, 
ùî çàëåæàòü â³ä âèäó íàâàíòàæåííÿ. Ïóáë³êàö³¿, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³ 
ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ âíàñë³äîê ïîâçó÷îñò³ ãíó÷êèõ ïîëîãèõ îáî-
ëîíîê íåêàíîí³÷íî¿ ôîðìè ç ìàòåð³àë³â ç õàðàêòåðèñòèêàìè, çàëåæíèìè â³ä 
òèïó íàâàíòàæåííÿ, ó â³äîìèõ àâòîðó ë³òåðàòóðíèõ äæåðåëàõ â³äñóòí³.  
 Åôåêòè, ùî âèçíà÷àþòü çàëåæí³ñòü õàðàêòåðèñòèê ³çîòðîïíèõ ìàòåð³-
àë³â â³ä âèäó íàâàíòàæåííÿ, íà îñíîâ³ àíàë³çó âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ åêñïåðè-
ìåíòàëüíèõ äàíèõ ïðî ïðóæíó òà íåïðóæíó ïîâåä³íêó êîíñòðóêö³éíèõ ìà-
òåð³àë³â âïåðøå áóëè ñôîðìóëüîâàí³ â ðîáîò³ [2]. Öå ð³çíîîï³ðí³ñòü ðîçòÿãó 
òà ñòèñêó, íåçàëåæíå ïðîò³êàííÿ äåôîðìóâàííÿ â óìîâàõ êðó÷åííÿ, âïëèâ 
ã³äðîñòàòè÷íîãî òèñêó, ñòèñëèâ³ñòü ìàòåð³àëó ïðè ïîâçó÷îñò³, åôåêò Ïîéí-
ò³í´à (îñüîâå âèäîâæåííÿ ïðè ÷èñòîìó ñêðóò³). Äî òàêèõ ìàòåð³àë³â ìîæíà 
â³äíåñòè ëåãê³ ñïëàâè, äåÿê³ êîíñòðóêö³éí³ ñòàë³, ñóïåðñïëàâè, êîìïîçèö³éí³ 
ìàòåð³àëè é ³í.  

Ó ñòàòò³ áóäóòü ðîçãëÿíóò³ çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ âíàñ-
ë³äîê ïîâçó÷îñò³ ãíó÷êèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ ôîðìè â ïëàí³. Áóäå 
äîñë³äæåíî âïëèâ ãåîìåòðè÷íî¿ ôîðìè òà âèäó íàâàíòàæåííÿ íà ïîâçó÷³ñòü 
³ ïîøêîäæóâàí³ñòü ãíó÷êèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê. 

Ðîçãëÿíåìî â ïðÿìîêóòí³é äåêàðòîâ³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 1 2Ox x z  ³çî-

òðîïíó òîíêó ïîëîãó îáîëîíêó òîâùèíè h  äîâ³ëüíî¿ ôîðìè Ω  â ïëàí³. Íà 
îáîëîíêó ä³º ïîïåðå÷íå íàâàíòàæåííÿ 1 2( , , )z zq q x x t=  ³ êîíòóðí³ çóñèëëÿ 

0
1 2( , , )nP x x t  ³ 0

1 2( , , )P x x tτ  ó ïëîùèí³ 1 2Ox x . Òóò t  – ÷àñ. Â³ñü Oz  ïåðïåí-

äèêóëÿðíà äî ïëàíó îáîëîíêè. Ïðèïóñêàºìî, ùî âèêîíóþòüñÿ ã³ïîòåçè 
Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, é ó ïðîöåñ³ ïîâçó÷îñò³ äåôîðìàö³¿ îáîëîíêè çàëèøàþòüñÿ 
ìàëèìè. Òåìïåðàòóðó ââàæàºìî ñòàëîþ.  

Ê³íåìàòè÷íî ìîæëèâ³ øâèäêîñò³ ïåðåì³ùåíü òî÷îê êîîðäèíàòíî¿ ïî-
âåðõí³ îáîëîíêè 1 1 2 2 1 2 1 2( , , ),  ( , , ),  ( , , )u x x t u x x t w x x t    óçäîâæ îñåé 1 2,  Ox Ox , 

Oz  ó äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 0t ≠  ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè âàð³àö³éíå ð³âíÿí-

íÿ 0Uδ =  äëÿ ôóíêö³îíàëà â ôîðì³ Ëà´ðàíæà 

 1 2 1 2 1 2( , , ) ( , , ) ( , , )L NU u u w U u u w U u u w= +         , (1) 

äå äîäàíêè LU , NU  ìàþòü âèãëÿä [6]  

 2 2 2 2 2
1 1,1 2,2 1 2 1 1,1 2 2,2

1 2 2
2LU A u u w k k k wu k wu

Ω

= + + + + + +∫∫       ( )[ ]  

 2 2
2 1,1 2,2 1 2,2 2 1,1 1 2 3 1,2 2,12 ( )A u u w k u k u k k w A u u+ + + + + + −       ( )[ ]  
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 1 1,1 ,11 2,2 ,22 1 ,11 2 ,22 2 1,1 ,222 ( ) 2B u w u w w k w k w B u w− + + + − +        [ ] [  

 2,2 ,11 1 ,22 2 ,11 3 ,12 1,2 2,1( ) 2 ( )u w w k w k w B w u u+ + + − + +       ]  

 2 2 2
11 ,11 ,22 22 ,11 ,22 33 ,12 1 22D w w D w w D w dx dx+ + + + −    ( )  

 0 0
1 2 1 1 2 2 2 1 1 2( ) ( )z nq w dx dx P u n u n P u n u n dSτ

Ω ∂Ω

− − + + +∫∫ ∫       [ ] , 

 2 2 2 2
1 ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 1,1 ,1 ,2 2,2 2 1 ,1 ,1

1 2 2 , 2 (
2NU A w w w w w u w w u w w k w w

Ω

= + + + + +∫∫        [  

 2 ,2 ,2 2 ,1 2,2 ,1 ,2 1,1 ,2 1 ,2 ,2) 2 (k w w A w u w w u w w k w w+ + + + +      ] [  

 2 2 2 2
2 ,1 ,1 ,1 ,2 ,1 ,2 3 ,1 ,2 ,2 ,1 ,1 ,2) 2(k w w w w w w A w w w w w w+ + + + + +     ] [  

 ,2 ,1 1,2 2,1 ,1 ,2 ,1 ,2 1 ,1 ,1 ,11)( ) 2 2 (w w u u w w w w B w w w+ + + − +      ]  

 ,2 ,2 ,22 2 ,1 ,1 ,22 ,2 ,2 ,11 3 ,12 ,1 ,2) 2 ( ) 2 (w w w B w w w w w w B w w w+ − + − +         

 2 2
,2 ,1 11 ,1 22 ,2 12 ,1 ,2 1 2) 2w w a w a w a w w dx dx+ + + + −      

 11 1,1 ,1 ,1 22 2,2 ,2 ,2( ) ( )c cN u w w N u w w
Ω

− + + + +∫∫     [  

 12 1,2 2,1 ,1 ,2 ,2 ,1 11 ,11( )c cN u u w w w w M w+ + + + − −       

 22 ,22 12 ,12 1 22c c
cM w M w q w dx dx− − +    ] . 

Òóò 

 1 2 1 32
( ) ( )

,      ,      
1h h

EA dz A A A G dz= = ν =
− ν∫ ∫ , 

 1 2 1 32
( ) ( )

,      ,      2
1h h

EzB dz B B B Gz dz= = ν =
− ν∫ ∫ , 

 
2

2
11 22 1 332

( ) ( )

,     ,     4
1h h

EzD dz D D D Gz dz= = ν =
− ν∫ ∫ , 

 11 11 22 22 22 112 2
( ) ( )

( ) ,        ( )
1 1

c c

h h

E EN p p dz N p p dz= + ν = + ν
− ν − ν∫ ∫     , 

 12 12 11 11 222
( ) ( )

2 ,                      ( )
1

c c

h h

EzN Gp dz M p p dz= = + ν
−∫ ∫   

ν
, 

 22 22 11 12 122
( ) ( )

( ) ,       2
1

c c

h h

EzM p p dz M Gp z dz= + ν =
− ν∫ ∫    , 

 1 11 22 2 22 112
( )

( ) ( )
1

c

h

Eq k p p k p p dz= + ν + + ν
− ν∫    ([ ] , 

 11 11 22 22 12 12
( ) ( ) ( )

,      ,      
h h h

a dz a dz a dz= σ = σ = σ∫ ∫ ∫ , 
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1 2,k k  – ãîëîâí³ êðèâèíè êîîðäèíàòíî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè; , ,E G ν  – ìîäóëü 
ïðóæíîñò³, ìîäóëü çñóâó òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà ìàòåð³àëó. Êîìïîíåíòè 
òåíçîðà øâèäêîñòåé äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ ,  , 1,2ijp i j = , íàïðóæåííÿ ijσ , 

à òàêîæ ôóíêö³¿ ,iw  ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè ³ íå âàð³þþòüñÿ. 

Îñíîâí³ íåâ³äîì³ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ ìîæóòü áóòè 
çíàéäåí³ ç ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ çà ÷àñîì:  

 ,1 ,21 2
1 2 ,1 ,2,    ,    ,    ,     

dw dwdu du dwu u w w w
dt dt dt dt dt

= = = = =     , 

 11
1,1 1 ,11 ,1 ,1

d
u k w zw w w

dt
ε

= + − +    , 

 22
2,2 2 ,22 ,2 ,2

d
u k w zw w w

dt
ε

= + − +    , 

 12 12
1,2 2,1 ,12 ,1 ,2 ,2 ,12 2

d d
u u zw w w w w

dt dt
γ ε

= = + − + +     , 

 11
11 22 11 222

( )
1

d E p p
dt
σ

= ε + νε − + ν
− ν

   [ ] , 

 22
22 11 22 112

( )
1

d E p p
dt
σ

= ε + νε − + ν
− ν

   [ ] , 

 12
12 122 ( )

d
G p

dt
σ

= ε −  , 

 11 22 12
11 22 12,     ,     ,     

dp dp dp d
p p p

dt dt dt dt
ψ= = = = ψ   , (2) 

äå ,  , 1,2ij i jε = , – êîìïîíåíòè òåíçîðà ïîâíèõ äåôîðìàö³é; ψ  – ïàðàìåòð 

ïîøêîäæóâàíîñò³. Ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ð³âíÿíü (2) çíàõîäÿòü ³ç ðîçâ’ÿçêó 
çàäà÷³ ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ îáîëîíêè.  

Äëÿ øâèäêîñòåé äåôîðìàö³é ïîâçó÷îñò³ ïðèéìåìî âèçíà÷àëüí³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ, ùî îïèñóþòü ð³çíîîï³ðí³ñòü ìàòåð³àëó ðîçòÿãó òà ñòèñêó â óìîâàõ 
ïîâçó÷îñò³, íåçàëåæíå ïðîò³êàííÿ äåôîðìóâàííÿ â óìîâàõ ÷èñòîãî êðó÷åí-
íÿ, âïëèâ ã³äðîñòàòè÷íîãî òèñêó, ñòèñëèâ³ñòü ìàòåð³àëó ïðè ïîâçó÷îñò³, 
åôåêò Ïîéíò³í´à, à òàêîæ ð³çíèé ðîçâèòîê ïîøêîäæóâàíîñò³ ïðè ðîçòÿãó, 
ñòèñêó òà çñóâ³, âçàºìîçâ’ÿçîê ïðîöåñ³â ïîâçó÷îñò³ é ïîøêîäæóâàíîñò³, 
àí³çîòðîï³þ, çóìîâëåíó ïîøêîäæóâàí³ñòþ [12]: 

 1
e

2
,     , 1,2, 3

q
m k k

k k

C AI
p Be e k−β ∗

∗

σ + δψ   = σ ψ + =   ψ − ψ σ   
  

   , 

äå eσ  – åêâ³âàëåíòíå íàïðóæåííÿ, ÿêå º ³íâàð³àíòíîþ ñêàëÿðíîþ ôóíêö³ºþ 

òåíçîðà íàïðóæåíü ijσ  ³ òåíçîðíîãî äîáóòêó i ke e⊗ =e e : e 2 k kB e eσ = σ + σ   . 

Òóò 2 2
2 1 2AI CIσ = + , 1 k kI = σ δ  , 2 k kI = σ σ  ; 1 2 3( , , )e e e=e  – îäèíè÷íèé âåê-

òîð, ñïðÿìîâàíèé ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïëîùèíè ì³êðîòð³ùèíè; , ,A B C  – 

ñòàë³ ìàòåð³àëó. Òåíçîðíèé äîáóòîê ⊗e e  óòâîðþº òåíçîð 2-ãî ðàíãó (ä³à-
äó), ùî õàðàêòåðèçóº àí³çîòðîï³þ ìàòåð³àëó, îáóìîâëåíó ïîøêîäæóâàí³ñòþ. 
Ó ðîáîò³ [12] âèçíà÷åíî âåêòîð ïîøêîäæóâàíîñò³ = ψe  ³ òåíçîð ïîøêîä-

æóâàíîñò³ äðóãîãî ðàíãó ij i je eψ = ψ ⊗ = ψe e , ùî äîçâîëÿº âðàõîâóâàòè 

àí³çîòðîïíèé õàðàêòåð ïîøêîäæóâàíîñò³.  
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ßêùî ì³êðîòð³ùèíè â ìàòåð³àë³ çîð³ºíòîâàí³ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íà-
ïðÿìêó ä³¿ ìàêñèìàëüíîãî ãîëîâíîãî íàïðóæåííÿ, òî ïàðàìåòðè , ,A B C  âè-
çíà÷àºìî çà ôîðìóëàìè [12]  

 1/( 1)1/( 1) 1/( 1) 2/( 1)
0,      2 ,      mm m mB K K C K B A K C++ + +

+ − −= − = − = − , 

äå 0, ,K K K+ − , , ,m qβ  – êîíñòàíòè ìàòåð³àëó, â³äîì³ ç áàçîâèõ åêñïåðèìåí-

ò³â íà ðîçòÿã, ñòèñê ³ êðó÷åííÿ.  
Çà ñêàëÿðíó ì³ðó ïîøêîäæóâàíîñò³ ψ  ïðèéìåìî ïèòîìó åíåðã³þ, ðîç-

ñ³ÿíó â ïðîöåñ³ ïîâçó÷îñò³ [9]: 

 
0 0

t t

ij ijW dt p dtψ = = σ∫ ∫  . 

Òîä³ ê³íåòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ ψ  áóäå ìàòè âèãëÿä [12] 

 1
q

m
e

+ −β ∗

∗

ψ ψ = σ ψ  ψ − ψ 
 . 

Òóò 
0

t

W dt
∗

∗ψ = ∫  – êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ïîøêîäæóâàíîñò³ â ìî-

ìåíò ÷àñó t t∗= , ÿêèé â³äïîâ³äàº ÷àñó äî ðóéíóâàííÿ.  
 Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïî÷àòêîâî-êðàéîâî¿ çàäà÷³ ïîâçó÷îñò³ áóäåìî âèêîðèñ-
òîâóâàòè ìåòîä R-ôóíêö³é [5] ðàçîì ³ç ìåòîäîì Ðóí´å – Êóòòà – Ìåðñîíà ç 
àâòîìàòè÷íèì âèáîðîì êðîêó ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì çàäà÷³ Êîø³ (2). Ì³í³ì³-
çàö³þ ôóíêö³îíàëà Ëàãðàíæà (1) íà êîæíîìó ÷àñîâîìó êðîö³ â ìîìåíòè ÷à-
ñó, ùî â³äïîâ³äàþòü ñõåì³ ìåòîäà Ðóí´å – Êóòòà – Ìåðñîíà, áóäåìî ïðîâî-
äèòè ìåòîäîì Ð³òöà.  
 Îñíîâí³ òèïè çàêð³ïëåííÿ òîðö³â îáîëîíêè, ê³íåìàòè÷í³ ãðàíè÷í³ óìîâè 
òà â³äïîâ³äí³ ¿ì ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó íàâåäåíî â ðîáîò³ [6].  

Ðîçãëÿíåìî ïîâçó÷³ñòü ³ ïîøêîäæóâàí³ñòü âíàñë³äîê ïîâçó÷îñò³ ïðÿìî-
êóòíî¿ â ïëàí³ îáîëîíêè é îáîëîíêè 
ñêëàäíî¿ ôîðìè (ðèñ. 1). Ìàòåð³àë îáî-
ëîíêè – òèòàíîâèé ñïëàâ ÎÒ–4 ïðè 
òåìïåðàòóð³ K748T = . ²íòåíñèâí³ñòü 
ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíîãî ïîïåðå÷íîãî 
íàâàíòàæåííÿ 15zq = ÌÏà. Ðîçì³ðè â 

ïëàí³: 2 0.36a = ì, 2 0.24b = ì, 0.08r = ì. 
Ãîëîâí³ êðèâèíè: 1 20,  5k k= = ì-1. Òîâ-

ùèíà 0.01h = ì. Óìîâè çàêð³ïëåííÿ – 
íåðóõîìèé øàðí³ð. Ïðóæí³ êîíñòàíòè 
ìàòåð³àëó: 60E = ÃÏà, 0.3ν = . Ãðàíèöÿ ì³öíîñò³ çà ðîçòÿãó â 430σ = ÌÏà. 
Êîíñòàíòè ìàòåð³àëó:  

0.0β = , 4m = , 2q = , 213.5 10K −
+ = ⋅ ÃÏà-mãîä-1,  

27.5 10K −
− = ⋅ ÃÏà-mãîä-1, 0 2.77K = ÃÏà-mãîä-1, 100.0∗ψ = ÌÄæ/ì3. 

 Äëÿ íåðóõîìîãî øàðí³ðà ãîëîâí³ ãðàíè÷í³ óìîâè òà â³äïîâ³äíà ñòðóêòó-
ðà ðîçâ’ÿçêó ìàþòü âèãëÿä 

 1 2 0w u u= = =   , 

 1 1 2 2 3,       ,       w u u= ωΦ = ωΦ = ωΦ   , (3) 

äå ,  1, 2,3i iΦ = , – íåâèçíà÷åí³ êîìïîíåíòè ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó, à ôóíêö³ÿ 

1 2( ),  ( , )x x x xω = , çàäîâîëüíÿº óìîâè [5]  

 

r r

b

b−

aa− O 1x

2x

 
 Рис. 1 
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 ( ) 0,     x xω > ∈ Ω , 

 ,( ) 0,     1,     nx xω = ω = − ∈ ∂ Ω , 

äå n  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî ìåæ³ îáëàñò³ Ω . 
Ð³âíÿííÿ ìåæ ïðÿìîêóòíî¿ îáîëîíêè é îáîëîíêè ñêëàäíî¿ ôîðìè áó-

äóòü ìàòè â³äïîâ³äíî òàêèé âèãëÿä: 
 1 0 2( ) 0x F Fω = ∧ = , 

 1 0 2 0 3 0 4( ) 0x F F F Fω = ∧ ∧ ∧ =( )[ ] , 

äå 2 2 2 2
1 2 2 1   1 1,                

2 2
F b x F a x

b a
= − = −( ) ( ) ,  

2 2 2 2 2 2
3 1 2 4 1 2

1 1( ) ,     ( )
2 2

F x a x r F x a x r
r r

= − − − = + − −[ ] [ ] .  

Ñèìâîë 0∧  ïîçíà÷àº îïåðàö³þ R-êîí’þíêö³¿ [5]: 2 2
1 0 2 1 2 1 2f f f f f f∧ = + − + .  

Íåâèçíà÷åí³ êîìïîíåíòè ñòðóêòóðè ðîçâ’ÿçêó ïîäàºìî ó âèãëÿä³ 

( )

1

( ) ( ) ( )
iN

i
i iN k k

k

x x C x
=

Φ = Φ = ϕ∑ , äå kϕ{ }  – ñèñòåìà ñòåïåíåâèõ ïîë³íîì³â âè-

ãëÿäó 1 2
m nx x ; ñòåï³íü ïîë³íîìà âèçíà÷àºòüñÿ ÿê P m n= + , , 0,1,m n =  ; 

( )i
kC  – íåâèçíà÷åí³ êîåô³ö³ºíòè.  

Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ âðàõîâóâàëè ñèìåòð³þ çàäà÷³. Äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ â 
ïëàí³ îáîëîíêè çàãàëüíà ê³ëüê³ñòü âóçë³â ³íòåãðóâàííÿ ïî ÷âåðò³ îáëàñò³ äî-
ð³âíþâàëà 100, çà òîâùèíîþ – 10. Ñòåïåí³ ïîë³íîì³â ó ñòðóêòóð³ ðîçâ’ÿçêó 
(3): 1 10P = , 2 3 7P P= = . Äëÿ îáîëîíêè ç êðóãîâèìè âèð³çàìè ê³ëüê³ñòü 
âóçë³â ³íòåãðóâàííÿ ïî ÷âåðò³ îáëàñò³ äîð³âíþâàëà 200, çà òîâùèíîþ – 10. 
Ñòåïåí³ ïîë³íîì³â: 1 14P = , 2 3 11P P= = . Ïîõèáêà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ çà 

÷àñîì 0 0.01δ = . 

×èñåëüí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ âíà-
ñë³äîê ïîâçó÷îñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ 
îáîëîíêè (êðèâ³ 1) ³ îáîëîíêè ñêëàä-
íî¿ ôîðìè (êðèâ³ 2) ïðè 15.0zq = Ìïà 

íàâåäåíî íà ðèñ. 2–6. Íà ðèñ. 2 íàâå-
äåíî çðîñòàííÿ â ÷àñ³ áåçðîçì³ðíèõ 
ïðîãèí³â /w h  ó öåíòð³ îáîëîíîê. Íà 
ðèñ. 3  ³ ðèñ. 4 ïîêàçàíî çì³íó â ÷àñ³ 
íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü 22σ  ³ ïàðà-
ìåòðà ïîøêîäæóâàíîñò³ ψ  â öåíòð³ 

íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ 0.5z h= .  
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Íà ðèñ. 5, 6 íàâåäåíî ãðàô³êè çì³íè â ÷àñ³ ïîâíèõ 22ε  ³ ïðóæíèõ 22
eε  

äåôîðìàö³é ó öåíòð³ íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ ïðÿìîêóòíî¿ îáîëîíêè òà îáî-
ëîíêè ñêëàäíî¿ ôîðìè. 
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 Рис. 5 Рис. 6 

Íà ðèñ. 7–9 íàâåäåíî ãðàô³êè â³äïîâ³äíî ïðîãèí³â /w h , íàïðóæåíü 22σ  
³ ïàðàìåòðà ïîøêîäæóâàíîñò³ ψ  ó öåíòð³ íà âíóòð³øí³é ïîâåðõí³ ïðÿìî-

êóòíî¿ îáîëîíêè (êðèâ³ 1) òà îáîëîíêè ñêëàäíî¿ ôîðìè (êðèâ³ 2) ïðè zq =  

15.0= − ÌÏà.  

1

2

3

0 100 200 300 400 500 600 t, ãîä.

12

−w/h
qz = −15 ÌÏà

  
200

400

600

800

1000

0 100 200 300 400 500 600 t, ãîä.

12

−σ22, ÌÏà
qz = −15 ÌÏà

 
 Рис. 7 Рис. 8 
 Êðèòè÷íèé ÷àñ t∗  áóäåìî âèçíà-
÷àòè íå ò³ëüêè ç óìîâè äîñÿãíåííÿ 
ïèòîìîþ åíåðã³ºþ, ðîçñ³ÿíîþ â ïðîöå-
ñ³ ïîâçó÷îñò³, êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ â 
áóäü-ÿê³é òî÷ö³, àëå é çà äîïîìîãîþ 
íàñòóïíèõ äâîõ óìîâ: 1) óìîâè äîñÿã-
íåííÿ íàéá³ëüøîþ çà ìîäóëåì ãîëîâ-
íîþ äåôîðìàö³ºþ äåÿêî¿ ãðàíè÷íî¿ 
âåëè÷èíè ∗ε ; 2) óìîâè äîñÿãíåííÿ 
íàéá³ëüøèì çà ìîäóëåì ãîëîâíèì íà-
ïðóæåííÿì äåÿêîãî ãðàíè÷íîãî çíà-
÷åííÿ ∗σ , ùî º õàðàêòåðèñòèêîþ ìà-

òåð³àëó. Äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ïðèéìàºìî, ùî êðèòè÷íèé ÷àñ t∗  íàñòàº ïðè 
âèêîíàíí³ îäí³º¿ ç òàêèõ òðüîõ óìîâ ó áóäü-ÿê³é òî÷ö³ îáîëîíêè:  

99.99ψ = ÌÄæ/ì3,  

1 2max , 5 %∗ε ε = ε ={ } ,  

1 2 âmax , ∗σ σ = σ = ασ{ } ,  äå 1α = . 

Ïðè ä³¿ íà îáîëîíêó çîâí³øíüîãî òèñêó 15.0zq = ÌÏà êðèòè÷íèé ÷àñ 

t∗  çíàõîäèìî ç óìîâè 1 2 22max , 5%ε ε = ε ={ } . Äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ â ïëàí³ 

îáîëîíêè 1100t∗ ≈ ãîä., à äëÿ îáîëîíêè ç êðóãîâèìè âèð³çàìè 1900t∗ ≈ ãîä. 
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Ó öüîìó âèïàäêó ñòð³ëà ïðîãèí³â çà äîñèòü êîðîòêèé ÷àñ äîñÿãàº çíà÷åíü 
äåê³ëüêîõ òîâùèí îáîëîíêè (ðèñ. 2), à ïîâí³ äåôîðìàö³¿ ñòàþòü ñê³í÷åííèìè 
( 22 5ε > %) (ðèñ. 5). ßê âèäíî ç íàâåäåíèõ ðåçóëüòàò³â, çà ðàõóíîê ³íòåíñèâ-
íî¿ ïîâçó÷îñò³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çìåíøåííÿ ïðóæíèõ äåôîðìàö³é (ðèñ. 6) ³ 
â³äïîâ³äíî øâèäêà ðåëàêñàö³ÿ ìàêñèìàëüíèõ íàïðóæåíü (ðèñ. 3). Ôàêòè÷íî 
ó öüîìó âèïàäêó âèçíà÷àºìî íå ÷àñ äî ðóéíóâàííÿ, à ðåñóðñ ðîáîòè çà äî-
ïóñòèìèõ äåôîðìàö³é. Ïðè öüîìó êðóãîâ³ âèð³çè çá³ëüøóþòü ðåñóðñ ðîáîòè. 
Äëÿ á³ëüø òî÷íîãî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñ³â ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ 
âíàñë³äîê ïîâçó÷îñò³ ïðè äåôîðìàö³ÿõ, á³ëüøèõ í³æ 5%, íåîáõ³äíî çàëó÷àòè 
òåîð³þ ñê³í÷åííèõ äåôîðìàö³é.  
 Ïðè ä³¿ íà îáîëîíêó âíóòð³øíüîãî òèñêó 15.0zq = − ÌÏà êðèòè÷íèé ÷àñ 

t∗  çíàõîäèìî ç óìîâè σ σ = σ = σ1 2 22 âmax ,{ } . Äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ â ïëàí³ 

îáîëîíêè 400t∗ ≈ ãîä, à äëÿ îáîëîíêè ç êðóãîâèìè âèð³çàìè 60t∗ ≈ ãîä. Òóò 
ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðîòèëåæíà êàðòèíà. Ñòð³ëà ïðîãèí³â çíà÷íî ìåíøà, í³æ 
ïðè ä³¿ íà îáîëîíêó çîâí³øíüîãî òèñêó, ³ â³äïîâ³äíî íèæ÷èì º ð³âåíü äåôîð-
ìàö³é. Ó öåíòð³ îáîëîíêè (ïî âñ³é òîâùèí³) íàïðóæåííÿ º ñòèñêóâàëüíèìè ³ 
ïðîöåñ ïîâçó÷îñò³ éäå ç ìåíøîþ ³íòåíñèâí³ñòþ, í³æ ïðè ðîçòÿãó. Ïðè öüîìó 
ïðóæí³ äåôîðìàö³¿ çðîñòàþòü ³ â³äïîâ³äíî çðîñòàþòü íàïðóæåííÿ (ðèñ. 8), 
ÿê³ øâèäêî äîñÿãàþòü êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ. Òóò ÷àñ äî ðóéíóâàííÿ á³ëüøå 
çàëåæèòü â³ä àáñîëþòíî¿ âåëè÷èíè íàïðóæåíü, í³æ â³ä âåëè÷èíè ïèòîìî¿ 
åíåðã³¿, ðîçñ³ÿíî¿ â ïðîöåñ³ ïîâçó÷îñò³. Ïðè öüîìó íàÿâí³ñòü êðóãîâèõ âèð³-
ç³â çìåíøóº êðèòè÷íèé ÷àñ.  

Ç íàâåäåíèõ ðåçóëüòàò³â ðîçðàõóíêó ïîâçó÷îñò³ ãíó÷êèõ ïîëîãèõ îáî-
ëîíîê ç ìàòåð³àë³â ç õàðàêòåðèñòèêàìè, ùî çàëåæàòü â³ä âèäó íàâàíòàæåí-
íÿ, ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðîöåñè ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³ â 
îáîëîíö³ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæàòü â³ä íàïðÿìêó ä³¿ çîâí³øíüîãî íàâàíòà-
æåííÿ. Ïðè öüîìó ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ³ñòîòí³ íå ò³ëüêè ê³ëüê³ñí³, àëå ³ ÿê³ñí³ 
ðîçõîäæåííÿ ó ðîçâèòêó ïðîöåñ³â ïîâçó÷îñò³ òà ïîøêîäæóâàíîñò³. 
 
 1. Áóðëàêîâ À. Â., Ëüâîâ Ã. È., Ìîðà÷êîâñêèé Î. Ê. Äëèòåëüíàÿ ïðî÷íîñòü îáîëî-

÷åê. – Õàðüêîâ: Âèùà øê., 1981. – 104 ñ.  
 2. Çîëî÷åâñêèé À. À. Ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé óïðóãîñòè, ïëàñòè÷íîñ-

òè, ïîëçó÷åñòè èçîòðîïíûõ è àíèçîòðîïíûõ òåë ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, çàâèñÿùè-
ìè îò âèäà íàãðóæåíèÿ: Äèñ. … äîêò. òåõí. íàóê. – Õàðüêîâ, 1994. – 521 ñ.  

 3. Êàíòîð Á. ß., Êîëîìàê Â. Ä. Ê òåõíè÷åñêîé òåîðèè ïîëçó÷åñòè ãèáêèõ îáîëî÷åê 
// Äèíàìèêà è ïðî÷íîñòü ìàøèí. – 1975. – Âûï. 21. – Ñ. 26–33.  

 4. Ïîäãîðíûé À. Í., Â. Â. Áîðòîâîé, Ï. Ï. Ãîíòàðîâñêèé è äð. Ïîëçó÷åñòü ýëåìåí-
òîâ ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ êîíñòðóêöèé. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1984. – 264 ñ.  

 5. Ðâà÷åâ Â Ë. Òåîðèÿ R-ôóíêöèé è íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ. – Êèåâ: Íàóê. äóì-
êà, 1982. – 552 ñ.  

 6. Ñêëåïóñ Ñ. Ìåòîä R-ôóíêö³é ó çàäà÷àõ ïîâçó÷îñò³ ãíó÷êèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê // 
Ìàøèíîçíàâñòâî. – 2002. – ¹ 9 (63). – Ñ. 8–13.  

 7. Ñêëåïóñ Ñ. Í. Èññëåäîâàíèå ïîëçó÷åñòè ãèáêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê èç ìàòåðèàëîâ 
ñ ðàçëè÷íûìè ñâîéñòâàìè ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè // Â³ñí. ÍÒÓ «ÕÏ²». – 
2005. – 22. – Ñ. 29–36.  

 8. Ñêðåáöîâà Ò. Ê., Ôåäîðîâ Â. À. Ïîëçó÷åñòü è õðóïêîå ðàçðóøåíèå ãèáêîé êðóã-
ëîé ïëàñòèíêè // Äèíàìèêà è ïðî÷íîñòü ìàøèí. – 1984. – Âûï. 39. – Ñ. 24–28.  

 9. Ñîñíèí Î. Â., Ãîðåâ Á. Â., Íèêèòåíêî À. Ô. Ýíåðãåòè÷åñêèé âàðèàíò òåîðèè 
ïîëçó÷åñòè. – Íîâîñèáèðñê: Èí-ò ãèäðîäèíàìèêè ÀÍ ÑÑÑÐ, 1986. – 96 ñ.  

 10. Òåðåãóëîâ È. Ã. Èçãèá è óñòîé÷èâîñòü òîíêèõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê ïðè ïîëçó÷åñ-
òè. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1969. – 206 ñ.  

 11. Altenbach H., Morachkovsky O., Naumenko K., Sychov A. Zum Kriechen dunner 
Rotationsschalen unter Einbeziehung geometrisher Nichtlinearitat sowie der 
Asymmetrie der Werkstoffeigenschaften // Forschung im Ingenieurwesen. – 1996. 
– 62, No. 3. – S. 47–57. 

 12. Betten J., Sklepus S., Zolochevsky A. A creep damage model for initially isotropic 
materials with different properties in tension and compression // Eng. Fract. Mech. 
– 1998. – 59, No. 5. – Ð. 623–641.  

 



73 

 
ПОЛЗУЧЕСТЬ И ПОВРЕЖДАЕМОСТЬ ВСЛЕДСТВИЕ ПОЛЗУЧЕСТИ  
ГИБКИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК ИЗ МАТЕРИАЛОВ С ХАРАКТЕРИСТИКАМИ,  
ЗАВИСЯЩИМИ ОТ ВИДА НАГРУЖЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïîëçó÷åñòè è ïîâðåæäàåìîñòè âñëåäñòâèå ïîëçó÷åñòè ãåî-
ìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê èç ìàòåðèàëîâ ñ õàðàêòåðèñòèêàìè, 
êîòîðûå çàâèñÿò îò âèäà íàãðóæåíèÿ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ðåøåíèÿ, áàçèðóþùèé-
ñÿ íà ñîâìåñòíîì ïðèìåíåíèè ìåòîäîâ R-ôóíêöèé è Ðóíãå – Êóòòà – Ìåðñîíà. 
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ âëèÿíèÿ âèäà íàãðóæåíèÿ è ãåîìåòðè÷åñêîé 
ôîðìû íà ïîëçó÷åñòü è äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü ãèáêèõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê.  
 
CREEP AND DAMAGE DUE TO CREEP OF FLEXIBLE SHALLOW  
SHELLS FROM MATERIALS WITH CHARACTERISTICS  
DEPENDING ON TYPE OF LOADING 
 
A creep and damage due to creep problem for geometrically nonlinear shallow shells 
from materials with characteristics depending on type of loading is considered. The R-
function method and the Runge – Kutta – Merson method have been used for solution 
procedure. The influence of external load direction and geometric form of shell on creep 
behavior and long-time strength of flexible shallow shells has been investigated. 
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