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ÓÄÊ 539.3 
 
О. Ф. Кривий 
 
ТУНЕЛЬНІ ВКЛЮЧЕННЯ В КУСКОВО-ОДНОРІДНОМУ 
АНІЗОТРОПНОМУ ПРОСТОРІ 
 

Ó ïðîñòîð³ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é ïîáóäîâàíî ñèíãóëÿðí³ ³íòåãðàëüí³ ñï³ââ³ä-
íîøåííÿ, ùî çâ’ÿçóþòü ñòðèáêè òà ñóìè çì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó ïëîùèí³ 
ç’ºäíàííÿ äâîõ ð³çíèõ àí³çîòðîïíèõ ï³âïðîñòîð³â, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ó äâîâè-
ì³ðíîìó ñòàí³ áåç íàÿâíîñò³ ïëîùèí ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿. Â ðåçóëüòàò³ çàäà÷³ 
ïðî òóíåëüí³ àáñîëþòíî æîðñòê³ âêëþ÷åííÿ, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ â óìîâàõ ïîâ-
íîãî ç÷åïëåííÿ àáî ãëàäêîãî êîíòàêòó ç ð³çíèìè àí³çîòðîïíèìè ï³âïðîñòî-
ðàìè, çâåäåíî äî ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Îäåðæàíî ðîçâ’ÿ-
çîê âêàçàíèõ ñèñòåì ó ÿâíîìó âèãëÿä³, ùî äîçâîëèëî âèçíà÷èòè ïîëå íàïðó-
æåíü â îêîë³ âêëþ÷åíü. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü êóòà ïîâîðîòó âêëþ÷åíü â³ä 
ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ï³âïðîñòîð³â ó íàéá³ëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó àí³çî-
òðîï³¿. 

 
Ó ðîáîò³ [6] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî ì³æôàçí³ 

äåôåêòè òèïó òð³ùèí àáî âêëþ÷åíü â íåîäíîð³äí³é àí³çîòðîïí³é ïëîùèí³. Â 
ö³é ïðàö³ ìåòîäèêó ðîá³ò [4, 6] óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê êóñêîâî-îäíîð³äíîãî 
àí³çîòðîïíîãî ïðîñòîðó, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó äâîâèì³ðíîìó ñòàí³ òà ì³ñòèòü 
òóíåëüí³ ì³æôàçí³ äåôåêòè äîâ³ëüíî¿ ïðèðîäè. ßê ïðèêëàä îäåðæàíî â 
çàìêíóòîìó âèãëÿä³ ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ ïðî àáñîëþòíî æîðñòê³ âêëþ÷åííÿ â 
íàéá³ëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó àí³çîòðîï³¿. 

Ó ïëîñê³é ïîñòàíîâö³ â îñòàíí³é ÷àñ çàäà÷³ ïðî ì³æôàçí³ äåôåêòè ð³ç-
íèìè ìåòîäàìè ðîçãëÿäàëèñü áàãàòüìà àâòîðàìè (äèâ., íàïðèêëàä, [6, 10–13], 
àëå â íàéá³ëüø çàãàëüíîìó âèïàäêó (êîëè çàäà÷à íå ðîçïàäàºòüñÿ íà ïëîñ-
êó é àíòèïëîñêó) â³äîì³ ëèøå ÿê³ñí³ ðåçóëüòàòè çàäà÷³ ïðî òð³ùèíó [8, 9].  

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³ òà çâåäåííÿ ïðîáëåìè äî ìàòðè÷íî¿ çàäà÷³ Ð³-

ìàíà â ïðîñòîð³ 2( )S′   óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é ïîâ³ëüíîãî çðîñòàííÿ. Íå-
õàé ïðîñò³ð, ñêëàäåíèé ³ç äâîõ ð³çíèõ àí³çîòðîïíèõ ï³âïðîñòîð³â, íåïîâí³ñ-
òþ ç’ºäíàíèõ ó ïëîùèí³ 0X = , çíàõîäèòüñÿ â äâîâèì³ðíîìó ñòàí³, áåç íà-
ÿâíîñò³ ïëîùèí ïðóæíî¿ ñèìåòð³¿, òîáòî â óìîâàõ óçàãàëüíåíî¿ ïëîñêî¿ äå-
ôîðìàö³¿ [7]. Ó ïëîùèí³ 0X =  ì³ñòÿòüñÿ íàñêð³çí³, ë³í³éí³ â ðîçð³ç³, äåôåê-
òè çàãàëüíî¿ ïðèðîäè (òèïó òð³ùèí, â³äøàðîâàíèõ ³ íåâ³äøàðîâàíèõ âêëþ-
÷åíü), ÿê³ çàéìàþòü r  ñìóã:  

 ( , ) | ( , ),   ( , )j j j jy z y a b zΠ = ∈ = ∈ − ∞ ∞{ } , 

 1 1 ,       1, ,r ra b a b j r< < < < =  . 
Ïîçíà÷èìî  

 6
1( ) ,        ( ) ( ) ( ),      kk k k k

y y y y y± ± ± + −
== χ χ = ζ ± ζ ∈{ }  , (1) 

 6
1 1 3 4 2 6( 0, ),  ( 0, ),  ( 0, ),  ( 0, )k k v y v y v y v y±

=ζ = ± ± ± ∂ ±{ } { , 

 2 7 2 8( 0, ),  ( 0, )v y v y∂ ± ∂ ± } , 

 8
1( , ) ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  k k x y xy xz yzv x y u v w== = σ σ τ τ τv { } { } ,  

 1 2,          
x y
∂ ∂∂ ≡ ∂ ≡

∂ ∂
. 

Îçíà÷èìî 2( )pS′   ÿê ï³äïðîñò³ð óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é 2( , ) ( )g x y S′∈  , 

äëÿ ÿêèõ ( )xp c g≥ , äå ( )xc g  – ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñò³ çà çì³ííîþ x .  
Íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè òà óçàãàëüíåíîãî çàêîíó Ãóêà ñòîñîâíî 

âåêòîðà v  ó ï³äïðîñòîð³ 2( )pS′   ìîæíà îòðèìàòè êðàéîâó çàäà÷ó. Öÿ çàäà-
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÷à â çîáðàæåííÿõ Ôóð’º åêâ³âàëåíòíà òàêîìó ìàòðè÷íîìó ð³âíÿííþ:  

 8
0 1( , ) ( , ) ,       k kV+ + − − ± ±

∗ ∗ =α β − α β = =M V M V f V { } , (2) 

äå 

 3 3
0 0 0

,          0 0 0
0 0 0

i± ×
±∗

α β
= ± = − β α

α β

D O
M D

B D , 

 5
, 1 0 ,1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6       ,          ,  ,  ,  ,  0,  ,  ,  0kj j k

± ± − − − − − −
= ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= β = χ χ χ χ χ χB f{ } { } , 

 2
, 2( ) ( ),      ( , ) [ ] ( )k k k kF S V F v S± ± ± ±

∗ ±
′ ′χ β = χ ∈ α β = ∈ [ ] , 

 2 2( ) ( )  suppS g S g±
± ± ±
′ ′= ∈ = ×{ }    , 

2,F F  – îïåðàòîðè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º: â³äïîâ³äíî äâîâèì³ðíèé ³ çà çì³í-

íîþ y ; k j×O  – íóëü-ìàòðèöÿ ðîçì³ðíîñò³ k j× ; kj
±β  – çâåäåí³ êîåô³ö³ºíòè 

äåôîðìàö³¿ äëÿ àí³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà [7] â³äïîâ³äíî äëÿ ïðàâîãî, 0x > , 
³ ë³âîãî, 0x < , ï³âïðîñòîð³â. 

Íåõàé ( )mH   – ï³äïðîñò³ð ôóíêö³é ( ) ( )zf S′β ∈  , àíàë³òè÷íèõ çà ïàðà-

ìåòðîì z  ó êîæí³é òî÷ö³ êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè, çà âèíÿòêîì, ìîæëèâî, ë³-
í³¿ Im 0z = , ³ ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ïðè Im 0z > ε >  òà äåÿêîìó ö³ëîìó m  
óìîâó  

 ( ) (1 ) ,      m
zf A z Aε εβ ≤ + < ∞ . 

Ôóíêö³ÿ 2( , ) ( )f S′α β ∈   äîïóñêàº àíàë³òè÷íå ðîçâèíåííÿ çà α , ÿêùî 

³ñíóº ôóíêö³ÿ ( ) ( )z mf Hβ ∈   òàêà, ùî (çà çá³æí³ñòþ â ( )S  ) 

 
0

lim ( ) ( ) ( , )i if f f f f+ −
α + ε α − ε α αε→

β − β = − = α β( ) . 

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2( )m
′Ω  ï³äïðîñò³ð óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é 2( )f S′∈  , 

äëÿ ÿêèõ ôóíêö³¿, ùî çàäàþòü àíàë³òè÷íå ðîçâèíåííÿ çà çì³ííîþ α , íàëå-

æàòü ï³äïðîñòîðó ( )mH  . Íåõàé Ω 2
, ( )m±±

′   – ï³äïðîñò³ð ôóíêö³é f± ∈  

2( )m±
′∈ Ω  , äëÿ ÿêèõ ôóíêö³¿ ( ) ( )z mf H

±

± β ∈  , ùî âèçíà÷àþòü àíàë³òè÷íå 

çîáðàæåííÿ â³äïîâ³äíî ïðè Im 0z± < , ìàþòü âèãëÿä 

 
0

( ) ,      ( , ) ( ),     ( )
m

k
z m m k k

k

f P P z z S
±

±

=

′β = β = ζ β ζ ∈∑  , 

 0,      0mP m≡ < . (3) 

 Ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ òâåðäæåííÿ [3]. 

Òåîðåìà 1. Íåõàé 2( , ) ( )pg x y S′∈  , 2
1 2 0( , ) ( , )npg x y g x y= ∂ ∂ , 0g  – íåïå-

ðåðâíà ôóíêö³ÿ ïîâ³ëüíîãî çðîñòàííÿ, äëÿ ÿêî¿ ìàº ì³ñöå ðîçâèíåííÿ 
0

0 0( , ),  0,  (0, ) 0ng x g x y n g y∗ ∗= ≥ ≠ . Òîä³ 
0

2
1[ ] ( )p nf F g − −

′= ∈ Ω  . 

Òåîðåìà 2. Íåõàé 2 2 2
, ( ) ( ) ( )p pg S S S

± ±± ± ±
′ ′ ′∈ =    . Òîä³ [ ]f F g± ±= ∈  

Ω 2
, ( )m±±

′∈  , 1m p± ±= − .  

Ç óðàõóâàííÿì öèõ òåîðåì ð³âíÿííÿ (1) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êðàéîâó 

óìîâó ìàòðè÷íî¿ çàäà÷³ Ð³ìàíà â ïðîñòîð³ 2( )S′   çà ïàðàìåòðîì α  äëÿ âè-

çíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêö³é Ω8 2
1 ,0,  ( )k k kV V± ± ±

= ±
′= ∈V { }  . 
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2. Ïðî îäèí ñïîñ³á ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Ð³ìàíà çà îäí³ºþ 

çì³ííîþ ó ïðîñòîð³ 2( )S′  . Ó ñêàëÿðí³é ïîñòàíîâö³ êðàéîâà çàäà÷à Ð³ìàíà 

çà îäí³ºþ çì³ííîþ ó ïðîñòîð³ 2( )S′   ïîëÿãàº â íàñòóïíîìó: ïîòð³áíî çíàéòè 

äâ³ ôóíêö³¿ Ω 2
, ( )mf

±± ±
′∈   òàê³, ùî 

 2 2( , ) ( , ( , ) ) ( , ),     ( ),    ( ),   f f G q q S S+ −
′ψ = α β ψ + ψ ∈ ψ ∈ β ∈   , (4) 

,q G  – â³äîì³ ôóíêö³¿; 1 2( )ng F q S− ′= ∈[ ]  ; , 0G Gµ∈ Θ ≠ ; µΘ  – êëàñ ìóëü-

òèïë³êàòîð³â â 2( )S  , ãåëüäåðîâñêèõ çà ïàðàìåòðîì α . Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà-
÷³ (4) ïðîâåäåìî ç âèêîðèñòàííÿì íàñòóïíèõ òâåðäæåíü. 

Òåîðåìà 3. ßêùî 2( , ) ( )pf ′α β ∈ Ω  , òî ìàº ì³ñöå ðîçâèíåííÿ 

 Ω 2
,,          ( )pf f f f+ − ± ±

′= − ∈  , (5) 

äå f±  âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî ôóíêö³é ( , )pP α β  ³ç ð³âíîñò³ (3). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïðàâäæóºòüñÿ ðîçâèíåííÿ [5]  

 1 2 2
1 , 1,      ( ),     ( )p pg g g g F f S g S−

+ − + ± ± +
′ ′= − = ∈ ∈ [ ] , (6) 

äå g±  âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî îäí³º¿ ³ ò³º¿ æ ôóíêö³¿ âèãëÿäó 

 
1

( ) 0 0
1

0

( , ) ( ) ( ),      ( ),    0,     0
p

k
p k k

k

x y x y S
−

−
=

′η = δ ζ ζ ∈ η ≡ <∑    , (7) 

à δ  – ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. Çàñòîñóâàâøè äî (6) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, ç óðàõó-
âàííÿì òåîðåìè 1 îòðèìàºìî (5). Ôóíêö³¿ f±  âèçíà÷àþòüñÿ ç òî÷í³ñòþ äî 

ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ôóíêö³¿ (7). Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Òåîðåìà 4. Íåõàé Ω 2

,( , ) ( )mf
±± ±

′α β ∈  . Òîä³, ÿêùî  

 2( , ) ( , ),         ( )f f S+ −ψ = ψ ψ ∈  , (8) 

òî ( , )pf f P+ −= = α β , min ,p m m+ −≤ { } , ( , )pP α β  – ôóíêö³ÿ âèãëÿäó (3). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çàñòîñóâàâøè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º äî ð³â-
íîñò³ (8), íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 2 îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 2 2( ,  ( , )) ( ,  ( , )),   ( ),   ( )g x y g x y g F f S S−
+ − ± ± ±

′ϕ = ϕ = ∈ ϕ ∈ [ ] . (9) 

Ð³âí³ñòü (9) áóäå âèêîíóâàòèñü, ÿêùî ôóíêö³¿ g±  çîñåðåäæåíí³ íà ïåðå-

òèí³ íîñ³¿â ôóíêö³é ³ç ï³äïðîñòîð³â 2( )S+
′   ³ 2( )S−

′  , òîáòî íà ë³í³¿ 0x = . 

Îòæå, ïðè äåÿêîìó ö³ëîìó p  ìàþòü ì³ñöå ð³âíîñò³ 1pg g+ − −= = η . Ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð’º îñòàíí³õ ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî 1p pP F −= η[ ] , äàº íåîáõ³äíå 

ñï³ââ³äíîøåííÿ. Îñê³ëüêè Ω 2
, ( )mf

±± ±
′∈  , òî p  íå ïîâèííî ïåðåâèùóâàòè 

min ,m m+ −{ } . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Íåõàé Ind G kα = < ∞ , òîä³ çã³äíî ç [2] ìàº ì³ñöå ðîçâèíåííÿ 

 
0

( , ) ,      ( , ) lim ( , )
k

z i

XiG X X z
i X

+
± →α ±−

α − α β = α β = β α + 
, (10) 

 
( ) 1( , ) ,          ( ) ln ( , )

2

k
K z i dX z e K z G

i i z
β

+∞ −

β
−∞

τ − τ  β = = τ β  π τ + τ −  ∫ , 

X± µ∈ Θ  – êðàéîâ³ çíà÷åííÿ îáìåæåíèõ íà íåñê³í÷åííîñò³, àíàë³òè÷íèõ çà 
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çì³ííîþ α  â³äïîâ³äíî ó âåðõí³é ³ íèæí³é ï³âïëîùèí³ ôóíêö³é. Ðîçâèíåííÿ 

(10), òåîðåìè 2, 3, à òàêîæ òå, ùî ( )ki µα + ∈ Θ , äîçâîëÿþòü óìîâó (4) ïîäà-

òè ÿê 

 0 0 0 1 2( , ) ( , ),     ( , )( ) ,    ( )k
kf f f f i X q S− ±

+ − ± ± ±ψ = ψ = α β α ± − ψ ∈  , (11) 

 Ω1 2
, 1( ) ,          ( )k

k k k k n kq i qX q q q− + − ±
+ ± + −

′= α + = − ∈  . 

Íàëåæí³ñòü 0f ±  â³äïîâ³äíî äî ï³äïðîñòîð³â Ω 2( )±
′   î÷åâèäíà. Íåõàé 0k ≥ , 

òîä³, ÿêùî 1m n≥ −  (äå min ,m m m+ −= { } ), òî Ω0 2
, ( )m kf± ± +

′∈   ³, îòæå, 

çã³äíî ç òåîðåìîþ 4 ìàºìî, ùî 0 ( , )m kf P± += α β , äå m kP +  – ôóíêö³ÿ âèãëÿäó 

(3). Ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (4) ïðè öüîìó áóäå  

 Ω 2
,( , ) ( ) ( ) ( )k

m k k mf i X P q− ±
± ± + ±

′α β = α ± + ∈  . (12) 

ßêùî 1m n< − , òî çã³äíî ç òåîðåìàìè 1 ³ 3 äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó 

çàäà÷³ (4) â ï³äïðîñòîðàõ Ω 2
, ( )m±

′   íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá ôóíêö³ÿ 

0g  ç âèðàçó 2
1 2 0

nk n
kg g+= ∂ ∂  (òóò 1

k kg F q−= [ ] ) äîïóñêàëà ðîçâèíåííÿ 

 2
0 ( , ) ( , ),    (0, ) 0,   1,   ( )ng x y x g x y g y n n m g S∗

∗ ∗ ∗ ∗= ≠ = − − ∈  . (13) 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4) ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè (12).  
Îòæå, äîâåäåíî òàêå òâåðäæåííÿ. 

Òåîðåìà 5. Íåõàé Ind ( , ) 0G kα α β = ≥ , 1 2( )ng F q S− ′= ∈ [ ] . Òîä³, ÿêùî 

1m n≥ −  (äå min ,m m m+ −= { } ), òî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4) ³ñíóº â 

ï³äïðîñòîðàõ 2
, ( )m±

′Ω   ³ ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè (12). ßêùî 1m n< − , òî 

äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â (12) â 2
, ( )m±

′Ω   íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âè-

êîíóâàëàñü óìîâà (13).  

Íà îñíîâ³ òåîðåì 3, 4, 2 àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ. 

Òåîðåìà 6. Íåõàé Ind ( , ) 0G kα α β = < . Òîä³, ÿêùî 1m n k≥ − −  (äå m =  

min ,m m+ −= { } ), òî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (4) ³ñíóº â ï³äïðîñòîðàõ 
2

, ( )m±
′Ω   ³ ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè (12). ßêùî 1m n k< − − , òî äëÿ ³ñíó-

âàííÿ ðîçâ’ÿçê³â (12) â 2
, ( )m±

′Ω   íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâà-

ëàñü óìîâà (13), ó ÿê³é 1.n n k m∗ = − − −  

Íàñë³äîê. Íåõàé 1m n= − . Òîä³, ÿêùî 0k ≥ , çàäà÷à (1) ìàº ðîçâ’ÿçêè 

â ï³äïðîñòîðàõ Ω 2
, ( )m±

′  , à ÿêùî 0k < , òî çàäà÷à (1) ìàº ðîçâ’ÿçêè â 

Ω 2
, ( )m±

′   ïðè âèêîíàíí³ óìîâè (13), ó ÿê³é n k∗ = − . Çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê 

çàäà÷³ (4) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëàìè (12) ³ çàëåæèòü â³ä m k+  ( 0m k+ > ) 

äîâ³ëüíèõ ôóíêö³é ³ç ïðîñòîðó ( )S′  . 

3. Ðîçâ’ÿçàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òà ïîáóäîâà ³íòåãðàëüíèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü ïåðåéòè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ìàòðè÷-
íî¿ çàäà÷³ (2). Ðîçãëÿäàþ÷è ïåðø³ òðè ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (2) ÿê çàäà÷³ ïðî 

ñòðèáîê â 2( )S′   ³ âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè 2, 3, íåâàæêî îòðèìàòè ïî-
äàííÿ  

 2 1 1 2
3 0,( ),       1,2k k k k

k kV i i V k± − − − − ± ±= α β α β + χ = , 

 1
5 4 0,3 0, , ,( ),       2 ( )k k kV i i V± − ± ± ± + −

∗ ∗= β α + χ χ β = χ ± χ . (14) 
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Ç óðàõóâàííÿì (14) ð³âíÿííÿ (2) íàáóäå âèãëÿäó  

 4 3 3 4 3 3 1

3 2 4 3 2 4 2

P P V P P V G

P P V P P V G

+ + + − − −

+ + + − − −
−α −α

= − +
−α −α

, (15) 

äå 

 
6

2 2
0, 2 44 45 55

1

,     ( ),      2k k k k kn k
n

G G G G i P+ − ± ± ± ± ± ± ±

=

= + = χ β = β β − β αβ + β α∑  , 

 3 2 2 3
3 14 15 34 24 35 25( ) ( ) ,P± ± ± ± ± ± ±= β β − β + β αβ + β + β α β − β α  

 4 3 2 2 3 4
4 11 13 33 12 23 222 ( 2 ) 2P± ± ± ± ± ± ±= β β − β αβ + β + β α β − β α β + β α , 

 2 2
16 24 25 23 5 14 150,         ,         ,       g± ± ± ± ± ± ±= = = = α = − αβ = α β      , 

 16 11 1 12 2 21 1 22 2,      ,       ,        ,       g g± ± ± ± ± ± ± ± ±= αβ = β = α = β = α       , 

 13 5 4 5,           k k kg± ± ± ± ±= α = β β − β α  ,  

 2 2
1 3 2 ,    1, ,5k k k k k± ± ± ±= β β − β αβ + β α =  . 

Ìàòðè÷íå ð³âíÿííÿ (15) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ),      1,2k k k+ −Φ α = Φ α = . 

 5 3 4 4( ) ( ( , ) ( , ) )k k k kP V P V G± ± ± ± ± ±
− −Φ α = ± α β − α α β − . 

Îñê³ëüêè Ω 2
,0 ( )kV±

±
′∈  , òî ôóíêö³¿ ( )k z±Φ (Re )z = α  àíàë³òè÷í³ â³äïî-

â³äíî ó âåðõí³é (Im 0)z >  ³ íèæí³é (Im 0)z <  ï³âïëîùèíàõ. Êð³ì òîãî, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 2, îòðèìàºìî, ùî 
z
lim ( ) 0,  1,2k z k±

→∞
Φ = = . Ö³ âëàñòèâîñò³ 

òà òåîðåìà 4 äîçâîëÿþòü çàïèñàòè ð³âí³ñòü ( ) 0,  1,2k k±Φ α = = . Çâ³äñè ç óðà-

õóâàííÿì ôîðìóë (14) íåâàæêî îòðèìàòè âèðàçè äëÿ òðàíñôîðìàíò ðîçøó-
êóâàíèõ ôóíêö³é: 

 ,        ( ) ,        6,7,8k k k k kV V V V i V k+ −= + = − β = , 

 
6

1
6 , 0,

1

( ) ,      1, ,8k k j j
j

V i P r k± ± − ± ±

=

= χ =∑  , (16) 

äå 

 , ,

1, 1,2,3,
,       1, ,5,     1, ,6,    

2, 4,5,k j j j l

k
r h k j l

k
± ± ± == λ = = =  =

   

 1
6, ,1 1 ,2 1 7, ,1 2 ,2 2( ),          j j j j j jr g r g± − ± ± ± ± ± ± ± ± ±= βα λ − λ = λ − λ  , 

 2
8, ,1 5 ,2 5 6,2 4 6 3 2 4,       ,       ( )j j jr g P P P P P± ± ± ± ± ± ± ± ± ± ±= λ − λ λ = − = − , 

 1 1
1,1 1 3 1 2 2,1 2 3 2 2( ),       ( )g P P g P P± − ± ± ± ± ± − ± ± ± ±λ = α − λ = β −  , 

 1
3,1 5 3 5 2 4,1 2 5,1 2( ),        ,       g P P P P± − ± ± ± ± ± ± ± ±λ = β − λ = β λ = − α , 

 1
6,1 3 1,2 1 4 1 3,          ( )P g P P± ± ± − ± ± ± ±λ = − λ = α −  . 

Çàñòîñóâàâøè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º äî ð³âíîñòåé (16), îäåðæè-
ìî âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà v : 
 2 ,       6,7,8k kv v k= ∂ = , 

 
6 3

, ,

1 1

( )1 ( )Im k p n
k p

p n n

x R
v t

z x y t

+∞
+

+
= =−∞

θ = − ζ +π  + −
∑ ∑∫  

 
3

, ,

1

( )
( )Im ,       1, ,8k p n

p
n n

x R
t dt k

z x y t

−
−

−
=

θ − + ζ = 
+ − 

∑  , (17) 
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äå 

 
3

,
, ,

10

( ,1)
,        ( ) ( ),    

( ) ( )

k p n
k p n n n n

n n n n

r z
R q z z z n

q z q z

± ±
± ± ± ± ±

± ± ± ± ±
=

= = − ≠
β

∏ 


 , 

 
3

2
6 0 22 55 25

1

( ) ( ),     ( ,1) 0,     ( )n n n nq z z z P z± ± ± ± ± ± ± ± ± ±

=

= − ≡ β = β β − β∏ 


, 

( )xθ  – ôóíêö³ÿ Ãåâ³ñàéäà.  
Ðîçâ’ÿçîê (17) äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè çâ’ÿçîê ì³æ ñóìàìè òà ñòðèá-

êàìè (1) ó ïëîùèí³ ç’ºäíàííÿ ï³âïðîñòîð³â: 

 ( ) ( ) [ ]Ry y+ − −= + ΓC S   , (18) 

 6 1
, 1

( )1[ ] ,        Re ( ) ( )R kj k j
R

t
dt c i i

t y
−

= + − − +
χΓ χ ≡ = = − + +

π −∫ C A B A B{ } { } , 

 6 1
, 1 Im ( ) ( )kj k js A iB A iB−

= + − − += = + +S { } { } , 

 6 1
, 1 62 Re( )kj k ja± − + −

± == = ± +A N N E{ } ,  

 6 1 6
, 1 , 12 Im( ),      kj k j kj k jb N± − + − ± ±

± = == = ± =B N N N{ } { } , 

 , , ,
1 1 2 3 3 4,         ,         j j j j j jN N N N N N± ± ∗ ± ± ∗ ± ± ∗= = = , 

 
3

, ,
2,

1

,       3, ,6,         kj k j kj k,j,n
n

N N k N R± ± ∗ ± ∗ ±
+

=

= = = ∑ , 

6E  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ øîñòîãî ïîðÿäêó. 
Ð³âí³ñòü (18) óçàãàëüíþº ñï³ââ³äíîøåííÿ, îòðèìàí³ â ðîáîò³ [6] äëÿ âè-

ïàäêó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ àáî ïëîñêîãî ïðóæíîãî ñòàíó, ³ äàº ìîæëèâ³ñòü 
çâîäèòè äî ñèñòåì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ð³çí³ çàäà÷³ äëÿ êóñ-
êîâî-îäíîð³äíîãî àí³çîòðîïíîãî ïðîñòîðó, ùî çíàõîäèòüñÿ â óìîâàõ óçà-
ãàëüíåíî¿ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ òà ïîñëàáëåíîãî òóíåëüíèìè äåôåêòàìè (òð³-
ùèíàìè, âêëþ÷åííÿìè) â ïëîùèí³ ç’ºäíàííÿ ìàòåð³àë³â.  

4. Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðî âêëþ÷åííÿ. Íåõàé, íàïðèêëàä, r  æîðñòêèõ 
òóíåëüíèõ âêëþ÷åíü çì³ííî¿ òîâùèíè çàéìàþòü ñìóãè ,   1, ,j j rΠ =  . Äî 

j -ãî âêëþ÷åííÿ ïðèêëàäåíå äîâ³ëüíå íàâàíòàæåííÿ, ÿêå çâîäèòüñÿ äî ð³â-

íîä³éíî¿ 1 2( , , 0)j j jQ Q=Q , çàáåçïå÷óº óçàãàëüíåíó ïëîñêó äåôîðìàö³þ [7] ³ 

ñòâîðþº öåíòðàëüíèé ìîìåíò jM . Ðîçì³ùåííÿ ãðàíåé âêëþ÷åííÿ ï³ñëÿ äå-

ôîðìàö³¿ îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ÿìè 

 0 0( ) ( ) 2 ( ) ( ) ,          ( )j j j j j j jy y g y g y y y± + −ξ = ξ + ± ξ = ε + δ( ) , 

 ± + +
∗ ∗= ξ ± ξ ∈2 ( ) ,          j j j jg y y  , 

( )j y±
∗ξ  çàäàþòü ôîðìó j -ãî âêëþ÷åííÿ â³äïîâ³äíî ïðè 0x = ± . Âðàõîâóþ÷è 

óìîâè 0 0
1

( ) 0,  , ,  1, ,6
r

k j
j

y y k−

=
χ = ∉ = =    , ùî â³äîáðàæàþòü ôàêò ç’ºä-

íàííÿ ï³âïðîñòîð³â ïîçà âêëþ÷åííÿìè, ïîñòàâëåíà çàäà÷à çà äîïîìîãîþ 
ñï³ââ³äíîøåíü (18) ìîæå áóòè çâåäåíà äî òàêîãî ìàòðè÷íîãî Ñ²Ð n -ãî ïî-
ðÿäêó ( 6)n ≤  íà 0 : 

 ∗ ∗ = =+ Γ = ∈ = η =
0 0 1 1( ) [ ] ( ),    ,    ( ) ,    ( )n n

k k k ky y y y q yC S q q    { } { } . (19)  

Ñèñòåìó (19) ñë³ä äîïîâíèòè n r×  óìîâàìè ³ç òàêèõ 6 r×  ñï³ââ³äíîøåíü: 

 − −χ ≡ χ = =
π ∫ 1[ ( )] ( ) ,          1, ,

j

j k k kjI y t dt Q j r


, (20) 
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ïðè÷îìó 0,   3, ,6kjQ k= =  . Óìîâè (20) ïðè 1,2,3k =  â³äîáðàæàþòü óìîâè 

ð³âíîâàãè j -ãî âêëþ÷åííÿ, à ïðè 4,5,6k =  – óìîâè çàìêíóòîñò³ j -¿ òð³ùè-

íè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ êóò³â ïîâîðîòó âêëþ÷åíü , 1, ,j j rδ =  , âèêî-

ðèñòîâóþòü óìîâè ìîìåíòíî¿ ð³âíîâàãè 

 1[ ( )] ,          1, ,j jI y y M j r−χ = =  . (21) 

Ðîçì³ðí³ñòü n  ìàòðèöü ,  ∗ ∗C S  òà âåêòîð-ôóíêö³é ( )y  ³ ( )yq  çàëå-
æèòü â³ä òèïó êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ âêëþ÷åíü ³ç ñåðåäîâèùåì. 

Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ âèäè êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ àáñîëþòíî æîðñòêèõ âêëþ-
÷åíü ³ç ñåðåäîâèùåì. 

Çàäà÷à À. Âêëþ÷åííÿ ç÷åïëåí³ êîæíîþ ãðàííþ ç ï³âïðîñòîðàìè. Âðà-
õîâóþ÷è óìîâè  

 4 4 0( ) 2 ( ) 2 ,    ( ) 2 ( ),    y g y y g y y+ −
+ −
′ ′χ = + δ χ = ∈  , (22) 

 ( ), ( ), ,    ,    1, ,j j j
dg y g y y j r
dy

±
±

 ′ δ = δ ∈ = 
 

{ } , 

à òàêîæ ð³âíîñò³ 0( ) 0, 5,6,  k y k y±χ = = ∈  , òà ñêîðèñòàâøèñü îñòàíí³ìè 

òðüîìà ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (18), îäåðæèìî ñèñòåìó òðüîõ ð³âíÿíü ( 3)n =  (19), 
ó ÿê³é  

 3 3
1 1 4,5,6, 4,5,6,

1,2,3 1,2,3

( ) ,     ,   k k k k kj k kj k
j j

y c s−
= = ∗ = ∗ =

= =
= η = χ = =C S{ } { } { } { } , 

 
0 41, 4 3 ,4 4 3 ,4( ) [ ]k k k kq y c s+ − −

+ += δ χ − χ − Γ χ . (23) 

Ñèñòåìó (19) ñë³ä äîïîâíèòè óìîâàìè (21) ³ (20) ïðè 1,2,3.k =  

Çàäà÷à Á. Âêëþ÷åííÿ çíàõîäÿòüñÿ â óìîâàõ ãëàäêîãî êîíòàêòó ç ï³â-

ïðîñòîðàìè. Âðàõîâóþ÷è (22), óìîâè 0( ) 0,  2,3,  k y k y±χ = = ∈  , òà ñêîðèñ-

òàâøèñü äðóãèì, òðåò³ì òà ÷åòâåðòèì ³ç ñï³ââ³äíîøåíü (18), îäåðæèìî ñèñ-
òåìó òðüîõ ð³âíÿíü ( 3)n =  (19), ó ÿê³é  

 3
1 1,5,6 2,3,4, 2,3,4,

1,5,6  1,5,6

( ) ,      ,     k k k k kj k kj k
j j

y c s−
= = ∗ = ∗ =

= =
= η = χ = =C S{ } { } { } { } , 

 
0 43, 4 1 ,4 4 1 ,4( ) [ ]k k k kq y c s+ − −

+ += δ χ − χ − Γ χ . (24) 

Çàñòîñóâàâøè äî ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (19) ìåòîä, çàïðîïîíîâàíèé â [6], 
íåâàæêî îòðèìàòè òàê³ âèðàçè äëÿ øóêàíèõ ôóíêö³é:  

 
0

3 1
1,     ,      ( ) ( [ ]) r

j j j j j j r j r j jt t y g g−
== = = ω γ λ ω − Γ ω + ϑT t t { } ( ) , (25) 

äå 

 
1

2
1

1( ) ( ) ( ) ,      
1

j j
r

j k k j
k j

y b y y a
µ −µ

=

ω = − − γ =
µ +

∏ , 

 
1

0 3
1

0

( ) ,      ( )
r

r k
j jk j j

k

y c y g y
−

=
=

ϑ = = =∑ g Hq{ } , 

 3 1 1
, 1

11,     ln
2 1

j
kj k j j

j
h

i
− −

= ∗

λ +
= = µ =

π λ −
H T S{ } , 

3
, 1,  ,  1,2, 3kj k j jt j== λ =T { } , – â³äïîâ³äíî ïåðåòâîðþþ÷à ìàòðèöÿ ³ âëàñí³ 

÷èñëà  ìàòðèö³ 1−
∗ ∗S C . Ñòàë³ 0

jkc  âèçíà÷àºìî ç óìîâ (20).  

Ïîêàçíèêè îñîáëèâîñòåé ðîçâ’ÿçê³â ó âåðøèíàõ âêëþ÷åíü ìàþòü òàêèé 
âèãëÿä 
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äëÿ çàäà÷³ À: 

 0
1 2,3 1 1 0 2 0

0

11 1 1, , ln , Im ,  0 1
2 2 2 1

      i
+ α

µ = µ = ± α α = α = λ < α <
π − α

; (26) 

äëÿ çàäà÷³ Á: 

 1 2 0 3 0 0 2 2
1 1, , 1 , arc ctg , Im 0
2

        µ = µ = µ µ = − µ µ = λ λ =
π

. (27) 

Îäåðæàíèé ðîçâ’ÿçîê (25) ³ ïîêàçíèêè (26), (27) óçãîäæóþòüñÿ ç ðå-
çóëüòàòàìè ðîáîòè [6], îòðèìàíèìè äëÿ ïëîñêîãî âèïàäêó.  

Ðîçãëÿíåìî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷. Íåõàé äî îäíîãî, 

ë³í³éíîãî â ðîçð³ç³, âêëþ÷åííÿ: 0 11,  ( , ),  ( ) 0r a a y±
∗= = − ξ = , ïðèêëàäåí³ íà-

âàíòàæåííÿ ç ð³âíîä³éíîþ 1 2( ,  ,  0)Q Q=Q  ³ öåíòðàëüíèì ìîìåíòîì 1M .  
Ðîçâ’ÿçîê (25) ó öüîìó âèïàäêó äëÿ çàäà÷³ À íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó:  

 00
1 1 2 12 2 0

2
( ) cos ln sin lnj

j j j
a y a y

y
a y a ya y

ωγ + +    η = + ω α + ω α    γ − −    −
, 

äå 

 
3

1 2 3 01 1 1 1
1

1( ) ( ) ,     kj k j k j k j j j n n
n

y y a t s t∗ ∗

=

ω = δ ξ + ξ + ξ ξ =
π ∑ , 

 
2 3

1
03 1 02 11 1 2 2

1 1

,       0,       2 Re ( )
2
j

j n n j j n j n
n n

t
Q t s t t∗ ∗ ∗

= =

ξ = ξ = ξ =∑ ∑ , 

 
3 2

12 1 1 2 2 13 2 2
1 1

2 Im ( ),         Re ( )j n j n j n j n
n n

s t t Q t t∗ ∗ ∗

= =

ξ = α ξ =∑ ∑ , 

 
2

1
21 12 1 22 1 11 23 2 2

1

,    ,    Im ( )j j j j j n j n
n

Q t t− ∗

=

ξ = − ξ α ξ = α ξ ξ = −∑ , 

 3 1 3 1
, 1 , 1 0 2

0

1,        ,        
1

kj k j kj k js t∗ − ∗ −
= ∗ == = γ =

− α
S T{ } { } .  

Ïîâîðîò âêëþ÷åííÿ δ  íàâêîëî îñ³ OZ  ïîäàºòüñÿ ôîðìóëîþ 

 1 1 231
2 2

011 1 211

2

( (1 4 ) )

M a

a

− α ξ
δ =

π ξ − + α ξ
. 

Äëÿ çàäà÷³ Á ñòðèáêè íàïðóæåíü (25) ó öüîìó âèïàäêó íàáóäóòü òàêîãî 
âèãëÿäó:  
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Ïîâîðîò âêëþ÷åííÿ δ  âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 
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5. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà ¿õ àíàë³ç. Äîñë³äæåíî ïîâåä³íêó êóòà ïîâî-

ðîòó δ  âêëþ÷åííÿ ïðè ñèìåòðè÷íîìó çàâàíòàæåíí³: 41
2 110 ,  0,  0

Q
Q M

a
= = = . 

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñü äëÿ êîìá³íàö³é àí³çîòðîïíèõ ìàòåð³àë³â  
– ìîíîêë³ííî¿ ñèñòåìè [1] (13 íåçàëåæíèõ ïðóæíèõ ñòàëèõ):  

åò³ëåíä³àì³òàðòðàò (ÅÄÒ) (ìàòåð³àë m1), òðèãë³öèíñóëüôàò (ìàòåð³àë m2); 

– îðòîðîìá³÷íî¿ ñèñòåìè [7] (9 íåçàëåæíèõ ïðóæíèõ ñòàëèõ):  

ñêëîïëàñòèê îðòîãîíàëüíî îðìîâàíèé 2:1 (ìàòåð³àë m3), ñêëîïëàñòèê 
ÀÑÒÒ-Ñ2-0 (ìàòåð³àë m4). 

Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî çíà÷åííÿ δ  äëÿ ïðîñòîðó, ñêëàäåíîãî ³ç ìàòåð³àëó 
m1 ( 0)x <  ³ ìàòåð³àëó m1 ( 0)x >  ç îðòîãîíàëüíî ïåðåòâîðåíèìè íà êóò ϕ  

(0 )≤ ϕ ≤ π  ãîëîâíèìè îñÿìè àí³çîòðîï³¿. Íà ðèñ. 2 çíà÷åííÿ δ  íàâåäåíî äëÿ 

ïðîñòîðó, ñêëàäåíîãî ³ç ìàòåð³àëó m2 ( 0)x <  ç ïîâåðíóòèìè íà êóò 
3
π  ãî-

ëîâíèìè îñÿìè àí³çîòðîï³¿ ³ ìàòåð³àëó m1 ( 0)x >  ç îðòîãîíàëüíî ïåðåòâî-
ðåíèìè íà êóò ϕ  (0 )≤ ϕ ≤ π  ãîëîâíèìè îñÿìè àí³çîòðîï³¿. Íà ðèñ. 3 çíà÷åí-

íÿ δ  íàâåäåíî äëÿ ïðîñòîðó, ñêëàäåíîãî ³ç ìàòåð³àëó m4 ( 0)x <  ³ ìàòåð³à-
ëó m1 ( 0)x >  ç îðòîãîíàëüíî ïåðåòâîðåíèìè íà êóò ϕ  (0 )≤ ϕ ≤ π  ãîëîâíè-

ìè îñÿìè àí³çîòðîï³¿. Íà ðèñ. 4 çíà÷åííÿ δ  íàâåäåíî äëÿ ïðîñòîðó, ñêëàäå-
íîãî ³ç ìàòåð³àëó m4 ( 0)x <  ³ ìàòåð³àëó m3 ( 0)x >  ç îðòîãîíàëüíî ïåðå-
òâîðåíèìè íà êóò ϕ  (0 )≤ ϕ ≤ π  ãîëîâíèìè îñÿìè àí³çîòðîï³¿. Íà âñ³õ ðèñóí-
êàõ êðèâ³ ç ³íäåêñîì a  â³äíîñÿòüñÿ äî çàäà÷³ À, ç ³íäåêñîì á – äî çàäà÷³ Á. 
Ïîâîðîò ãîëîâíèõ îñåé àí³çîòðîï³¿ íà êóò ϕ  äëÿ âåðõíüîãî ï³âïðîñòîðó 

( 0)x >  (äëÿ êîæíî¿ êîìá³íàö³¿ ìàòåð³àë³â) çä³éñíþâàâñÿ îäíî÷àñíî íàâêîëî 
îñåé ,Ox Oy  (êðèâ³ 2à, 2á) òà îäíî÷àñíî íàâêîëî âñ³õ îñåé (êðèâ³ 3à, 3á). 

Äëÿ ïåðøèõ òðüîõ êîìá³íàö³é (ðèñ. 1–3) äëÿ âåðõíüîãî ï³âïðîñòîðó ( 0)x >  
ïîâîðîò ãîëîâíèõ îñåé àí³çîòðîï³¿ íà êóò ϕ  çä³éñíþâàâñÿ òàêîæ íàâêîëî 

îñ³ Ox  (êðèâ³ 1à, 1á), äëÿ ÷åòâåðòî¿ (ðèñ. 4) – íàâêîëî îñ³ Oz  (êðèâ³ 4à, 4á).  

-3

-2

-1

0

1

2

0               π/2              π             3π/2               ϕ

δ ⋅ 102

1a

2a3a

1á

2á

3á

 
-3

-2

-1

0

1

2

3

0               π/2              π             3π/2               ϕ

δ ⋅ 102

1a

2a

3a

1á

2á

3á

 
 Рис. 1 Рис. 2 

-6

-4

-2

0

2

4

6

0               π/2              π             3π/2               ϕ

δ ⋅ 102

1a

2a

3a

1á

2á

3á

 

-4

-2

0

2

4

0               π/2              π             3π/2               ϕ

δ ⋅ 102

4a

2a

3a

4á 2á

3á

 
 Рис. 3 Рис. 4 



64 

Ïåðåòâîðåííÿ ãîëîâíèõ îñåé ïðèâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ ê³ëüêîñò³ íåíó-
ëüîâèõ ïðóæíèõ ñòàëèõ (äëÿ ìàòåð³àë³â ìîíîêë³ííî¿ ñèñòåìè ¿õ ê³ëüê³ñòü 
ñòàíîâèòü 21) ³, ÿê ñâ³ä÷àòü ãðàô³êè, ñóòòºâî âïëèâàº íà çíà÷åííÿ êóòà 
ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ δ . Íà öå çíà÷åííÿ òàêîæ ñóòòºâî âïëèâàº òèï êîí-
òàêòíî¿ âçàºìîä³¿ âêëþ÷åííÿ ç ï³âïðîñòîðàìè. Äëÿ âñ³õ êîìá³íàö³é ìàòåð³à-
ë³â δ  çàçíàº á³ëüøèõ çì³í ïðè çì³í³ ϕ äëÿ âêëþ÷åíü, ùî çíàõîäÿòüñÿ â 
óìîâàõ ãëàäêîãî êîíòàêòó (êðèâ³ ç ³íäåêñîì á), ïðè öüîìó íàéá³ëüøèìè º 
çíà÷åííÿ δ  äëÿ êîìá³íàö³é, ùî ì³ñòÿòü ìàòåð³àëè ìîíîêë³ííî¿ ñèñòåìè ïðè 
îäíî÷àñíîìó ïîâîðîò³ âñ³õ îñåé (êðèâ³ 1á). Ìàêñèìóìè δ  äîñÿãàþòüñÿ äëÿ 

êóò³â 
4
πϕ ≈  ³ 3

4
πϕ ≈  äëÿ âñ³õ êîìá³íàö³é ìàòåð³àë³â, à íàéá³ëüøèìè º ìàê-

ñèìóìè äëÿ êîìá³íàö³é ìàòåð³àë³â ð³çíèõ ñèñòåì ñèìåòð³¿ (ðèñ. 3). Ñë³ä â³ä-
ì³òèòè, ùî ò³ëüêè äëÿ êîìá³íàö³é ìàòåð³àë³â îðòîðîìá³÷íî¿ ñèñòåìè (ðèñ. 4) 
ïðè áóäü-ÿêèõ ïåðåòâîðåííÿõ ñèñòåì êîîðäèíàò ãðàô³êè ìàþòü ñï³ëüíó ë³-

í³þ ñèìåòð³¿ 
2
πϕ = , êð³ì òîãî, â öüîìó âèïàäêó ïðè ïîâîðîò³ ãîëîâíèõ îñåé 

àí³çîòðîï³¿ íàâêîëî îñ³ Ox  àáî Oy  äëÿ çàäà÷ À ³ Á ïîâîðîòó âêëþ÷åííÿ íå 

â³äáóâàºòüñÿ: 0δ = .  
6. Âèñíîâêè. Íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî óðàõóâàííÿ àíòè-

ïëîñêî¿ ñêëàäîâî¿ ó äâîâèì³ðíèõ çàäà÷àõ àí³çîòðîïíî¿ ïðóæíîñò³ ñóòòºâî 
âïëèâàº íà çíà÷åííÿ êóòà ïîâîðîòó δ . Öåé âïëèâ îñîáëèâî ïîì³òíèé äëÿ 
ìàòåð³àë³â ìîíîêë³ííî¿ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ çàäà÷³ íå ðîçïàäàþòüñÿ íà ïëîñ-
êó òà àíòèïëîñêó ïðè áóäü-ÿêîìó ðîçòàøóâàíí³ ãîëîâíèõ îñåé ñèìåòð³¿. 

Àíàëîã³÷íî ìîæóòü áóòè ðîçãëÿíóò³ é ³íø³ âèäè êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ 
âêëþ÷åíü ³ç ï³âïðîñòîðàìè. 
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ТУННЕЛЬНЫЕ ВКЛЮЧЕНИЯ В КУСОЧНО-ОДНОРОДНОМ  
АНИЗОТРОПНОМ ПРОСТРАНСТВЕ  
 
Â ïðîñòðàíñòâå îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïîñòðîåíû ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëüíûå ñî-
îòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ñêà÷êè è ñóììû íàïðÿæåíèé è ñìåùåíèé â ïëîñêîñòè 
ñîåäèíåíèÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ àíèçîòðîïíûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå íàõîäÿò-
ñÿ â äâóìåðíîì ñîñòîÿíèè áåç íàëè÷èÿ ïëîñêîñòåé óïðóãîé ñèììåòðèè. Â ðåçóëü-
òàòå çàäà÷è î òóííåëüíûõ àáñîëþòíî æåñòêèõ âêëþ÷åíèÿõ, íàõîäÿùèõñÿ â 
óñëîâèÿõ ïîëíîãî ñöåïëåíèÿ èëè ãëàäêîãî êîíòàêòà ñ ðàçëè÷íûìè àíèçîòðîïíû-
ìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè, ñâåäåíû ê ñèñòåìàì ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Ïîëó÷åíî ðåøåíèå óêàçàííûõ ñèñòåì â ÿâíîì âèäå, ÷òî ïîçâîëèëî îïðåäå-
ëèòü ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè âêëþ÷åíèé. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü óãëà 
ïîâîðîòà âêëþ÷åíèé îò óïðóãèõ ñâîéñòâ ïîëóïðîñòðàíñòâ â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå 
àíèçîòðîïèè. 
 
TUNNEL INCLUSIONS IN PIECEWISE-HOMOGENEOUS ANISOTROPIC SPACE  
 
The integral singular equalities are constructed in the space of generalized functions. 
These equalities connect jumps and sums of stresses and displacements in the plane of 
connection of two different anisotropic half-spaces which are in the bi-directional con-
dition without the planes of elastic symmetry. As result, the problems regarding inter-
face absolutely rigid tunnel inclusions which are in conditions of full cohesion or 
smooth contact with various anisotropic half-spaces are reduces to the systems of integ-
ral singular equations. The exact solution of indicated systems is obtained, what allows 
us to determine the fields of stresses in vicinity of inclusions. We have analyzed the 
dependence of angle of rotation of inclusions on elastic properties of half-spaces in the 
most general case of anisotropy.  
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