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ОСЕСИМЕТРИЧНА ЗАДАЧА ПРО ПРИПОВЕРХНЕВУ 
ТРІЩИНУ НОРМАЛЬНОГО ВІДРИВУ В КОМПОЗИТНОМУ 
МАТЕРІАЛІ З ЗАЛИШКОВИМИ НАПРУЖЕННЯМИ 
 

Ó ðàìêàõ ë³íåàðèçîâàíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà ç âèêîðèñòàí-
íÿì êîíòèíóàëüíî¿ ìîäåë³ êîìïîçèòà äîñë³äæåíî çàäà÷ó ïðî äèñêîïîä³áíó 
òð³ùèíó íîðìàëüíîãî â³äðèâó â íàï³âñê³í÷åííîìó êîìïîçèòíîìó ìàòåð³àë³ ç 
ïî÷àòêîâèìè (çàëèøêîâèìè) íàïðóæåííÿìè, ÿê³ ä³þòü óçäîâæ òð³ùèíè. Íà-
âåäåíî ðîçâ’ÿçóâàëüíó ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó 
òà âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â îêîë³ òð³ùèíè. Äëÿ 
äâîõ òèï³â êîìïîçèò³â – øàðóâàòîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ç ³çîòðîïíè-
ìè øàðàìè òà êîìïîçèòà ç³ ñòîõàñòè÷íèì àðìóâàííÿì ó ïëîùèí³ ³çîòðî-
ï³¿ êîðîòêèìè âîëîêíàìè – îòðèìàíî ÷èñåëüí³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíò³â ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â³ä ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü, ô³çèêî-ìå-
õàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â çàäà÷³.  

 
1. Âñòóï. Òåõíîëîã³÷í³ ïðîöåñè âèãîòîâëåííÿ êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â 

÷àñòî ïðèçâîäÿòü äî âèíèêíåííÿ âíóòð³øí³õ (òåõíîëîã³÷íèõ) ïîë³â íàïðó-
æåíü ³ äåôîðìàö³é, ÿê³ íåîáõ³äíî âðàõîâóâàòè ïðè ðîçðàõóíêó âèðîá³â ï³ä 
ä³ºþ ïîäàëüøèõ åêñïëóàòàö³éíèõ íàâàíòàæåíü. Çîêðåìà, çàçíà÷åí³ ïî÷àòêî-
â³ (çàëèøêîâ³) íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿ ìîæóòü ñóòòºâî âïëèâàòè íà óìîâè 
ðîñòó òð³ùèí ³ òð³ùèíîïîä³áíèõ äåôåêò³â ó êîìïîçèòàõ [10]. Ðàçîì ç òèì, ó 
âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêîâ³ íàïðóæåííÿ ñïðÿìîâàí³ âçäîâæ ïëîùèí çàçíà÷å-
íèõ äåôåêò³â, ¿õ íå ìîæíà àäåêâàòíî âðàõóâàòè ìåòîäàìè êëàñè÷íî¿ ë³í³é-
íî¿ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ. Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî âêàçàí³ íàïðóæåííÿ íå 
âõîäÿòü ó âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ³ âåëè÷èíè ðîç-
êðèòòÿ òð³ùèí, à òîìó íå âðàõîâóþòüñÿ ó êëàñè÷íèõ êðèòåð³ÿõ ðóéíóâàííÿ 
òèïó ¥ð³ôô³òñà – ²ðâ³íà. 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ çàêîíîì³ðíîñòåé âïëèâó íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí ìàòåð³àë³â ç òð³ùèíàìè ïî÷àòêîâèõ (àáî çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü, ÿê³ 
ä³þòü óçäîâæ òð³ùèí, ó ðîáîòàõ [3, 11] áóëî çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä ó ðàìêàõ 
ë³íåàðèçîâàíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ ò³ë ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè. ²ç 
âèêîðèñòàííÿì çàçíà÷åíîãî ï³äõîäó áóëî îòðèìàíî ðîçâ’ÿçêè îêðåìèõ êëà-
ñ³â ñòàòè÷íèõ ³ äèíàì³÷íèõ çàäà÷, ïåðåâàæíî äëÿ ³çîëüîâàíèõ òð³ùèí ó 
íåñê³í÷åííèõ ò³ëàõ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè (ñòèñëèé îãëÿä çàçíà÷å-
íèõ ðîá³ò íàâåäåíî â [2–4, 12]). Â [1] äîñë³äæåíî çàäà÷ó ïðî òð³ùèíó íîð-
ìàëüíîãî â³äðèâó â îäíîð³äíîìó ³çîòðîïíîìó âèñîêîåëàñòè÷íîìó ìàòåð³àë³.  

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïðî ðóéíóâàííÿ ïîïå-
ðåäíüî íàïðóæåíîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ç ïðèïîâåðõíåâîþ êðóãîâîþ 
òð³ùèíîþ íîðìàëüíîãî â³äðèâó, ïàðàëåëüíîþ äî â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ìàòåð³àëó. 
Ïðè öüîìó áóäåìî äîñë³äæóâàòè òð³ùèíè, ì³í³ìàëüí³ ðîçì³ðè ÿêèõ çíà÷íî 
á³ëüø³ â³ä ðîçì³ð³â ñòðóêòóðíèõ åëåìåíò³â êîìïîçèòà, òîáòî ìàêðîòð³ùèíè. 
Êð³ì òîãî, íå áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïðîöåñè ðóéíóâàííÿ, ó ÿêèõ ïðîÿâëÿþòüñÿ 
âëàñòèâîñò³ êîìïîçèò³â ÿê êóñêîâî-îäíîð³äíèõ ñåðåäîâèù (òèïó ðóéíóâàííÿ 
íà ãðàíèö³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù). Ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ ìîæíà âèêîðèñòî-
âóâàòè êîíòèíóàëüíó ìîäåëü êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó [10].  

Îñê³ëüêè á³ëüø³ñòü êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â º â³äíîñíî æîðñòêèìè, áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äðóãîãî âàð³àíòó òåîð³¿ ìà-
ëèõ ïî÷àòêîâèõ äåôîðìàö³é (çà òåðì³íîëîã³ºþ [3]), äëÿ ÿêîãî ïî÷àòêîâèé 
ñòàí, çóìîâëåíèé ä³ºþ ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é, 
âèçíà÷àºòüñÿ çà ãåîìåòðè÷íî ë³í³éíîþ òåîð³ºþ. Ó çâ’ÿçêó ç öèì ïðè âèêî-
ðèñòàíí³ ë³íåàðèçîâàíèõ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ çáóðåíü òåíçîðà íàïðóæåíü ³ 
âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ìîæíà íå ðîáèòè ð³çíèö³ ì³æ êîîðäèíàòàìè íåäåôîð-
ìîâàíîãî òà ïî÷àòêîâî äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, à òàêîæ ì³æ êîìïîíåíòàìè 
òåíçîð³â, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ â êîîðäèíàòàõ çàçíà÷åíèõ ñòàí³â.  
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2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ëà´ðàíæåâ³ êîîðäèíàòè ,  1,2,3jx j = , ÿê³ â íåäåôîðìîâàíîìó ñòàí³ çá³ãà-

þòüñÿ ç äåêàðòîâèìè, à òàêîæ îòðèìàí³ ç íèõ êðóãîâ³ öèë³íäðè÷í³ êîîðäè-
íàòè 3, ,r xθ .  

Ðîçãëÿíåìî êðóãîâó òð³ùèíó ðàä³óñà a , ÿêà ðîçòàøîâàíà ó âåðõíüîìó 
ï³âïðîñòîð³ 3x h≥ −  ó ïëîùèí³ 3 0x =  ç öåíòðîì íà îñ³ 3Ox . Ó ò³ë³ ï³ä ä³ºþ 

ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü ðîçòÿãó (àáî ñòèñêó) 0
ijσ , ÿê³ ä³þòü ó 

ïëîùèí³ 3 constx = , ðåàë³çóºòüñÿ îäíîð³äíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí ç íàïðóæåí-
íÿìè òà ïåðåì³ùåííÿìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 σ = σ = σ ≠ σ =0 0 0 0
33 11 22 110,         0,          const , 

 0
1 2 3( 1) ,      ,      constj jm j m ju x= δ λ − λ = λ ≠ λ λ = , (1) 

äå jλ  – êîåô³ö³ºíòè ïîäîâæåííÿ (ñòèñêó) âçäîâæ îñåé.  

Ïðèïóñòèìî, ùî äî áåðåã³â òð³ùèíè ïðèêëàäåí³ äîñòàòíüî ìàë³ ïîð³â-

íÿíî ç 0
11σ  íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ ( )rσ , à ãðàíèöÿ ï³âïðîñòîðó â³ëüíà â³ä 

çóñèëü. Òîä³, îáìåæóþ÷èñü ðîçãëÿäîì îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³, îòðèìóºìî òà-
ê³ ãðàíè÷í³ óìîâè: 

 33 3 3( ),      0,        0,      0rt r t x r a= − σ = = ± ≤ < ,  

 33 3 30,            0,        ,      0rt t x h r= = = − ≤ < ∞ ,  (2) 

äå ijt  – êîìïîíåíòè íåñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà íàïðóæåíü Ê³ðõãîôà.  

Ó ðîáîòàõ [3, 11] ïîáóäîâàíî ïðåäñòàâëåííÿ çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ë³íåà-
ðèçîâàíèõ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè ÷åðåç ãàðìîí³÷í³ ïîòåíö³àëüí³ ôóíêö³¿, âèãëÿä 
ÿêèõ çàëåæèòü â³ä êîðåí³â 1n  ³ 2n  â³äïîâ³äíîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿí-

íÿ. Äëÿ âèïàäêó íåîäíàêîâèõ êîðåí³â ( 1 2n n≠ ), ÿêèé, ÿê ïðàâèëî, ðåàë³çó-
ºòüñÿ äëÿ êîìïîçèò³â, çàçíà÷åí³ ðîçâ’ÿçêè áóäóòü òàêèìè:  

 1/2 1/21 2
1 2 3 1 1 2 2

1 2
( ),          ru u m n m n

r z z
− −∂ϕ ∂ϕ∂= ϕ + ϕ = +

∂ ∂ ∂
,  

 
2 2

1 2
33 44 1 1 2 22 2

1 2

t C d d
z z

∂ ϕ ∂ ϕ = + 
 ∂ ∂

  ,  

 1/2 1/21 2
3 44 1 1 2 2

1 2
rt C n d n d

r z z
− −∂ϕ ∂ϕ∂  = + ∂ ∂ ∂ 

, (3) 

äå 1/2
3 ,  1, 2i iz n x i−≡ = , à ôóíêö³¿ ( , )i ir zϕ  º ãàðìîí³÷íèìè. Âåëè÷èíè 44C , 

,  ,  ,  ,  1, 2i i i im n d i = , çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü ³ õàðàêòåðèñ-
òèê ìàòåð³àëó. Äëÿ âèïàäêó ë³í³éíî¿ ìîäåë³ ìàòåð³àëó, ÿêèé ðîçãëÿäàºòüñÿ, 
ìàºìî 

 0 1 0 1 0 0
1,2 13 11 11 11 11 33 11 33 11 13

1 ( ) ( )
2

n a a a a− −= µ + σ + σ + σ + σ µ −({  

 2 0 0
13 13 13 11 33 11 33 11 132a a a a a− µ − ± + σ + σ µ −) ([  

 
1/22 2 0 0

13 13 13 11 11 13 11 13 332 4( )( )a a a a− µ − − + σ µ + σ µ) }] , 

 0 1
44 13 11 11 13 13 13,      ( ) ( ) ,      1j j j jC m a n a d m−= µ = + σ − µ + µ = +[ ] , 

 0 2 0
11 33 11 33 13 13 13 33 13 11 11( ) ( )j j jn a a a a a a n a= + σ − − µ − µ + σ +[ ][  

 
1 1 1

13 13ja n
− − −+ µ] . (4) 
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Ó âèïàäêó êîìïîçèòà ç íàâåäåíèìè âèùå õàðàêòåðèñòèêàìè òðàíñâåð-
ñàëüíî-³çîòðîïíîãî ò³ëà ïàðàìåòðè ija , ijµ  íå çàëåæàòü â³ä çíà÷åíü ïî÷àò-

êîâèõ íàïðóæåíü 0
11σ  ³ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òåõí³÷í³ êîíñòàíòè: 

 2
11 33 13

1 1 1(1 ),      (1 ),        (1 )a E a E a E
a a a

′ ′′ ′ ′= − ν ν = − ν = ν + ν ,  

 2 1
12 12

11 2 2 ,       (1 )
2

a G G E −′ ′′ ′ ′′= − ν − ν ν − νν ν µ = ≡ = + ν ,  

 13 13G G′µ = ≡ ,     12ν ≡ ν ,     31
′ν ≡ ν ,     13

′′ν ≡ ν . (5) 

Ðîçä³ëèìî ò³ëî, ùî ðîçãëÿäàºòüñÿ, íà äâ³ ï³äîáëàñò³: «1» – ï³âïðîñò³ð 

3 0x ≥  òà «2» – øàð 3 0h x− ≤ ≤ . Âðàõîâóþ÷è, ùî íà ãðàíèö³ öèõ îáëàñòåé 
ïîçà òð³ùèíîþ ïåðåì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ ìàþòü áóòè íåïåðåðâíèìè, òà 
áåðó÷è äî óâàãè ãðàíè÷í³ óìîâè (2), ìîæåìî ïåðåôîðìóëþâàòè çàäà÷ó ó âè-
ãëÿä³: 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
3 3 3   ,     ,     0,          r ru u u u x r a= = = ≥ , (6) 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2
33 33 3 3 3     ,    ,      0,      0r rt t t t x r= = = ≤ < ∞ , (7) 

 ( ) ( )2 2
33 3 3( ),      0,         0,      0rt r t x r a= −σ = = ≤ < ,  (8) 

 ( ) ( )2 2
33 3 30,           0,         ,    0rt t x h r= = = − ≤ < ∞ . (9) 

3. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Äàë³ çâåäåìî çàäà÷ó äî ñèñòåìè ïàðíèõ ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü, à ïîò³ì – äî ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãî-
ãî ðîäó.  

 Âèðàçèìî ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 1ϕ  òà 2ϕ , ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó çîáðà-
æåííÿõ çàãàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â (3), ó êîæí³é ç îáëàñòåé «1» òà «2» ó âèãëÿä³ 
³íòåãðàëüíèõ ðîçêëàä³â Ãàíêåëÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó çà êîîðäèíàòîþ r :  

 ( ) 1(1)
1 1 0

0

( , ) ( )z dr z A e J r
∞

−λ λϕ = λ λ
λ∫ ,  

 2(1)
2 2 0

0

( , ) ( ) ( )z dr z B e J r
∞

−λ λϕ = λ λ
λ∫ , 

 ( )(2) 0
1 1 1 1 1 2 1 1

10

( )
( , ) ch ( ) ( ) sh ( )

sh
J r

r z C z h C z h d
h

∞ λ
ϕ = λ λ + + λ λ + λ

λ λ∫ [ ] , 

 (2) 0
2 2 1 2 2 2 2 2

20

( )
( , ) ( ) ch ( ) ( ) sh ( )

sh

J r
r z D z h D z h d

h

∞ λ
ϕ = λ λ + + λ λ + λ

λ λ∫ [ ] ,  (10) 

äå 1/2 ,  1, 2i ih hn i−= =  . 

Óìîâè (7) òà (9), çàäàí³ íà âñ³é îáëàñò³ 3 constx = , äîçâîëÿþòü âèðàçè-

òè íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ( )A λ , ( )B λ , ( )jD λ  ÷åðåç ôóíêö³¿ ( ),  1,2jC jλ = . ²ç óìîâ 

(6) ³ (8) îòðèìóºìî ñèñòåìó ïàðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü: 

 2
1 1 2 2 0

10

( )(cth cth ) ( ) 1 ( )
k

C C J r d
k

∞
  λ µ − γ µ + λ − γ λ λ λ =    ∫  

 
44 1 1

( )
,     

r
r a

C d
σ= − <


, 
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 1
1 2 1 2 1

20

( ) 1 ( )(cth cth ) ( ) 0,    
k

C C J r d r a
k

∞
  λ − γ + λ µ − γ µ λ λ λ = <    ∫ ,  

 1 0 2 1
0 0

( ) 0,     ,           ( ) 0,     X J r d r a X J r d r a
∞ ∞

λ λ = > λ λ = >∫ ∫ , (11) 

äå ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 1 2 1
1 1 1 2 2 1

2
( ) (1 cth ) (1 cth ) ( ) (1 cth )

k k k
X C C

k k k
= λ + µ − γ + µ + λ + µ −

[ ]  

 2(1 cth )− γ + µ 
, 

 2 1 2
2 1 1 2 2 1

2
( ) (1 cth ) (1 cth ) ( ) (1 cth )

k k k
X C C

k k k
 = λ + µ − γ + µ + λ + µ −  

[  

 2(1 cth )− γ + µ ] , (12) 

 2 1sh /sh ,          ,      1,2i ih iγ = µ µ µ = λ = ,  

 1/2 1/2
1 1 2 2 2 1 1 2,      ,      k n k n k k k− −= = = −  . 

 Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ïàðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (11) áóäåìî çä³éñíþâà-
òè ç âèêîðèñòàííÿì â³äîìî¿ ïðîöåäóðè [8]. Âèáåðåìî ðîçâ’ÿçîê ïàðíèõ ð³â-
íÿíü ó âèãëÿä³, ÿêèé çàáåçïå÷óº òîòîæíå çàäîâîëåííÿ òðåòüîãî òà ÷åòâåð-
òîãî ç ð³âíÿíü (11): 

 1 2 3/2
0 0

( ) sin ,              ( ) ( )
2

a a

X t t dt X t t J t dtπλ= ϕ λ = ψ λ∫ ∫ ,  (13) 

äå ( ),  ( )t tϕ ψ  – íåâ³äîì³ ôóíêö³¿, ÿê³ º íåïåðåðâíèìè ðàçîì ç ¿õ ïîõ³äíèìè 

íà â³äð³çêó 0,a[ ] . Ïðè öüîìó ç ïåðøîãî òà äðóãîãî ð³âíÿíü (11) ï³ñëÿ äåÿêèõ 
ïåðåòâîðåíü îòðèìóºìî äâà ³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó, 
ÿê³ ï³ñëÿ ââåäåííÿ áåçðîçì³ðíèõ çì³ííèõ ³ ôóíêö³é ìàþòü  òàêèé âèãëÿä: 

 
/21 1

1 1 1
11 12

0 0 0

4 4 4
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( sin )

k k k
f f d g d s d

k k k

π

ξ + η ξ η η − η ξ η η = − ξ θ θ
π π π∫ ∫ ∫K K , 

 
1 1

2 2
21 22

0 0

4 4
( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) 0

k k
g f d g d

k k
ξ + η ξ η η − η ξ η η =

π π∫ ∫K K , (14) 

äå  

 
44 1 1

( )1 1( ) ( ),   ( ) ( ) ,   ( ) ,   ( ) ( )
tdf a g a s t a

a a d C d
ξ ξξ ≡ ϕ ξ ξ ≡ ξψ ξ ξ ≡ ξ ≡ σ ξ

ξ
[ ]


. (15) 

 ßäðà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) ìàþòü âèãëÿä  

 2 1 2 1 2
11 1 1 2 1 1 1 2

2 1
( , ) 2 ( , ) (2 , ) (2 , )

2 2
k k k k k

I I I
k k k

+ + ξ η = β + β η − β η − β η  
K ,  

 11 2
12 0 1 2 0 1 2( , ) ( , ) ( ,1)

k k
I I

k
−+ ξ η = η β + β η − β + β −


K [ ]  

 1 1
0 1 0 1 0 2 0 2

1 1(2 , ) (2 ,1) (2 , ) (2 ,1)
2 2

I I I I− − − η β η − β − η β η − β 


[ ] [ ] , 

 1 2
21 2 1 2 2 1 2 2

1 1( , ) ( , ) (2 , ) (2 , )
2 2

k k
I I I

k
+  ξ η = − ξ β + β η − β η − β η  

K , 

 1 11 1 2
22 1 1 2 1 1 2 1 1

1
( , ) 2 ( , ) ( ,1) (2 , )

2
k k k

I I I
k k

− −+ξ η = − ξ η β + β η − β + β − η β η −


K [ ] [  

 11 2
1 1 1 2 1 2

2
(2 ,1) (2 , ) (2 ,1)

2
k k

I I I
k

−+ − β − η β η − β 


] [ ] , (16) 
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äå ïîçíà÷åíî 

 
2 2

0 12 2 2

( ) 11 1( , ) ln ln ,       ( , )
4 4 1( ) 2 ( 1)

I I
β + ξ + η ζ + ββ η = = β η =

ζ −β + ξ − η ξη ζ −
, 

 2 1 1
1( , ) ( , ) 4 ( , )I I I β η = β η ζ β η −  β

, 

 2 2
3 1 1

3
( , ) 4 ( , ) 2(3 1) ( , )I I I

ζ β η = β η ζ + β η −  β
, 

2 2 2 2
4 1 1 1 2

4( , ) 12 ( , ) 16 ( 1) ( , ) (3 1) ( , )I I I I
ζ β η = β η ζ ζ + β η − ζ + β η +  β β

,  

 
2 2 2

1/21,    ,    ,    1,2
2 i iha n i−−β + ξ + ηζ = β = β = β =

ξη
. 

 4. Êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Àíàëîã³÷íî äî òîãî, ÿê ïðè-
éíÿòî â ë³í³éí³é ìåõàí³ö³ ðóéíóâàííÿ [6, 13], êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü ó ë³íåàðèçîâàí³é çàäà÷³ ïðî ðóéíóâàííÿ ò³ëà ç ïî÷àòêîâèìè íà-
ïðóæåííÿìè áóäåìî âèçíà÷àòè ÿê êîåô³ö³ºíòè ïðè îñîáëèâîñòÿõ ó êîìïî-
íåíòàõ íàïðóæåíü á³ëÿ êðàþ òð³ùèíè, òîáòî  

 
1/2

33lim 2 ( ) ( ,0)I
r a

K r a t r
−

→+
= π −[ ] ,  

 
1/2

3lim 2 ( ) ( ,0)II r
r a

K r a t r
−

→+
= π −[ ] . (17) 

Âèçíà÷èâøè ç ðîçâ’ÿçêó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (14) ôóíêö³¿ ( )f ξ  òà ( )g ξ  

(³ ç óðàõóâàííÿì (15) – ôóíêö³¿ ( )xϕ  òà ( )xψ ), ç (13), (12), (10) ³ (3) îòðèìà-
ºìî ðîçïîä³ëè íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü â îêîë³ òð³ùèíè, ùî äîçâîëÿº çàïè-
ñàòè âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. Òàê, ç (3) ìàºìî 

 (2)
33 44 1 1 0

1 0 0

( ,0) ( ) sin ( )
2

a
kt r C d t dt t J r d
k

∞
= ϕ λ λ λ λ +
 ∫ ∫  

 1 2 222 1 2 2

10 0

1( ) 2
2

a k k k k
t dt e e

k k k

∞
−µ −µ − µ+ + ϕ − + ∫ ∫  

 1 1 22 1 2
0

0 0

sin ( ) ( )
2

a k k
e t J r d t t dt e

k

∞
− µ −µ −µ+ π + λ λ λ λ − ϕ −    ∫ ∫  

 1 22 2 3/21 2
3/2 0

1 ( ) ( ) ( )
2

k k
e e J t J r d

k
− µ − µ+ − + λ λ λ λ  

, 

 
1/2(2) 3/2

3 44 1 1 3/2 1
2 0 0

( ,0) ( ) ( ) ( )
2 2

a

r
kt r C n d t t dt J t J r d
k

−
∞

 π= − ψ λ λ λ λ +
 ∫ ∫   

 1 2 221 1 2 1

20 0

1( ) 2
2

a k k k k
t t dt e e

k k k

∞
−µ −µ − µ+ + π ψ − + ∫ ∫  

 1 212 3/2 1 2
3/2 1

0 0

( ) ( ) ( )
a k k

e J t J r d t dt e
k

∞
− ν −µ −µ+ + λ λ λ λ − ϕ −  ∫ ∫  

 1 22 21 2
1

1 ( ) sin ( )
2

k k
e e t J r d

k
− µ − µ+ − + λ λ λ λ  

. (18) 
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Ç àíàë³çó ñï³ââ³äíîøåíü (18) âèïëèâàº, ùî ïðè r a→ +   

 (2)
33 44 1 1 2 21

( )
( ,0)

2
akt r C d

k r a

ϕ
≈ −

−
 ,  

 1/2(2)
3 44 1 1 2 22

( )
( ,0)

2r
a akt r C n d

k r r a

− ψ
≈

−
. (19) 

Òîä³ ç (17) ìàºìî  

 1/2
44 1 1 44 1 1

1 2
( ),      ( )

2 2I II
k kK C d a K C n d a
k ka a

−π π= − ϕ = ψ . (20)  

Ïåðåõîäÿ÷è â öèõ âèðàçàõ äî áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èí òà ôóíêö³é, îòðè-
ìóºìî, ùî 

 
1

1/2
44 1 1 44 1 1

1 2 0

(1),     ( )
2 2I II
k kK C d a f K C n d a g d
k k

−= − π = π ξ ξ∫ , (21) 

äå ôóíêö³¿ f  ³ g  âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü (14). 
 ßê áà÷èìî, íàÿâí³ñòü â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ïðèçâîäèòü äî íåíóëüîâîãî çíà-
÷åííÿ IIK  â çàäà÷³ ïðî òð³ùèíó íîðìàëüíîãî â³äðèâó (äëÿ íåñê³í÷åííîãî ò³-

ëà 0IIK =  [3]). Êð³ì òîãî, îáèäâà êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü IK   

òà IIK  çàëåæàòü â³ä ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü 0 0
11 22σ = σ  (àáî ïîäîâæåíü 1λ =  

2= λ ) ³ â³äñòàí³ ì³æ òð³ùèíîþ òà ãðàíèöåþ ï³âïðîñòîðó h  (àáî β ), îñê³ëüêè 

ðîçâ’ÿçêè ( )f ξ  òà ( )g ξ  ð³âíÿíü (14) çàëåæàòü â³ä çàçíà÷åíèõ ïàðàìåòð³â. 
 Ïîêàæåìî, ùî â ãðàíè÷íîìó âèïàäêó ðîçì³ùåííÿ òð³ùèíè â ò³ë³, êîëè 
â³äñòàíü â³ä òð³ùèíè äî â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ïðÿìóº äî íåñê³í÷åííîñò³, îòðèìà-
í³ âèðàçè äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (20), (21) òî÷íî ïåðåõî-
äÿòü ó â³äïîâ³äí³ âèðàçè äëÿ IK  ³ IIK , ÿê³ áóëè îòðèìàí³ â çàäà÷³ ïðî òð³-
ùèíó íîðìàëüíîãî â³äðèâó â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³ [3]. 
 Ç âèðàç³â äëÿ ÿäåð (16) âèïëèâàº, ùî ïðè h → ∞  (β → ∞ ) óñ³ ÿäðà 
ïðÿìóþòü äî íóëÿ: 

 lim ( , ) 0,      , 1,2ij i j
β→∞

ξ η = =K . (22) 

Òîä³ ç (14) ìàºìî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ äëÿ ôóíêö³é f  ³ g : 

 
/2

1

0

4
( ) ( sin ) ,          ( ) 0

k
f s d g

k

π
∞ ∞ξ = − ξ θ θ ξ =

π ∫ . ( 23) 

Âðàõîâóþ÷è, ùî 

 
/2

2 2
0 0

( )
( sin )

t
s d d

π ξ
η η

ξ θ θ = η
ξ − η

∫ ∫ , (24) 

ç (20), (21) îòðèìóºìî 

 
1

2 2 2
0 0

( ) ( )22 ,         0
1

a

I II
t t taK d dt K

a a t

∞ ∞η η σ= η = =
π π− η −

∫ ∫ , (25) 

ùî ïîâí³ñòþ çá³ãàºòüñÿ (ïðè ïðèéíÿòèõ ïîçíà÷åííÿõ) ç³ çíà÷åííÿìè êîåô³-
ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü, îòðèìàíèìè â çàäà÷³ ïðî òð³ùèíó íîð-
ìàëüíîãî â³äðèâó â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³ [3]. 
 Çîêðåìà, äëÿ âèïàäêó ð³âíîì³ðíîãî íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ íà áåðå-

ãàõ òð³ùèíè ( ) constrσ = σ =  ç (25) îòðèìóºìî, ùî 2I
aK∞ = σ
π

. 
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 5. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè. Äëÿ ÷èñëîâîãî äîñë³äæåííÿ ñèñòåì ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó (14) áóäåìî çàñòîñîâóâàòè ìåòîä Áóá-
íîâà – Ãàëüîðê³íà, ÷èñëîâå ³íòåãðóâàííÿ áóäåìî çä³éñíþâàòè çà êâàäðàòóð-
íèìè ôîðìóëàìè ¥àóññà. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè áóäåìî îòðèìóâàòè äëÿ âè-
ïàäêó ð³âíîì³ðíîãî íîðìàëüíîãî íàâàíòàæåííÿ íà áåðåãàõ òð³ùèíè 

( ) constrσ = .  
Íèæ÷å íàâîäèìî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ äëÿ âè-

ïàäê³â, êîëè êîìïîçèòè ìîæíà çìîäåëþâàòè òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèìè 
ìàòåð³àëàìè ç íàâåäåíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-
ëàìè (4), (5).  

Øàðóâàòèé êîìïîçèò ç ³çîòðîïíèìè øàðàìè. Ó ìàêðîîá’ºìàõ òà-
êèé êîìïîçèò ìîäåëþºòüñÿ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèì ñåðåäîâèùåì [9]. 
Òð³ùèíà ðîçì³ùåíà â ïëîùèí³ 3 0x = , ÿêà ïàðàëåëüíà äî ãðàíèö³ ïîä³ëó 
øàð³â, à òàêîæ äî â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó.  

Çàëåæíîñò³ ñï³ââ³äíîøåíü êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 

/I IK K∞  (äå IK∞  – êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè 
â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³) â³ä â³äíîøåííÿ ìîäóë³â ïðóæíîñò³ ³çîòðîïíèõ 

øàð³â (1) (2)/E E  ç îäíàêîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà (1) (2) 0.3ν = ν =  òà 

ïðè êîåô³ö³ºíò³ êîíöåíòðàö³¿ øàð³â ç ìîäóëåì ïðóæíîñò³ (1)E  1 0.3c =  

çîáðàæåíî íà ðèñ. 1. Ë³í³¿ 1–3 (à òàêîæ 1′–3′) â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 

1 0.99λ =  (ñòèñêàþ÷³ ïî÷àòêîâ³ íàïðóæåííÿ), 1 1.0λ =  (â³äñóòí³ñòü ïî÷àòêî-

âèõ íàïðóæåíü) òà 1 1.05λ =  (ðîçòÿãóþ÷³ ïî÷àòêîâ³ íàïðóæåííÿ). Ïðè öüî-
ìó ñóö³ëüí³ ë³í³¿ â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííþ áåçðîçì³ðíî¿ â³äñòàí³ ì³æ òð³ùè-
íîþ ³ ãðàíèöåþ ï³âïðîñòîðó / 0.25h aβ = = , à ïóíêòèðí³ – çíà÷åííþ 0.5β = . 

Çíà÷åííÿ /I IK K∞  ìîíîòîííî çìåíøóþòüñÿ ç³ çá³ëüøåííÿì â³äíîøåííÿ 
(1) (2)/E E . Êð³ì òîãî, íà ðèñóíêàõ áà÷èìî, ùî äëÿ çíà÷åíü 0.25β =  â³äïîâ³äí³ 

çíà÷åííÿ /I IK K∞  âèù³, í³æ äëÿ 0.5β = . 
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∞
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ν 
 Рис. 1 Рис. 2 

Äëÿ êîìïîçèòà ç îäíàêîâèìè êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà ìàòåð³àë³â øàð³â 
(1) (2)ν = ν = ν  çàëåæíîñò³ /I IK K∞  â³ä ν  íàâåäåíî íà ðèñ. 2 (ïðè (1) (2)/ 3E E =  

òà 1 0.3c = ). Ñóö³ëüí³ ë³í³¿ 1–3 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííþ áåçðîçì³ðíî¿ â³äñòàí³ 

ì³æ òð³ùèíîþ òà ãðàíèöåþ ï³âïðîñòîðó / 0.25h aβ = = , à ë³í³¿ 1′–3′ – çíà-

÷åííþ 0.5β = . Ïðè öüîìó êðèâ³ 1 òà 1′ â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 1 0.99λ = , 

êðèâ³ 2 òà 2′  – 1 1.0λ = , êðèâ³ 3 òà 3′ – 1 1.1λ = . 
Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ðîçðàõóíêó äëÿ êîíêðåòíîãî øàðóâàòîãî êîìïî-

çèòà – àëþìîáîðîñèë³êàòíîãî ñêëà â êîìïîçèö³¿ ç åïîêñèäíîìàëå¿íîâîþ 

ñìîëîþ [9]. Çàëåæíîñò³ /I IK K∞  â³ä êîíöåíòðàö³¿ ñêëà 1c  íàâåäåíî íà ðèñ. 3 
ïðè 0.25β =  (ñóö³ëüí³ ë³í³¿) òà 0.5β =  (ïóíêòèðí³ ë³í³¿) äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 

ïàðàìåòðà ïî÷àòêîâîãî ñòèñêó (àáî ðîçòÿãó) 1λ  (ë³í³¿ 1 òà 1′ â³äïîâ³äàþòü 
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çíà÷åííÿì 1 0.99λ = , ë³í³¿ 2 òà 2′ – 1 1.0λ = , ë³í³¿ 3 òà 3′ – 1 1.1λ = ). ßê áà-
÷èìî, çíà÷åííÿ ñï³ââ³äíîøåíü êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ñóòòº-
âî çàëåæàòü ÿê â³ä êîíöåíòðàö³¿ ñêëà, òàê ³ â³ä âåëè÷èí ïî÷àòêîâèõ ïîäîâ-
æåíü (àáî ñêîðî÷åíü) 1λ .  
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 Рис. 3 Рис. 4 

Ðèñ. 4 äëÿ öüîãî æ ìàòåð³àëó ³ëþñòðóº çàëåæí³ñòü ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ 

Ê²Í /I IK K∞  â³ä áåçðîçì³ðíî¿ â³äñòàí³ /h aβ =  ì³æ òð³ùèíîþ ³ ãðàíèöåþ 

ï³âïðîñòîðó (êðèâ³ 1–4 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 1 0.99, 1.0, 1.05, 1.1λ = ). Ç ðè-

ñóíêà âèäíî, ùî çíà÷åííÿ IK  ïðè ìàëèõ â³äíîñíèõ â³äñòàíÿõ ì³æ òð³ùèíîþ 
³ ãðàíèöåþ ï³âïðîñòîðó çíà÷íî á³ëüø³ â³ä çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ 

íàïðóæåíü IK∞  äëÿ ³çîëüîâàíî¿ òð³ùèíè â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³. Òàê, ç 

òàáë. 1, ó ÿê³é íàâåäåíî çíà÷åííÿ /I IK K∞  äëÿ ð³çíèõ âåëè÷èí β , âèäíî, ùî, 

íàïðèêëàä, äëÿ 1 0.999λ =  ïðè / 1/20h a =  IK  á³ëüøå â³ä çíà÷åííÿ IK∞  ó 18 
ðàç³â. 
 Таблиця 1 

 β  

1λ  
0.05 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 

0.999 18.1290 5.9081 2.8549 2.0782 1.7321 1.5386 
1.050 3.4969 2.5027 1.8148 1.5298 1.3752 1.2797 
1.100 2.8803 2.1178 1.5996 1.3863 1.2703 1.1986 

Êîìïîçèò ç³ ñòîõàñòè÷íèì àðìóâàííÿì ó ïëîùèí³ 3 constx =  
êîðîòêèìè âîëîêíàìè åë³ïñî¿äàëüíî¿ ôîðìè. Ó ìàêðîîá’ºìàõ òàêèé 
êîìïîçèò ìîäåëþºòüñÿ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèì ñåðåäîâèùåì ç ïëîùè-
íîþ ³çîòðîï³¿ 3 constx =  [9].  

Íà ðèñ. 5, 6 íàâåäåíî çàëåæíîñò³ /I IK K∞  òà /II IK K∞  â³ä ïàðàìåòðà 1λ  
ïðè çíà÷åííÿõ 0.25β =  (êðèâ³ 1), 0.5β =  (êðèâ³ 2) òà 1.0β =  (êðèâ³ 3) äëÿ 
àðìîâàíîãî âóãëåöåâèìè âîëîêíàìè âóãëåïëàñòèêà ïðè êîíöåíòðàö³¿ âîëî-
êîí 1 0.7c =  òà ñï³ââ³äíîøåíí³ ïîçäîâæíüîãî òà ïîïåðå÷íîãî ðîçì³ð³â âîëî-
êîí, ùî äîð³âíþº 10. Ìàêðîõàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà âçÿò³ ç ðîáîòè [7]. ßê 

áà÷èìî íà ðèñóíêó, çíà÷åííÿ /I IK K∞  òà /II IK K∞  àñèìïòîòè÷íî ïðÿìóþòü 

äî íåñê³í÷åííîñò³ ïðè íàáëèæåíí³ ïàðàìåòðà 1λ  äî çíà÷åíü 1
∗λ , ùî â³äïîâ³-

äàþòü çíà÷åííÿì êðèòè÷íèõ ïàðàìåòð³â ñêîðî÷åííÿ äëÿ çàäà÷³ ïðî ñòèñ-
íåííÿ êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ç ïðèïîâåðõíåâîþ êðóãîâîþ òð³ùèíîþ 
(òàáë. 2), ÿê³ îòðèìàíî çà ìåòîäèêîþ, àíàëîã³÷íîþ äî íàâåäåíî¿ ó [5].  
 Таблиця 2 

β  0.25 0.5 1.0 

1
∗λ  0.9721 0.9509 0.9343 
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6. Âèñíîâêè. Ó ðîáîò³ äëÿ âèïàäêó çàäà÷³ ïðî ïðèïîâåðõíåâó äèñêîïî-
ä³áíó òð³ùèíó íîðìàëüíîãî â³äðèâó â êîìïîçèòíîìó ìàòåð³àë³ ïðîàíàë³çî-
âàíî âïëèâ íà êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ìàòå-
ð³àëó òà ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü, ñïðÿìîâàíèõ óçäîâæ ïëîùè-
íè òð³ùèíè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü çðîáèòè òàê³ âèñíîâêè: 

– íàÿâí³ñòü â³ëüíî¿ ãðàíèö³ â ò³ë³ ç ïî÷àòêîâèìè íàïðóæåííÿìè ÿê³ñ-
íèì ÷èíîì âïëèâàº íà ðîçïîä³ë íàïðóæåíü â îêîë³ ïðèïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè. 
À ñàìå, ó âèïàäêó ïðèïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè íîðìàëüíîãî â³äðèâó âïëèâ ïî-
âåðõí³ ìàòåð³àëó ïðèçâîäèòü äî íåíóëüîâèõ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâ-
íîñò³ íàïðóæåíü IIK  (äëÿ íåñê³í÷åííîãî ò³ëà 0IIK = ); 

– ê³ëüê³ñíèé âïëèâ â³ëüíî¿ ïîâåðõí³ ìàòåð³àëó ïðîÿâëÿºòüñÿ ó çíà÷íî-
ìó çðîñòàíí³ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ïðè çìåíøåíí³ 
â³äñòàí³ ì³æ òð³ùèíîþ òà ãðàíèöåþ ï³âïðîñòîðó. Òàê, äëÿ çíà÷åíü /h aβ ≡ =  

0.05=  çíà÷åííÿ IK  â îêîë³ ïðèïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè íà ïîðÿäîê âèùå â³ä 

çíà÷åííÿ Ê²Í IK∞  äëÿ òð³ùèíè â íåñê³í÷åííîìó ò³ë³; 

– ïðè ïðÿìóâàíí³ âåëè÷èíè â³äíîñíî¿ â³äñòàí³ β  ì³æ òð³ùèíîþ ³ ãðàíè-
öåþ ï³âïðîñòîðó äî íåñê³í÷åííîñò³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü 
ïðÿìóþòü äî â³äïîâ³äíèõ çíà÷åíü, îòðèìàíèõ äëÿ âèïàäêó ³çîëüîâàíî¿ òð³-
ùèíè â íåñê³í÷åííîìó ìàòåð³àë³; 

– õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó (ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ìîäó-
ëÿìè ïðóæíîñò³ ìàòåð³àë³â øàð³â êîìïîçèòà, çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â Ïóàñ-
ñîíà ìàòåð³àë³â, êîíöåíòðàö³ÿ êîìïîíåíò³â) äîñèòü ñóòòºâî âïëèâàþòü íà 
êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü; 

– ïðè íàáëèæåíí³ âåëè÷èí ïî÷àòêîâèõ ñòèñêóþ÷èõ íàïðóæåíü äî çíà-
÷åíü, ùî â³äïîâ³äàþòü ëîêàëüí³é âòðàò³ ñò³éêîñò³ ìàòåð³àëó â çàäà÷³ ïðî 
ñòèñêàííÿ ï³âïðîñòîðó ç òð³ùèíîþ, ñïîñòåð³ãàºòüñÿ åôåêò ð³çêîãî «ðåçî-
íàíñíîãî» çðîñòàííÿ çíà÷åíü êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 

Ñë³ä òàêîæ çàçíà÷èòè, ùî îòðèìàí³ â ðîáîò³ ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè 
âèêîðèñòàí³ ïðè àíàë³ç³ àíàëîã³÷íî¿ çàäà÷³ êëàñè÷íî¿ ë³í³éíî¿ ìåõàí³êè ðóé-
íóâàííÿ, îñê³ëüêè ïðè 1 1.0λ =  íàâåäåí³ ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè â³äïîâ³äàþòü 
âèïàäêó â³äñóòíîñò³ â ò³ë³ ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü. 
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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА О ПРИПОВЕРХНОСТНОЙ 
ТРЕЩИНЕ НОРМАЛЬНОГО ОТРЫВА В КОМПОЗИТНОМ МАТЕРИАЛЕ 
С ОСТАТОЧНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
 
Â ðàìêàõ ëèíåàðèçèðîâàííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà ñ èñïîëüçî-
âàíèåì êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè êîìïîçèòà èññëåäîâàíà çàäà÷à î äèñêîîáðàçíîé 
òðåùèíå íîðìàëüíîãî îòðûâà â ïîëóáåñêîíå÷íîì êîìïîçèòíîì ìàòåðèàëå ñ íà-
÷àëüíûìè (îñòàòî÷íûìè) íàïðÿæåíèÿìè, äåéñòâóþùèìè âäîëü òðåùèíû. Ïðèâå-
äåíû ðàçðåøàþùàÿ ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà âòîðîãî ðîäà è 
âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè òðå-
ùèíû. Äëÿ äâóõ òèïîâ êîìïîçèòîâ – ñëîèñòîãî êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ñ èçî-
òðîïíûìè ñëîÿìè è êîìïîçèòà ñî ñòîõàñòè÷åñêèì àðìèðîâàíèåì â ïëîñêîñòè 
èçîòðîïèè êîðîòêèìè âîëîêíàìè – ïîëó÷åíû ÷èñëåííûå çàâèñèìîñòè êîýôôèöè-
åíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé îò íà÷àëüíûõ (îñòàòî÷íûõ) íàïðÿæåíèé, ôè-
çèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çà-
äà÷è.  
 
AXISYMMETRIC PROBLEM ON NEAR-THE-SURFACE MODE-I  
CRACK IN COMPOSITE WITH RESIDUAL STRESSES  
 
In this paper, the problem on a near-the-surface penny-shaped mode-I crack in semi-
infinite composite with initial (residual) stresses is considered within the framework of 
the linearized mechanics of deformable solids. A continual model of composite is used. 
The analysis involves reducing the problem to a system of the Fredholm second kind 
integral equations. The representations of the stress intensity factors near the crack ed-
ges are obtained. The parameters of fracture for two types of composites (laminar com-
posites with isotropic layers and composites with stochastic reinforcement by fibers of 
finite length) are obtained. The dependence of the stress intensity factors on the initial 
stresses, physical-mechanical parameters of composites and geometric parameters are 
investigated. 
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