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ДОСЛІДЖЕННЯ КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ  
В ОКОЛІ ВКЛЮЧЕННЯ У ВИГЛЯДІ СКІНЧЕННОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ 
ОБОЛОНКИ ПІД ДІЄЮ ХВИЛІ КРУЧЕННЯ 
 

Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó â íåîáìåæåíîìó ò³ë³ ç 
âêëþ÷åííÿì ó âèãëÿä³ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ï³ä ä³ºþ îñåñèìåòðè÷íî¿ õâèë³ 
êðó÷åííÿ. Âêëþ÷åííÿ ìîæå áóòè ÿê àáñîëþòíî æîðñòêèì, òàê ³ ïðóæíèì. 
Ì³æ íèì ³ íàâêîëèøí³ì ñåðåäîâèùåì íà çîâí³øí³é òà âíóòð³øí³é ïîâåðõíÿõ 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè ³äåàëüíîãî ç÷åïëåííÿ. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ´ðóíòóºòüñÿ 
íà âèêîðèñòàíí³ ðîçðèâíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ êðóòèëüíèõ êîëèâàíü ³ çâå-
äåíí³ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ äî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî íåâ³-
äîìîãî ñòðèáêà äîòè÷íèõ íàïðóæåíü.  

 
 Ïðè ñòâîðåíí³ ñó÷àñíèõ ìàøèí ³ áóä³âåëüíèõ ñïîðóä äîñèòü ÷àñòî âè-
êîðèñòîâóþòü êîíñòðóêö³éí³ åëåìåíòè ó âèãëÿä³ òîíêèõ âêëþ÷åíü. Àëå ïðî-
åêòóâàííÿ êîíñòðóêö³é, ÿê³ ì³ñòÿòü òàê³ òîíêîñò³íí³ åëåìåíòè, âèìàãàº ðîç-
â’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíèõ çì³øàíèõ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ùî º òèì á³ëüøå 
ñêëàäíèìè, ÿêùî ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äèíàì³÷í³é ïîñòàíîâö³. Äîñèòü ÷àñòî ö³ 
òîíêîñò³íí³ åëåìåíòè ìàþòü âèãëÿä öèë³íäð³â. Ïðè ðîçãëÿä³ ïîä³áíèõ çàäà÷, 
ÿê ïðàâèëî, âêëþ÷åííÿ ïåðåäáà÷àºòüñÿ àáñîëþòíî æîðñòêèì, ùî ñïðîùóº 
ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, àëå íå äîçâîëÿº âðàõóâàòè âïëèâ ïðóæíèõ âëàñòèâîñ-
òåé âêëþ÷åííÿ íà êîíöåíòðàö³þ íàïðóæåíü íàâêîëî íüîãî.  

Ó ïîäàí³é ðîáîò³ äîñë³äæóºòüñÿ íàïðóæåíèé ñòàí ó ò³ë³ ç âêëþ÷åííÿì 
ó âèãëÿä³ ïðóæíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ï³ä ä³ºþ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³ êðó-
÷åííÿ. Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ äëÿ àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ íàâåäå-
íî â ðîáîò³ [4]. 
 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé ìàºìî íåîáìåæåíå ïðóæíå ò³ëî (ìàòðèöþ), 
ùî ì³ñòèòü òîíêó ïðóæíó öèë³íäðè÷íó îáîëîíêó òîâùè-
íè h , ñåðåäíÿ ïîâåðõíÿ ÿêî¿ çá³ãàºòüñÿ ç öèë³íäðîì 
(ðèñ. 1), 0 ,  ,  r r z a a h= ≤  . 

Ó ìàòðèö³ â óìîâàõ îñüîâî¿ ñèìåòð³¿ (â³ñü ñèìåòð³¿ 
çá³ãàºòüñÿ ç â³ññþ âêëþ÷åííÿ) â³äáóâàþòüñÿ êðóòèëüí³ 
êîëèâàííÿ âíàñë³äîê ïîøèðåííÿ õâèë³ êðó÷åííÿ. Öÿ 
õâèëÿ âèêëèêàº â ìàòðèö³ êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ 
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äå 1 1,  G ρ  – ìîäóëü çñóâó òà ãóñòèíà ìàòðèö³; ω  – ÷àñ-

òîòà êîëèâàíü; σ  – õâèëüîâà ñòàëà. Ìíîæíèê i te− ω , 
ÿêèé âèçíà÷àº çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó, òóò ³ íàäàë³ îïóùåíî. 
 Êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ ìàòðèö³ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 0 1u u uθ θ θ= + , (2) 

äå 1uθ  – ïåðåì³ùåííÿ, ÿêå âèêëèêàþòü õâèë³, â³äáèò³ â³ä âêëþ÷åííÿ. Ó âè-
ïàäêó ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü â óìîâàõ îñüîâî¿ ñèìåòð³¿ âîíî çàäîâîëüíÿº 
ð³âíÿííÿ [6] 
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íîãî ç÷åïëåííÿ çîâí³øíüî¿ ³ âíóòð³øíüî¿ ïîâåðõîíü âêëþ÷åííÿ ç ìàòðèöåþ 
ìàþòü âèêîíóâàòèñü ð³âíîñò³ 

 1 0 0
0 0( 0, ) ( ) ( 0, )u r z w z u r zθ θ θ± = − ± , 

 0 0( ) ( 0, ) ( 0, ),          r rz r z r z a z aθ θχ = τ + − τ − − < < . (4) 

Ó öèõ ð³âíîñòÿõ ( )zχ  – íåâ³äîìèé ñòðèáîê äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà ïîâåðõí³ 

âêëþ÷åííÿ; 0 ( )w zθ  – íåâ³äîìå êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ âêëþ-

÷åííÿ. Îñòàííº âèçíà÷àºòüñÿ òàêèì ð³âíÿííÿì òåîð³¿ ïðóæíèõ îáîëîíîê [3]: 
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äå 0 0,G ρ  – ìîäóëü çñóâó ³ ãóñòèíà âêëþ÷åííÿ. 

Çà óìîâè íåõòóâàííÿ ä³ºþ ç áîêó ìàòðèö³ íà òîðö³ âêëþ÷åííÿ ð³âíÿííÿ 
(5) ñë³ä ðîçãëÿäàòè ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè 
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 Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. ßêùî ñêîðèñòàòèñÿ ðîçðèâíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿí-
íÿ (3), îòðèìàíèì çà ìåòîäèêîþ [5], òî êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ ó ìàòðèö³ ìîæ-
íà âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ 
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 Ùîá çíàéòè êóòîâå ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ âêëþ÷åííÿ, íåîá-
õ³äíî ðîçâ’ÿçàòè îäíîâèì³ðíó çàäà÷ó (5), (6). Äëÿ öüîãî ââîäÿòüñÿ íîâ³ ïî-
çíà÷åííÿ: 
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Ï³ñëÿ ââåäåííÿ öèõ ïîçíà÷åíü ñï³ââ³äíîøåííÿ (5), (6) íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 2
0 0 0 0( ) ( ) ( ),        ( 1) 0

g
v q v v

γ′′ ′ζ + ζ = − ϕ ζ ± =
ε
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 Ðîçâ’ÿçîê îäíîâèì³ðíî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (9) âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ 
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Ó ôîðìóë³ (10) ( , )G τ ζ  – ôóíêö³ÿ ¥ð³íà ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ (9): 
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 0 0cos (1 ) cos (1 )q q+ + ζ − τ ] . 
 Ç ôîðìóë (7), (10) âèïëèâàº, ùî äëÿ âèçíà÷åííÿ êóòîâîãî ïåðåì³ùåííÿ 
â ìàòðèö³ ³ âêëþ÷åíí³ íåîáõ³äíî çíàéòè ñòðèáîê äîòè÷íîãî íàïðóæåííÿ 

( )zχ . Â³í ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé â ðåçóëüòàò³ ðåàë³çàö³¿ ïåðøî¿ ç óìîâ (4). 
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Îñê³ëüêè çðó÷í³øå âèêîðèñòîâóâàòè íå ñàìó öþ óìîâó, à ð³âí³ñòü, îòðèìàíó 
ç íå¿ äèôåðåíö³þâàííÿì, òî ñòðèáîê áóäåìî çíàõîäèòè ç ð³âíîñòåé 
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Ïåðøà ç ð³âíîñòåé (11) º ðåçóëüòàò äèôåðåíö³þâàííÿ ïåðøî¿ ð³âíîñò³ (4), à 
äðóãà – óìîâà åêâ³âàëåíòíîñò³ ïðîäèôåðåíö³éîâàíî¿ ³ âèõ³äíî¿ ð³âíîñòåé. 
Ï³äñòàâèâøè â (11) âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü (7) ³ (10), îòðèìàºìî ³íòåãðàëüíå 
ð³âíÿííÿ ³ äîäàòêîâó óìîâó äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî ñòðèáêà íàïðóæåíü, 
ÿê³ ï³ñëÿ ïåðåõîäó äî ïîçíà÷åíü (8) íàáóâàþòü âèãëÿäó 
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 Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿíü (12) íåîáõ³äíî âèëó÷èòè ñèíãóëÿðíó 
ñêëàäîâó ÿäåð ³íòåãðàëüíèõ îïåðàòîð³â. Ó ðîáîò³ [4] äîâåäåíî, ùî 
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Îêð³ì òîãî, ìàº ì³ñöå ïîäàííÿ 
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ôîðìóë ð³âíÿííÿ (12) ïåðåòâîðþþòüñÿ òàêèì ÷èíîì: 
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Ó (13) ïîçíà÷åíî  
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 Ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (13) ó êëàñ³ ôóíêö³é, ùî ³íòåãðóþòüñÿ 
íà ³íòåðâàë³ 1, 1−[ ] , çíàõîäèìî ó âèãëÿä³ 
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Òîä³ âíàñë³äîê çàñòîñóâàííÿ ÷èñåëüíîãî êîëîêàö³éíîãî ìåòîäó, âèêëàäåíîãî 
â [1], ç (13) îòðèìóºìî òàêó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 
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Ó ñèñòåì³ (15) ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ: 
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Ïðè âèâåäåíí³ ñèñòåìè (15) äëÿ ³íòåãðàë³â ç ôóíêö³ºþ sgn ( )τ − ζ  ³ ëîãàðèô-
ì³÷íîþ îñîáëèâ³ñòþ âèêîðèñòàíî êâàäðàòóðí³ ôîðìóëè, íàâåäåí³ ó ðîáîò³ [2]. 
 Ï³ñëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñèñòåìè (15) íåâ³äîìà ôóíêö³ÿ ( )xψ  íàáëèæàºòüñÿ 
³íòåðïîëÿö³éíèì ìíîãî÷ëåíîì 
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äå ( )nT τ  – ìíîãî÷ëåí ×åáèøåâà äðóãîãî ðîäó. 

 Íàéá³ëüøó ö³êàâ³ñòü äëÿ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ ³ òåîð³¿ ì³öíîñò³ âèêëè-
êàº íàïðóæåíèé ñòàí â ìàòðèö³ ïîáëèçó âêëþ÷åííÿ. Äëÿ éîãî îö³íêè âèêî-
ðèñòîâóþòü êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í), ÿê³ ââîäÿòüñÿ ôîð-
ìóëàìè 
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Íàáëèæåí³ çíà÷åííÿ áåçðîçì³ðíèõ Ê²Í ÷åðåç ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (15) 
ïîäàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì [4]: 
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Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî äîñë³äæåííÿ ³ âèñíîâêè. Çà äîïîìîãîþ ôîð-
ìóë (16) ïðîâåäåíî êîìï’þòåðíå äîñë³äæåííÿ çàëåæíîñò³ Ê²Í â³ä ïàðàìåò-
ð³â õâèëüîâîãî íàâàíòàæåííÿ, â³äíîøåííÿ ô³çè÷íèõ ñòàëèõ ìàòðèö³ ³ âêëþ-
÷åííÿ, à òàêîæ â³äíîøåííÿ õàðàêòåðíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â âêëþ÷åííÿ. 
Ðåçóëüòàòè öüîãî äîñë³äæåííÿ íàâåäåíî íèæ÷å ó âèãëÿä³ ãðàô³ê³â. Ïðè ðîç-
ðàõóíêàõ ââàæàëè, ùî â³äíîñíà òîâùèíà âêëþ÷åííÿ 0.05.ε = Îñê³ëüêè ðîç-
ðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî íàéá³ëüø³ çíà÷åííÿ Ê²Í ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ïðè çíà÷åí-
íÿõ â³äíîøåííÿ õâèëüîâèõ ñòàëèõ 0α , áëèçüêèõ äî 1, òî ðåçóëüòàòè íàâåäå-

íî ò³ëüêè äëÿ âèïàäêó 0 0.95α = . Óñ³ ãðàô³êè ³ëþñòðóþòü çàëåæíîñò³ K−  

â³ä 0æ , îñê³ëüêè K K− +> . 

Ùîá ç’ÿñóâàòè âïëèâ íà çíà÷åííÿ Ê²Í ñàìå æîðñòêîñò³ âêëþ÷åííÿ, 
ñïî÷àòêó ââàæàëè, ùî âêëþ÷åííÿ ³ ìàòðèöÿ ìàþòü îäíàêîâó ãóñòèíó: 1ρ = .  
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 Рис. 2  Рис. 3  
 Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â íàâåäåíî 
íà ðèñ. 2–4, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì 
â³äíîøåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â 
âêëþ÷åííÿ 0.5,  1,  2γ = γ = γ = . Ãðàô³êè 

íà öèõ ðèñóíêàõ ïîêàçóþòü çì³íó K−  
ïðè çðîñòàíí³ õâèëüîâîãî ÷èñëà äëÿ 
çíà÷åíü â³äíîøåííÿ ìîäóë³â çñóâó g =  

0.001, 0.01, 0.1, 0.5, 1.0= . Ìîæíà áà÷èòè, 
ùî ç³ ñïàäàííÿì g  çíà÷åííÿ Ê²Í çðîñ-

òàþòü. Ïðè 0.001g =  âîíè âæå ïðàêòè÷-
íî çá³ãàþòüñÿ ç³ çíà÷åííÿìè, ùî â³äïî-
â³äàþòü àáñîëþòíî æîðñòêîìó âêëþ÷åííþ [4], á³ëÿ ÿêîãî áóäå íàéá³ëüøà 
êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü. Òàêîæ ìîæíà áà÷èòè íàÿâí³ñòü ÷àñòîòè, ïðè ÿê³é 
çíà÷åííÿ Ê²Í ñÿãàþòü ìàêñèìóìó, ïðè÷îìó öÿ ÷àñòîòà çìåíøóºòüñÿ ïðè 
çðîñòàíí³ æîðñòêîñò³ âêëþ÷åííÿ. 
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 Рис. 5  Рис. 6  

Ç ìåòîþ ç’ÿñóâàííÿ ìîæëèâîñò³ 
ðîçãëÿäó âêëþ÷åíü âåëèêî¿ æîðñòêîñò³ 
ÿê àáñîëþòíî æîðñòêèõ áóëè ïðîâåäåí³ 
ðîçðàõóíêè Ê²Í äëÿ äåÿêèõ ðåàëüíèõ 
ìàòåð³àë³â ìàòðèö³ òà âêëþ÷åííÿ. Îòðè-
ìàí³ ïðè öüîìó ðåçóëüòàòè ìîæíà áà÷è-
òè íà ðèñ. 5–7, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü íàâåäå-
íèì âèùå â³äíîøåííÿì γ  ðîçì³ð³â 
âêëþ÷åííÿ. Ñóö³ëüí³ êðèâ³ ïîêàçóþòü 
çì³íó Ê²Í â çàëåæíîñò³ â³ä õâèëüîâîãî 
÷èñëà ïðè âðàõóâàíí³ ïðóæíîñò³ âêëþ-
÷åííÿ, à ïóíêòèðí³ – çà ïðèïóùåííÿ, ùî 
âêëþ÷åííÿ º àáñîëþòíî æîðñòêèì. Ââà-
æàëè, ùî ìàòåð³àëîì âêëþ÷åííÿ º ñòàëü, à ìàòðèöÿ ñêëàäåíà ç òàêèõ ìàòå-
ð³àë³â: êðèâà 1 – áåòîí ( 0.078,  0.305)g = ρ = ; êðèâà 2 – ñâèíåöü ( 0.073g = , 

1.44)ρ = ; êðèâà 3 – ´óìà ( 0.000038,  0.118)g = ρ = . 
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Ïîð³âíÿííÿ ñóö³ëüíèõ ³ ïóíêòèðíèõ êðèâèõ 1 ³ 2 ïîêàçóº, ùî ïðè âðà-
õóâàíí³ ïðóæíîñò³ âêëþ÷åííÿ îòðèìàí³ çíà÷åííÿ Ê²Í º çíà÷íî ìåíøèìè, 
íàâ³òü ó âèïàäêó äîñèòü æîðñòêèõ âêëþ÷åíü. Ùî ñòîñóºòüñÿ ìàòðèö³ ç ãó-
ìè, òî îáèäâ³ êðèâ³ 3 ñï³âïàäàþòü, òîáòî ó öüîìó âèïàäêó âêëþ÷åííÿ ìîæíà 
ââàæàòè àáñîëþòíî æîðñòêèì. 
 Íàâåäåí³ íà ðèñ. 2–7 ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü îö³íèòè âïëèâ íà çíà÷åí-
íÿ Ê²Í òàêîæ ³ â³äíîøåííÿ ãåîìåòðè÷íèõ ðîçì³ð³â âêëþ÷åííÿ. Ìîæíà áà÷è-
òè, ùî ñèëüí³øà êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü âèíèêàº äëÿ âêëþ÷åíü, ó ÿêèõ 
ä³àìåòð º á³ëüøèì í³æ âèñîòà. 
 Âçàãàë³ ÷èñåëüíèé àíàë³ç íàïðóæåíîãî ñòàíó äîçâîëÿº çðîáèòè âèñíî-
âîê, ùî ó âèïàäêó êðóòèëüíèõ êîëèâàíü ïðè çá³ëüøåíí³ æîðñòêîñò³ âêëþ-
÷åííÿ çðîñòàº ³ êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü íàâêîëî íüîãî. Ïðóæí³ñòü âêëþ-
÷åííÿ ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî çìåíøåííÿ çíà÷åííÿ Ê²Í ïîð³âíÿíî ç âêëþ-
÷åííÿì àáñîëþòíî æîðñòêèì íàâ³òü ó âèïàäêó äîñèòü æîðñòêèõ âêëþ÷åíü. 
Ïðè çá³ëüøåíí³ æîðñòêîñò³ âêëþ÷åííÿ çíà÷åííÿ Ê²Í ïðÿìóþòü äî çíà÷åíü, 
â³äïîâ³äíèõ àáñîëþòíî æîðñòêîìó, àëå çá³ãàííÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ïðè â³äíî-

øåíí³ ìîäóë³â çñóâó g  ïîðÿäêó 310− , ùî íå ðåàë³çóºòüñÿ äëÿ áàãàòüîõ ðå-
àëüíèõ ìàòåð³àë³â. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ ОКОЛО ВКЛЮЧЕНИЯ В ВИДЕ 
КОНЕЧНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ ПОД ДЕЙСТВИЕМ ВОЛНЫ КРУЧЕНИЯ 
 
Ðåøåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â íåîãðàíè÷åííîì òåëå 
âîçëå âêëþ÷åíèÿ â âèäå öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì îñåñèììåòðè÷íîé 
âîëíû êðó÷åíèÿ. Âêëþ÷åíèå ìîæåò áûòü êàê àáñîëþòíî æåñòêèì, òàê è óïðó-
ãèì. Ìåæäó íèì è âíåøíåé ñðåäîé íà âíåøíåé è âíóòðåííåé ñòîðîíàõ âûïîëíåíû 
óñëîâèÿ èäåàëüíîãî ñöåïëåíèÿ. Ìåòîä ðåøåíèÿ îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ðàçðûâ-
íîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé è ñâåäåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è ê 
ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî ñêà÷êà êàñà-
òåëüíûõ íàïðÿæåíèé.  
 
ANALYSIS OF STRESS CONCENTRATION NEAR INCLUSION IN THE FORM OF FINITE 
CYLINDRICAL SHELL UNDER ACTION OF TORSIONAL WAVE  
 
The problem about the definition of stress state in the unbounded body near inclusion in 
the form of a cylindrical shell under the action of an axisymmetric torsional wave is 
solved. The inclusion can be both absolutely stiff and elastic. The conditions of ideal 
cohesion between the inclusion and the external medium on the external and internal 
sides of the inclusion are satisfied. The method of solution is based on the use of the 
discontinuous solution of equation of torsional oscillations and reduction of the boun-
dary-value problem to the singular integral equation concerning unknown jump of tan-
gential stresses.  
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