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ÓÄÊ 539.3 
 
В. К. Опанасович1, Б. С. Слободян2  
 
ЗГИН КУСКОВО-ОДНОРІДНОЇ ПЛАСТИНИ З ТРІЩИНОЮ 
НА ПРЯМОЛІНІЙНІЙ МЕЖІ ПОДІЛУ МАТЕРІАЛІВ 
З УРАХУВАННЯМ КОНТАКТУ ЇЇ БЕРЕГІВ  
 

Äîñë³äæåíî äâîñòîðîíí³é çãèí êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñòèíè ç 
òð³ùèíîþ íà ïðÿìîë³í³éí³é ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ç óðàõóâàííÿì êîíòàê-
òó ¿¿ áåðåã³â. ²ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ ³ êîìï-
ëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â ñôîðìóëüîâàíó çàäà÷ó çâåäåíî äî çàäà÷ ë³í³éíîãî ñïðÿ-
æåííÿ, íà îñíîâ³ ÿêèõ çíàéäåíî ÿâíèé âèãëÿä äëÿ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â. 
Ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàë³ç êîíòàêòíîãî òèñêó ì³æ áåðåãàìè òð³ùèí ³ íà-
ïðóæåíü íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â.  

 
 Ó ìàøèíîáóäóâàíí³ òà ³íøèõ ãàëóçÿõ òåõí³êè øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü 
ïëàñòèí÷àñò³ åëåìåíòè, ùî çóìîâëåíî ¿õ ïîð³âíÿíîþ ëåãê³ñòþ ³ ì³öí³ñòþ. ¯õ 
ä³ºçäàòí³ñòü òà åêñïëóàòàö³éí³ õàðàêòåðèñòèêè çàëåæàòü â³ä òð³ùèíîïîä³á-
íèõ äåôåêò³â, ÿê³ ð³çêî çíèæóþòü ä³àïàçîí äîïóñòèìîãî íàâàíòàæåííÿ. Òî-
ìó âàæëèâî çíàòè, ÿê òàê³ äåôåêòè âïëèâàþòü íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâà-
íèé ñòàí ³ ì³öí³ñòü òîíêîñò³ííèõ êîíñòðóêö³é. 
 Çíà÷íèé ³íòåðåñ ïðåäñòàâëÿº âèâ÷åííÿ çãèíó ïëàñòèí÷àñòèõ åëåìåíò³â 
êîíñòðóêö³¿ ç òð³ùèíàìè. Âïåðøå çàäà÷ó ïðî çãèí ïëàñòèíè ç ïðÿìîë³í³é-
íîþ íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ ðîçãëÿíóâ M. L. Williams [16], âèêîðèñòîâóþ÷è 
êëàñè÷íó òåîð³þ ³ ââàæàþ÷è, ùî áåðåãè òð³ùèíè íå êîíòàêòóþòü. Ïîñòàíîâ-
êè çàäà÷ òàêîãî òèïó äëÿ ïëàñòèíè ç òð³ùèíàìè òà ìåòîäè ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [8, 11]. Ó ðîáîò³ [14] ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê 
çàäà÷³ ïðî çãèí ïëàñòèíè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó ¿¿ 
áåðåã³â ïî âñ³é ¿¿ äîâæèí³ íà âåðõí³é àáî íèæí³é îñíîâ³ ïëàñòèíè ç âè-
êîðèñòàííÿì òåîð³¿ Ê³ðõãîôà – Ëÿâà. Ó ðîáîò³ [7] äîñë³äæóâàëàñü çàäà÷à 
ïðî çãèí ïëàñòèíè ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ Ðåéñíåðà. Îãëÿä ðîá³ò ç öüîãî 
íàïðÿìêó íàâåäåíî â ïðàö³ [8]. Ó ðîáîòàõ [5, 6] ðîçãëÿíóòî çãèí êóñêîâî-îä-
íîð³äíî¿ ïëàñòèíè ç òð³ùèíîþ â îäí³é ³ç ñêëàäîâèõ çà ð³çíîãî ¿¿ ðîçì³ùåííÿ 
â³äíîñíî ë³í³¿ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ç óðàõóâàííÿì êîíòàêòó áåðåã³â äåôåêòó. 
 Òåîðåòè÷íîþ îñíîâîþ ðîçðàõóíêó íà ì³öí³ñòü ïëàñòèí÷àñòèõ ñòðóêòóð, 
ñêëàäåíèõ ç ð³çíèõ åëåìåíò³â, º ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî íàïðóæåíî-äåôîðìî-
âàíèé ñòàí ç’ºäíàíèõ ï³âïëîùèí ç ð³çíèìè ïðóæíèìè âëàñòèâîñòÿìè ç ì³æ-
ôàçíèìè äåôåêòàìè. Âîíà º ³äåàë³çàö³ºþ çâàðíîãî ç’ºäíàííÿ äâîõ ð³çíèõ 
ìåòàë³÷íèõ ò³ë ç òð³ùèíàìè âçäîâæ çâàðíîãî øâà, ÿê³ ïîÿâëÿþòüñÿ ó ïðî-
öåñ³ çâàðþâàííÿ àáî åêñïëóàòàö³¿. Çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñòðóêòóð ç 
ì³æôàçíèìè äåôåêòàìè, áåðåãè ÿêèõ íå êîíòàêòóþòü, ðîçãëÿäàëèñü ó áàãà-
òüîõ ïðàöÿõ ³ ¿õ ñèñòåìàòèçîâàíî â äîâ³äíèêàõ [12, 13]. Ïëîñê³ êîíòàêòí³ çà-
äà÷³ äëÿ ì³æôàçíèõ òð³ùèí çà ä³¿ ñèëîâèõ ³ òåðì³÷íèõ íàâàíòàæåíü ðîçâ’ÿ-
çàíî â ïðàöÿõ [1, 2, 4, 9, 15]. Âïëèâ êîíòàêòó áåðåã³â ì³æôàçíèõ òð³ùèí ó 
êóñêîâî-îäíîð³äíèõ ïëàñòèíàõ çà çãèíó â ë³òåðàòóð³ íå âèâ÷àâñÿ. 

Ïîáóäîâà åôåêòèâíèõ ìîäåëåé òà îòðèìàííÿ íà ¿õ îñíîâ³ ðîçâ’ÿçê³â 
çàäà÷ ïðî çãèí ïëàñòèíè ç óðàõóâàííÿì ÿâèùà çàêðèòòÿ òð³ùèíè äàº çìîãó 
óòî÷íèòè óìîâè ïîøèðåííÿ òð³ùèíè òà ðóéíóâàííÿ ïëàñòèí÷àñòèõ êîí-
ñòðóêö³éíèõ åëåìåíò³â. 

 Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Äîñë³äèìî çãèí êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ ³çîòðîïíî¿ ïëàñ-
òèíè ñòàëî¿ òîâùèíè 2h  ç ïðÿìîë³í³éíîþ ìåæåþ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â. Ââàæà-
ºìî, ùî íà ìåæ³ ïîä³ëó ðîçì³ùåíà ìàòåìàòè÷íà òð³ùèíà çàâäîâæêè 2 , áå-
ðåãè ÿêî¿ âñòóïàþòü ó ãëàäêèé êîíòàêò íà îäí³é ç îñíîâ ïëàñòèíè ï³ä ä³ºþ 
ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåíèõ ìîìåíò³â íà íåñê³í÷åííîñò³ (ðèñ. 1). 
 Âèáåðåìî äåêàðòîâó ñèñòåìó êîîðäèíàò Oxyz  ç ïî÷àòêîì ó öåíòð³ òð³-

ùèíè, íàïðàâèâøè â³ñü Ox  ïî ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â òàê, ùîá êîîðäèíàò-
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íà ïëîùèíà Oxy  ñï³âïàäàëà ç ñå-
ðåäèííîþ ïîâåðõíåþ ïëàñòèíè. Ë³-
í³þ îñ³ Ox , äå ðîçì³ùåíà òð³ùèíà, 
ïîçíà÷èìî ÷åðåç L , à ÷åðåç L′  – 
ìåæó ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ïîçà òð³-
ùèíîþ, äå â³äáóâàºòüñÿ ¿õ ³äåàëü-
íèé êîíòàêò. Ï³âïëîùèíó, äëÿ ÿêî¿ 

0y >  ( 0)y < , ïîçíà÷èìî ÷åðåç 2S  

1( )S . Ïðóæíèì ñòàëèì ìàòåð³àë³â 

ï³âïëîùèíè jS  áóäåìî ïðèïèñóâà-

òè ³íäåêñ ,  1,2j j = . Ãðàíè÷íèì çíà-

÷åííÿì â³äïîâ³äíèõ âåëè÷èí ïðè ïðÿìóâàíí³ y  äî îñ³ Ox  ³ç îáëàñò³ 2S  ³ 

1S  â³äïîâ³äíî áóäåìî ïðèïèñóâàòè ³íäåêñè «+» ³ «–». Çãèíàëüí³ ìîìåíòè íà 

íåñê³í÷åííîñò³ ïîçíà÷àºìî ÷åðåç 1xM∞  ³ 2xM∞ , yM∞  (ðèñ. 1). 

 Îñê³ëüêè áåðåãè òð³ùèíè êîíòàêòóþòü, òî â ïëàñòèí³, êð³ì çãèíàëüíèõ 
ìîìåíò³â, âèíèêàþòü ìåìáðàíí³ çóñèëëÿ [14]. Òîìó ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïîäàìî 
ó âèãëÿä³ ðîçâ’ÿçê³â äâîõ çàäà÷: çàäà÷³ ïðî óçàãàëüíåíèé ïëîñêèé íàïðóæå-
íèé ñòàí ³ çàäà÷³ ïðî çãèí ïëàñòèíè (òåîð³ÿ Ê³ðõãîôà – Ëÿâà), çà òàêèõ 
êðàéîâèõ óìîâ:  

 ,        0,       ,         
2yy yy xy y y
N M M x L
h

± ± ±σ = σ = − σ = = ∈ , 

 2,         ,        y x xyM hN V h W x L= ∂ = − ∂ ∈[ ] [ ] , 

 0,         ( ) 0,        yy xy xi U iV x L′σ − σ = ∂ + = ∈[ ] [ ] , 

 2 20,       0,     [ ]x

y xy y xx xyM i H N dx W i W x L
−∞

  ′+ + = ∂ + ∂ = ∈ 
 ∫ [ ]( ) . 

Òóò N  – êîíòàêòíå çóñèëëÿ ì³æ áåðåãàìè òð³ùèíè; ,yy xyσ σ  – êîìïîíåíòè 

òåíçîðà íàïðóæåíü; ,U V  – ïðîåêö³¿ âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ òî÷êè â ïëîñê³é 

çàäà÷³ íà îñ³ Ox  ³ Oy  â³äïîâ³äíî; W  – ïðîãèí ïëàñòèíè; yM  ³ xyH  – â³ä-

ïîâ³äíî çãèíàëüíèé ³ êðóòíèé ìîìåíòè; yN  – ïåðåð³çóâàëüíà ñèëà; yP N= +  

x xyH+ ∂ – óçàãàëüíåíà â ñåíñ³ Ê³ðõãîôà ïåðåð³çóâàëüíà ñèëà; f f f+ −= −[ ] . 

 Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Ââåäåìî êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè ( )
P ( )j zΦ , 

( )
P ( )j zΨ  äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òà ( )

Ç ( )j zΦ , ( )
Ç ( )j zΨ  – äëÿ çãèíó ïëàñòèíè. Àíà-

ë³òè÷íî ïðîäîâæèìî ( )
P ( )j zΦ  ³ ( )

Ç ( )j zΦ  ³ç îáëàñò³ jS  â îáëàñòü 3 jS −  çà 

ôîðìóëîþ [3, 10]  

 ( ) ( ) ( ) ( ),         ( ) ( )z z z z z z z′Φ = −Φ − Φ − Ψ Φ = Φ , 

äå â³äïîâ³äí³ ³íäåêñè îïóùåíî. 
 Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïëàñòèíè âèçíà÷àºìî íà îñíîâ³ ñï³ââ³ä-
íîøåíü [3, 10]  

 ( )  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

P P P( ) ( ) ( )j j j j j
yy xyi z z z z z′σ − σ = Φ − Φ + − Φ ,  (1) 

  
( ) ( ) ( )
P P2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j j

j j PU iV z z z z z
x
∂ ′µ + = Φ + Φ − − Φ

∂
æ ,  (2) 

  

2 2
( ) ( ) ( )
Ç Ç Ç2

( ) ( ) ( ) ( )j j jW Wi z z z z z
x yx

∂ ∂ ′+ = Φ − Φ + − Φ
∂ ∂∂

, (3) 



∞
2xM

∞
1xM

∞
2xM

∞
yM

∞
yM

− 

∞
1xM µ µ1 1, , ,1 1æ æ

µ µ2 2, , , 2 2æ æ

′L ′L

y

x

z

L

 

2h 

S1 
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Рис. 1 
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 ( )
Ç2 ( )

x
j

j y xy y j jM i H N dx ic z
−∞

   µ + + + = Φ +   
   ∫  æ  

 ( ) ( )
Ç Ç( ) ( ) ( )j jz z z z′+ Φ − − Φ . (4) 

Òóò z x iy= + ; 1i = − ; 
2(1 )

j
j

j

E
µ =

+ ν
, 1

2 (1 )j
j jD

µ = −
− ν

 ; 
3

2

2

3 1

j
j

j

E h
D =

− ν( )
; 

3

1
j

j
j

− ν
=

+ ν
æ , 

3

1
j

j
j

+ ν
=

− ν
æ ; jE  – ìîäóëü Þíãà; jν  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà; 

jc  – ä³éñíà ñòàëà. 

 Äëÿ çãèíó ïëàñòèíè êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè ïîäàìî òàê: 

 ( ) ( )
Ç Ç

3

, ,
( ) ( )

, ,
j jj j

j j j

z S
z z

z S −

Γ ∈
Φ = Φ +  ′−Γ − Γ ∈

  (5) 

äå 

 ( )
Ç 2

1,   ,    ( ) ,    
4 (1 ) 2 (1 )

xj y y xj j
j j

j j j j

M M M M
z O z

D D z

∞ ∞ ∞ ∞+ −  ′Γ = − Γ = Φ = → ∞ + ν − ν  
 . (6) 

 Ââåäåìî íîâ³ ôóíêö³¿: 

 (2) (1)
Ï P P( ) ( ) ( )z z zθ = Φ + Φ ,  

 ( ) (3 )
Ï P P

3

1( ) ( ) ( ),       
2 2

j j j
j

j j
z z z z S−

−
Φ = Φ − Φ ∈

µ µ
æ

, (7) 

  
(2) (1)

Ç Ç Ç( ) ( ) ( )z h z zθ = Φ + Φ ( ) , 

 ( ) (3 )
Ç Ç

3

1( ) ( ) ( ),       
2 2

j j j
Ç j

j j
z z z z S−

−
Φ = Φ − Φ ∈

µ µ

  
 

æ
. (8) 

 Ç êðàéîâî¿ óìîâè  

 ,        yy xy yy xyi i x L L+ + − − ′σ − σ = σ − σ ∈ + , 

âðàõîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ (7), îòðèìàºìî çàäà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ 

 Ï Ï( ) ( ) 0,           x x x L L+ − ′θ − θ = ∈ + , 

ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ º  

 Ï ( ) 0zθ = . (9) 

 Ç êðàéîâî¿ óìîâè 

 ,      
x x

y yM i P dx M i P dx x L L
+ −

+ −

−∞ −∞

    ′+ = + ∈ +   
   ∫ ∫ , 

áåðó÷è äî óâàãè ñï³ââ³äíîøåííÿ (4) ³ ïîçíà÷åííÿ (5), (8), îòðèìàºìî 

 2
Ç 1 2 1 1

2 1

1( ) ( )
2 2

x ic+ ′Φ + + Γ − −Γ − Γ =
µ µ

 

æ
 

 1
Ç 2 1 2 2

1 2

1( ) ( )
2 2

x ic+ ′= Φ + + Γ − −Γ − Γ
µ µ

 

æ
. (10) 

 Âðàõîâóþ÷è ïîâåä³íêó ôóíêö³é Ç ( )xΦ  íà íåñê³í÷åííîñò³ òà ïîçíà÷åííÿ 

(6), ç (10) îòðèìàºìî, ùî 1 2c c c= = , à òàêîæ çàäà÷ó ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ 

 Ç Ç( ) ( ) 0,       x x x L L+ − ′Φ − Φ = ∈ + , 

ðîçâ’ÿçêîì ÿêî¿ º 

 Ç ( ) 0zΦ = . (11) 
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 Áåðó÷è äî óâàãè (11) ³ (9) ³ ïîçíà÷åííÿ (7) ³ (8), êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè 
( )
P ( )j zΦ  ³ ( )

Ç ( )j zΦ  ïîäàìî òàê: 

 
1 2 Ï

( )
P

1 2 Ï 3
3

2 ( ), ,

( )
2 ( ), ,

j
jj

j
j

z z S
A

z
z z S

A −
−

 µ µ Φ ∈
Φ = 

− µ µ Φ ∈


 

 
Ç

( )
Ç

3 Ç 3
3

1 ( ), ,

( )
1 ( ), .

j j
jj

j j j
j

z z S
A h

z
z z S

A h − −
−

 µ θ ∈
Φ = 

µ θ ∈





  æ
 (12) 

Òóò 3j j j jA −= µ + µæ , 3j j j jA −= µ + µ   æ ,  1, 2j = . 

 Ç êðàéîâî¿ óìîâè  

 0,       x x yW i W x L′∂ ∂ + ∂ = ∈[ ] , 

âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ³ ôîðìóëó (6), çàïèøåìî 

 2 1 1 2
Ç Ç 2 2 Ç Ç 1 11( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2 ,    x x x x x L+ + − −′ ′ ′Φ + Φ + Γ + Γ = Φ + Φ + Γ + Γ ∈    . (13) 

 Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ Ç ( )xΦ  ïðè âåëèêèõ x  çàíèêàº, òî ïîâèííà âèêîíó-
âàòèñü ð³âí³ñòü 

 
1

1 1 1 1
1 1 2 2 1 2 2x x yM E M E M E E∞ − ∞ − ∞ − −− = − + −ν + ν( ) . 

 ßêùî âðàõóâàòè ð³âíîñò³ (8), òî ç (13) îäåðæèìî 

 Ç Ç( ) ( ) 0,            x x x L+ − ′θ − θ = ∈ . 

 Âèêîðèñòàâøè êðàéîâó óìîâó 

 12 ,        yy yy yy N x L
h

+ −σ + σ = σ = − ∈ , 

òà ñï³ââ³äíîøåííÿ (1) ³ (12), ï³ñëÿ ïåðåòâîðåíü ìàòèìåìî 

 Ï Ï( ) ( ) ,           x g x Nq x L+ −Φ − Φ = − ∈ , (14) 

äå 2
1 2

1
4

q A
h

=
µ µ

 , 2

1

A
g

A
= − . 

 Â³äîêðåìèâøè ä³éñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè â (14), îäåðæèìî 

 Ï ÏRe ( ) ( ) ,             x g x Nq x L+ −Φ − Φ = − ∈( ) , (15) 

 Ï Ï Ï Ï( ) ( ) ( ) ( ) ,            x x g x x x L+ + − − Φ − Φ = Φ − Φ ∈ 
 

. (16) 

 Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (2), âðàõîâóþ÷è (7) ³ (16), çàïèøåìî  

 Ï Ï( ) ( ) ( ),         x x w x x L− −Φ − Φ = ∈ , 

 Ï Ï( ) ( ) ( ),        x x gw x x L+ +Φ − Φ = ∈ , (17) 

 
 2( )

1
Viw x

g x
∂= ⋅

− ∂
[ ]

. 

 Äîäàâøè òà â³äíÿâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (17), îòðèìàºìî 

 Ï Ï Ï Ï( ) ( ) ( ) ( ) ,    xV x x x x x L+ −∂ = α Φ − Φ + Φ − Φ ∈[ ] ( ) ( ){ } , (18) 

 Ï Ï Ï Ï( ) ( ) ( ) ( ) ,    xV x x x x x L+ −∂ = β Φ + Φ − Φ + Φ ∈[ ] ( ) ( ){ } , (19) 

òóò 
1 1
1 2

g
g i

−α = ⋅
+

, 1
2i

β = . 
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 Íà ï³äñòàâ³ (4) ìîæåìî çàïèñàòè 

 (2) (2)
2 22 ( ) ( ) ( ),        y Ç ÇM ic x x x L+ −µ + = Φ + Φ ∈ æ . 

 ßêùî òåïåð âðàõóâàòè (5), (6) ³ (12), òî îäåðæèìî 

 2
Ç Ç

2

2( ) ( ) ( ) 2 ,        y yM ic x g x M x L
hA

+ − ∞+ = θ − θ + ∈



æ

( ) , (20) 

    

1 2

2 1

A
g

A
= −


 

æ
æ

. 

 Âçÿâøè ä³éñíó òà óÿâíó ÷àñòèíè â (20), ìàòèìåìî 

 2
3 3 3 3

2

( ) ( ) ( ) ( ) ,   
4y yM x x g x x M x L
hA

+ + − − ∞  = Φ + Φ − Φ + Φ + ∈  
  




æ
, (21) 

 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 2 ,       x x g x x iQ x L+ + − − θ − θ − θ − θ = ∈ 
 

 , (22) 

 
2

22cA h
Q =


æ . 

 Íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (3) ç óðàõóâàííÿì (22) çàïèøåìî 

 2
3 3 3 3

4
( ) ( ) ( ) ( ) ,    

1xy
iQ

W x x x x x L
g

+ − ∂ = α − + θ − θ + θ − θ ∈ − 
[ ]   ( ) ( ) , (23) 

 2
3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,       xyW x x x x x L

+ −∂ = β θ + θ − θ + θ ∈[ ]  {( ) ( ) } , (24) 

 
1

2 (1 )
g

ih g
−

α =
+


 ,  1

2hi
β = . 

 Ç êðàéîâî¿ óìîâè 

 2 ,            x xyV h W x L∂ = − ∂ ∈[ ] [ ] , 

âðàõóâàâøè (18), (19), (23), (24), îòðèìàºìî òàê³ çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ: 

 Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( )x x h x x P
+

α Φ − Φ + α θ − θ − +( ) ( )[ ]  

 Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 0,    x x h x x P x L
−

+ α Φ − Φ + α θ − θ − = ∈( ) ( )[ ] , 

 Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( )x x h x x
+

β Φ + Φ + β θ + θ −( ) ( )[ ]  

 Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ,    x x h x x x L
−

− β Φ + Φ + β θ + θ ∈( ) ( )[ ] . (25) 

Òóò  
2
1
iQ h

P
g

α=
−

 . 

 ßêùî âðàõóâàòè ïîâåä³íêó â³äïîâ³äíèõ ôóíêö³é íà íåñê³í÷åííîñò³, òî 
ðîçâ’ÿçêè êðàéîâèõ çàäà÷ (25) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 2 2 1/2
Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )z z h z z P Pz z z−α Φ − Φ + α θ − θ = − − = ρ  ( ) ( ) , 

 Ï Ï 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 0z z h z zβ Φ + Φ + β θ + θ =( ) ( ) . (26) 

Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó ð³âíÿíü (26) â³äíîñíî ôóíêö³é Ï ( )zΦ  ³ 3 ( )zθ , îäåð-
æèìî 

 Ï 11 Ï 12 3 13( ) ( ) ( ) ( )z a z a z a zΦ = Φ + θ + ρ , 

 3 21 Ï 22 3 23( ) ( ) ( ) ( )z a z a z a zθ = Φ + θ + ρ , (27) 

äå 11
1gg

a
g g

−
=

−


 , 12
( 1)( 1)g g

a
g g

+ −
=

−

 , 13

( 1)( 1)i g g
a

g g
+ +

= −
−


 , 

21
( 1)( 1)

( )
g g

a
g g

− +
= −

−

 ,  22

1gg
a

g g
−

= −
−


 , 23
( 1)( 1)

( )
i g g

a
g g

+ +
=

−


 .  
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 Ç êðàéîâî¿ óìîâè 

 yM hN= , 

âðàõîâóþ÷è (15) ³ (21), ìîæåìî çàïèñàòè 

 2
3 Ç 3 Ç

2

( ) ( ) ( ) ( )
4 yx x g x x M
A h

+ − − + ∞θ + θ − θ + θ + =


 ( ){ }
æ

 

 
2

1 2
Ï Ï Ï Ï

2

2
( ) ( ) ( ) ( )

h
x x g x x

A
+ − − +µ µ

= − Φ + Φ − Φ + Φ( ){ } . (28) 

 Äîäàâøè (16) äî (22), îòðèìàºìî 

 Ï Ï Ï Ï( ) ( ) ( ) ( )x x g x x+ − − +Φ − Φ − Φ − Φ +( )  

 3 3 3 3( ) ( ) ( ) ( ) 2x x g x x iQ+ − − ++ θ − θ − θ − θ =( ) . (29) 

 Ï³äñòàâëÿþ÷è (27) ó (28) ³ (29), îäåðæèìî 

 11 Ï 12 Ï 13 3 14 3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ),       x x x x f x x L+ − + −β Φ + β Φ + β θ + β θ = ∈ , 

 21 Ï 22 Ï 23 3 24 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),       x x x x f x x L+ − + −β Φ + β Φ + β θ + β θ = ∈ , (30) 

äå  11 21 11ga m m ga∗ ∗β = − + − ,  12 21 11a m a m g∗ ∗β = + − , 

13 22 121 ga m ga∗β = − − ,  14 22 12a g m a∗β = − + , 21 11 211 ga gaβ = + +  , 

22 11 21a g aβ = − − − ,  23 12 221ga a gβ = + +  ,  24 12 22a a gβ = − − −  , 

2
1 23 23 13 13

2

4
( ) ( ) ( ) ( ) ( )y

hA
f x M a x ga x m a x m ga x∞ − + ∗ − ∗ += − − ρ + ρ − ρ + ρ


æ , 

2 13 13 23 23( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )f x iQ a x ga x a x ga x− + − += + ρ − ρ + ρ − ρ ,  
3

2 1 2

2 2

8h A
m

A
∗ µ µ

=


æ . 

 Íà îñíîâ³ (30) îòðèìóºìî òàê³ çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ: 

 Ï 3 Ï 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ),   1,2,   j j j jx a x g x a x q x j x L
+ −

Φ + θ − Φ + θ = = ∈[ ] [ ] .  (31) 

Òóò 13 23

21 11

j
j

j
a

δ β + β
=

β + δ β
, 22 12

21 11

j
j

j
g

β + δ β
= −

β + δ β
, 2 1

21 11

( ) ( )
( ) j

j
j

f x f x
q x

+ δ
=

β + δ β
, 

1 21 24 23 22
1,2

13 12 14 11
( 1)j+ β β − β β

δ = −
β β − β β

. 

 Ðîçâ’ÿçàâøè çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ (31), îòðèìàºìî 

 Ï 3

( ) ( )
( ) ( )

2 ( )( )

j j
j

jL

X z q x
z a z dx

i X x x z+Φ + θ =
π −∫ , (32) 

äå 
1

( )
( )

( )

j

j
j

z
X z

z

γ −

γ
−=
+




;  

lnln

2 2 2
jj j

j

gg

i i

θ
γ = = +

π π π
;  jθ  – àðãóìåíò ÷èñëà jg ;  

 2
1 2 2

( ) j
j j

d x
q x d

x
= +

− 
;  1 13 232 ( (1 ) (1 ))jd iQ a g a g P

= + − + − +


[ ]  

 
3

2 2 1 2
23 13

2 2 2 21 11

4 8 1( 1) ( 1)j y
j

hA h A
M g a a g P

A
∞ µ µ   + δ − + − + −    β + δ β   

 
 æ æ

; 

 
3

2 1 2
2 13 23 23 13

2 2 21 11

8
(1 ) (1 ) (1 ) (1 )j j

j

h A Pd a g a g g a a g
A
µ µ  = + + + + δ + + +   β + δ β  


  æ . 
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 Ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ ³íòåãðàë³â ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ (32) ìîæåìî çàïèñàòè 

 Ï 3 2 1 1 1 2 2( ) ( ) ( )z q a X z I a X z IΦ = − ( ) , 

 Ç 3 1 1 2 2( ) ( ) ( )z q X z I X z Iθ = − − ( ) . (33) 
Òóò  

 3
1 2

1
2 ( )

q
i a a

= −
π −

 , 

1
2 1( ) (2 1)

1 ( )j j j
j j

iI z d z
g X z

  π= − − γ − +  −   
  

 2 2 2

1
(2 1)

1 ( )

j
j j

j
j

g zd z
g X z z

−   + − − γ −  +  − 



. 

 Ç óìîâè îäíîçíà÷íîñò³ ïðîãèíó ïðè îáõîä³ êîíòóðó òð³ùèíè  

 3 3Re ( ) ( ) 0x x x dx+ −

−

θ − θ =∫ ( )




  

îòðèìàºìî, ùî 0c = . Òîìó 2
1

2 21 11

4 yj
j

j

MhA
d

∞δ
= −

β + δ β



æ , 2 0jd = . 

 Òåïåð ñï³ââ³äíîøåííÿ (33) ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 
2

1
Ï 1 3

1

( ) ( 1) 1 ( ) (2 1) ( )j
j j j j j

j

z d a zX z X z+
−

=

Φ = − − − γ −∑  ( ) , 

 
2

1
Ç 1

1

( ) ( 1) 1 ( ) (2 1) ( )j
j j j j

j

z d zX z X z+

=

θ = − − − γ −∑  ( ) , 

 1
1

1 2( )(1 )
j

j
j

d
d

a a g
=

− −
 . 

 Êîíòàêòíèé òèñê ì³æ áåðåãàìè òð³ùèíè çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ 

 
2

1
1 3

1

1( 1) (1 ( )) 1 ( )j
j j j j

jj

N d a r x g r x
g

+
−

=

  = − − − −    ∑  , 

äå 

  2 2 1/2( ) ( ) sin ln 2 cos lnjb
j j j j

x xr x e x x b b b
x x

− π     − −   = − −       + +       
  
 

. 

 Ðîçïîä³ë íàïðóæåíü â îêîë³ âåðøèí òð³ùèíè äëÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ 
ìàòèìå âèãëÿä 

 
2

( )
1

1

1 cos sin ( ) sin
2

jbk j
yy j j

kj

K e
r A

−θ ∗ ∗

=

 σ = − γ − θ γ − θ +


∑ ( ) ( )[  

 1
2

3

1 12 sin ( ) cos cos ( ) sinjbb j
j j j j

k k
b e K e

A A
−θθ∗ ∗

−

 + θ γ − θ − α − γ − 
 

( ) ( )] [  

 ( )
3

1sin cos 2 sin ( ) sin sin ( )jb
j j j j

k
b e

A
θ∗ ∗

−

− θ γ − θ − θ γ − θ + α  
 

( ) ( )] , 

 
2

( )
1

1

1 3 cos sin ( ) sin
2

jbk j
xx j j

kj

K e
r A

−θ ∗ ∗

=

 σ = − γ + θ γ − θ − 


∑ ( ) ( )[  

 1
2

3

1 12 sin ( ) cos cos ( ) 3sinjbb j
j j j j

k k
b e K e

A A
−θθ∗ ∗

−

 − θ γ − θ + α − γ + 
 

( ) ( )] [  

 
3

1sin ( ) cos 2 sin ( ) sin sin ( )jb
j j j j

k
b e

A
θ∗ ∗

−

+ θ γ − θ + θ γ − θ − α  
 

( ) ( )] , 
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2

( )
1

1

1 sin sin ( ) cos
2

jbk j
xy j j

kj

K e
r A

−θ ∗ ∗

=

 σ = − − γ − θ γ − θ +


∑ ( ) ( )[  

 1
2

3

1 12 sin ( ) sin sin ( ) cosjbb j
j j j j

k k
b e K e

A A
−θθ∗ ∗

−

 + θ γ − θ − α − − γ + 
 

( ) ( )] [  

 
3

1sin ( ) cos 2 sin ( ) sin cos ( )jb
j j j j

k
b e

A
θ∗ ∗

−

+ θ γ − θ − θ γ − θ − α  
 

( ) ( )] , 

äå 1 1 2 12j
j jK a d= µ µ  , 2 12j j

jK b K= , ln
2 2j j
rb θα = +


, ln
2 2j j
rb∗ θγ = −


, , 1, 2j k = . 

 Àíàëîã³÷íî çíàéäåìî ðîçïîä³ë ìîìåíò³â â îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè äëÿ 
çàäà÷³ çãèíó: 

 
2

( )
1

1

1 cos sin ( ) sin
2

jbk j
y k j j

j k

M K e
r A

−θ ∗ ∗

=

 = − γ + θ γ − θ −


∑  
 ( ) ( )[ æ  

 3
3

12 sin ( ) cos cos ( )jb
j j k j

k

b e
A

θ∗
−

−

− θ γ − θ − α −


]( ) æ  

 2
1 sin sin ( ) cosjbj

k j j
k

K e
A

−θ ∗ ∗− γ + θ γ − θ +


  ( ) ( )[æ  

 3
3

12 sin ( ) sin sin ( )jb
j j k j

k

b e
A

θ∗
−

−

+ θ γ − θ + α  
 

( )] æ , 

 
2

( ) 1
1

1

3 1
cos sin ( ) sin

2 1
jbk j k

x k j j
kj

M K e A
r

−θ − ∗ ∗

=

ν +  = − γ + θ γ − θ −  − ν
∑   ( ) ( )  

 3
3

12 sin ( ) cos cos ( )jb
j j k j

k

b e
A

θ∗
−

−

− θ γ − θ − α − 
( ) æ  

 2

3 11 sin sin ( ) cos
1

jbj k
j j

kk

K e
A

−θ ∗ ∗ν + − − γ + θ γ − θ +  − ν


 ( ) ( )  

 3
3

12 sin ( ) sin sin ( )jb
j j k j

k

b e
A

θ∗
−

−

+ θ γ − θ + α    
( ) æ , 

äå 1 1
1
2

j
jK d

h
=  , 2 12j j

jK b K=  , 1 ln
2j jb g= −

π
, , 1,2j k = . 

 ßê âèïëèâàº ç àíàë³çó íàâåäåíèõ ðåçóëüòàò³â, óðàõóâàííÿ êîíòàêòó 
áåðåã³â òð³ùèíè íà ïðÿìîë³í³éí³é ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â, ÿê ³ áåç éîãî 
âðàõóâàííÿ, ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî íàïðóæåííÿ â îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè 
ìàþòü êîëèâíèé õàðàêòåð. 
 ×èñëîâèé àíàë³ç çàäà÷³ òà âèñíîâêè. ×èñëîâèé àíàë³ç ïðîâåäåíî äëÿ 
ìàòåð³àë³â ç êîåô³ö³ºíòàìè Ïóàññîíà 

1 2 0.3ν = ν =  ïðè 1 0xM∞ =  ³ 2x yM M∞ ∞ =/  

1 2n= − ν + ν . Íà ðèñ. 2 íàâåäåíî ðîçïî-

ä³ë êîíòàêòíîãî òèñêó yNh M∞/  ì³æ áå-

ðåãàìè òð³ùèíè äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ïà-
ðàìåòðà 2 1E E/  – â³äíîøåííÿ ìîäóë³â 
Þíãà ç’ºäíàíèõ ïëàñòèí. Êîëè ìàòå-
ð³àëè îäíàêîâ³, 2 1 1E E =/ , êîíòàêòíèé 
òèñê áåðåã³â º ñòàëèì, ùî ñï³âïàäàº ç 
ðåçóëüòàòàìè ñòàòò³ [14]. Çàóâàæèìî, 
ùî, ÷èì ìàòåð³àëè ñèëüí³øå â³äð³çíÿ-
þòüñÿ çà ìîäóëÿìè Þíãà, òèì ìåíøèé 
áóäå êîíòàêòíèé òèñê. 
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Рис. 2 
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 Ðèñ. 3 ³ 4 ³ëþñòðóþòü â³äïîâ³äíî ðîçïîä³ëè íîðìàëüíèõ 2
yy yh M∞σ /  ³ 

äîòè÷íèõ 2
xy yh M∞σ /  ì³æôàçíèõ íàïðóæåíü íà âåðõí³é îñíîâ³ ïëàñòèíè ïðè 

çíà÷åííÿõ 2 1 0.01, 0.1, 1E E =/ . 
 Äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó âåðøèí³ òð³ùèíè º ñòðèáîê íàïðóæåíü çà 
âèíÿòêîì âèïàäêó, êîëè 2 1 1E E =/  (íàïðóæåííÿ íóëüîâ³ ÿê íà òð³ùèí³, òàê ³ 
íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â). Ïðè â³ääàëåíí³ â³ä òð³ùèíè âåëè÷èíà ì³æôàç-
íèõ íàïðóæåíü ñïàäàº, ïðè÷îìó òèì øâèäøå, ÷èì 2 1E E/  áëèæ÷å äî 1. 

-5

-4

-3

-2

-1

0

1

0 0.5 1 1.5 x/

2

1
1

E
E

=

0.1

0.01

0.01

 2
yy

y

h

M∞

σ

 

1

2

3

4

5

0 0.5 1 1.5 x/

2

1
1

E
E

= 0.1 0.01

 2
xy

y

h

M∞

σ

 
 Рис. 3 Рис. 4 
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 Рис. 5 Рис. 6 

 Íà ðèñ. 5 ³ 6 ïîêàçàíî â³äïîâ³äíî çàëåæíîñò³ íàïðóæåíü 2
xx yh M+ ∞σ /  ³ 

2
xx yh M− ∞σ /  íà ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ³ òð³ùèí³ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ 2 1E E/ . 

 Íà ãðàíèö³ ïîä³ëó ìàòåð³àëó íàïðóæåííÿ 2
xx yh M+ ∞σ /  º çàâæäè â³ä’ºì-

íèìè. Òàêîæ âàðòî çàóâàæèòè, ùî ïðè 2 1 1E E =/  íàïðóæåííÿ 2
xx yh M+ ∞σ /  ³ 

2
xx yh M− ∞σ /  ñï³âïàäàþòü. 
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ИЗГИБ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ ПЛАСТИНЫ С ТРЕЩИНОЙ НА ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ 
ЛИНИИ РАЗДЕЛА МАТЕРИАЛОВ С УЧЕТОМ КОНТАКТА ЕЕ БЕРЕГОВ 
 
Èññëåäîâàíà çàäà÷à î äâóñòîðîííåì èçãèáå êóñî÷íî-îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïëàñ-
òèíû ñ òðåùèíîé íà ïðÿìîëèíåéíîé ëèíèè ðàçäåëà ìàòåðèàëà ñ ó÷åòîì êîíòàê-
òà åå áåðåãîâ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé è êîìïëåêñíûõ ïîòåíöèàëîâ ðåøåíèå çàäà÷è ñâåäåíî ê çàäà÷àì ëèíåéíîãî ñî-
ïðÿæåíèÿ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ îïðåäåëåíû êîìïëåêñíûå ïîòåíöèàëû. Ïðîâåäåí 
÷èñëåííûé àíàëèç êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ ìåæäó áåðåãàìè òðåùèíû è íàïðÿæå-
íèé íà ãðàíèöå ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. 
 
BENDING OF PIECE-HOMOGENEOUS PLATE WITH CRACK ON THE INTERFACE 
OF MATERIALS WITH ALLOWANCE FOR CONTACT OF ITS FACES 
 
In the work bending of a piece-homogeneous isotropic plate which has a crack on the 
interface of materials with allowance for contact of its faces has been studied. The 
solution to the problem is constructed with application of the theory of functions of 
complex variable and complex potentials and their explicit form is found. The 
numerical analysis of contact pressure between the crack faces and stresses on the 
interface of materials has been made. 
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