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АСИМПТОТИКИ ПОЛІВ НАПРУЖЕНЬ І ПЕРЕМІЩЕНЬ У КЛИНОВИХ 
СИСТЕМАХ ПРИ ПЛОСКОМУ НАПРУЖЕНОМУ СТАНІ 
 

Íàâåäåíî ìåòîäèêó îá÷èñëåííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ òà ïîáóäîâè àñèìï-
òîòèê íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü ó êëèíîâ³é ñèñòåì³ çà ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî 
ñòàíó. Ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêè íàïðóæåíü òà ð³âíÿííÿ äëÿ îá÷èñëåííÿ ïî-
ðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ â îêîë³ âåðøèíè òîíêîãî ï³âáåçìåæíîãî äåôåêòó òèïó 
òð³ùèíè òà àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ, ðîçòàøîâàíèõ íà ëàìàí³é 
ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â. ×èñåëüíî äîñë³äæåíî çàëåæíîñò³ ïîðÿäêó ñèí´óëÿð-
íîñò³ íàïðóæåíü â³ä â³äíîøåíü ìîäóë³â çñóâó ìàòåð³àë³â ³ â³ä êóòà çëàìó 
ìåæ³ ¿õ ïîä³ëó. 

 
Âñòóï. Ïðè àíàë³ç³ êðèõêîãî ðóéíóâàííÿ ïðóæíèõ ìàòåð³àë³â âàæëèâó 

ðîëü â³ä³ãðàº ç’ÿñóâàííÿ ðîçïîä³ëó ïîëÿ íàïðóæåíü ³ ïîðÿäîê éîãî ñèí´ó-
ëÿðíîñò³ â îêîë³ âåðøèíè äåôåêòó òèïó òð³ùèíè ÷è àáñîëþòíî æîðñòêîãî 
âêëþ÷åííÿ òà â îêîë³ íåðåãóëÿðíèõ òî÷îê ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ó êîìïî-
çèòàõ. Äàâíî â³äîìî [1, 2], ùî ó âèïàäêó íåîäíîð³äíîãî ìàòåð³àëó ïîðÿäîê 

ñèí´óëÿðíîñò³ ïîëÿ íàïðóæåíü ìîæå â³äð³çíÿòèñÿ â³ä 1 2r− . Öå ïðèçâîäèòü 
äî òîãî, ùî ïðè äîñë³äæåíí³ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ñèñòåì, ÿê³ 
ì³ñòÿòü ó ñîá³ äåôåêòè òèïó òð³ùèíè àáî àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åí-
íÿ, ùî âèõîäÿòü íà ë³í³þ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â, àáî æ ñêëàäàþòüñÿ ç äåê³ëü-
êîõ åëåìåíò³â ç³ ñï³ëüíîþ òî÷êîþ êîíòàêòó, îäí³ºþ ç îñíîâíèõ ïðîáëåì º 
âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ ïîëÿ íàïðóæåíü â îêîë³ íåðåãóëÿðíèõ 
òî÷îê. 

Â³äîìî òàêîæ [9], ùî ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â îêîë³ êóòîâî¿ 
òî÷êè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ ñóìè íåñê³í÷åííîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðÿäó, 
÷ëåíàìè ÿêîãî º ðîçâ’ÿçêè îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïðîñòèõ ìîäåëü-
íèõ îáëàñòåé, çîêðåìà, äëÿ êëèíîâèõ ñèñòåì (ó âèïàäêó ëàìàíî¿ ë³í³¿), ³ 
áåçìåæíî äèôåðåíö³éîâíî¿ ôóíêö³¿. Ö³ ðîçâ’ÿçêè çàëåæàòü ëèøå â³ä ëî-
êàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê (âåëè÷èí êóò³â ðîçõèëó êëèí³â, ¿õ ìàòåð³àë³â ³ òèïó 
îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ). Âåëè÷èíè æ êîåô³ö³ºíò³â ïðè ñêëàäîâèõ ðÿäó 
çàëåæàòü â³ä çàäà÷³ â ö³ëîìó. 

Øèðîêèé ñïåêòð çàäà÷ ïðî òîíêèé äåôåêò íà ëàìàí³é ìåæ³ ïîä³ëó ìà-
òåð³àë³â ÷è òàêèé, ùî âèõîäèòü ó òî÷êó çëàìó òàêî¿ ìåæ³, ìîæå áóòè çìî-
äåëüîâàíèé ñèñòåìîþ, ñêëàäåíîþ ç â³äïîâ³äíî¿ ê³ëüêîñò³ ïðóæíèõ êëèí³â ³ç 
ï³âáåçìåæíèì äåôåêòîì íà îäí³é ³ç ë³í³é ç÷åïëåííÿ êëèí³â. Òàê ìîæå áóòè 
çìîäåëüîâàíà çàäà÷à ïðî êëèí, âïàÿíèé ó ïðóæíó ³çîòðîïíó ìàòðèöþ [6], 
ïðî òð³ùèíó, ðîçì³ùåíó íà ëàìàí³é ë³í³¿ ñïàþ, àáî òàêó, ùî âèõîäèòü ï³ä 
êóòîì íà ìåæó ïîä³ëó äâîõ ìàòåð³àë³â [2, 4, 5]. Âèùåñêàçàíå ñòîñóºòüñÿ ³ 
âèïàäêó äåôåêòó ó âèãëÿä³ òîíêîãî àáñîëþòíî æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ. 

Ñèí´óëÿðí³ñòü íàïðóæåíîãî ñòàíó â îêîë³ îñîáëèâèõ òî÷îê ïðóæíîãî 
êëèíà, êëèíîâîãî êîìïîçèòó, ïðîñòîðó, ïîñëàáëåíîãî ðîçð³çàìè ç îñîáëèâè-
ìè òî÷êàìè, äîñë³äæóâàëèñü ó ïðàöÿõ À. Ô. Óë³òêà [13, 14], Ì. Ï. Ñàâðóêà 
[11, 12], ². Ò. Äåíèñþêà [6], ². Ï. Áóòâèííèêà [4, 5], Ä. Á. Áîäæ³ [1, 2] çà äîïî-
ìîãîþ êëàñè÷íèõ ï³äõîä³â ìåõàí³êè òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî ò³ëà ç âèêîðèñ-
òàííÿì êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â Êîëîñîâà – Ìóñõåë³øâ³ë³ òà ôóíêö³¿ Åð³. 
Òàê³ ìåòîäè ïîáóäîâè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ ïðèçâîäÿòü äî íåîáõ³ä-
íîñò³ çàïèñóâàòè âèçíà÷íèê ìàòðèö³ ïîðÿäêó 4n  (n  – ê³ëüê³ñòü êëèí³â) ³ äî 
ãðîì³çäêèõ àíàë³òè÷íèõ ïåðåòâîðåíü, ÿê³ óòðóäíþþòü ìîæëèâ³ñòü çàïèñàòè 
îñòàòî÷íèé àíàë³òè÷íèé âèðàç äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ ïîëÿ 
íàïðóæåíü. Ç òèõ ñàìèõ ïðè÷èí íåïðîñòîþ º ³ ïîáóäîâà àñèìïòîòèê íàïðó-
æåíü ³ ïåðåì³ùåíü. Âîíè ðîçãëÿíóò³ ëèøå äëÿ âèïàäêó îäíîð³äíîãî ìàòåð³-
àëó [3, 9] ³ äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè, ðîçì³ùåíî¿ íà ïðÿìîë³í³éí³é ìåæ³ ïîä³ëó 
ìàòåð³àë³â [10, 12]. 
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Ó ö³é ïðàö³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñ-
ò³ òà ïîáóäîâè àñèìïòîòèê íàïðóæåíü ³ ïåðåì³ùåíü â îêîë³ íåðåãóëÿðíî¿ 
òî÷êè áàãàòîêëèíîâî¿ ñèñòåìè. Âîíà ´ðóíòóºòüñÿ íà âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíî-
øåííÿõ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ îäíîð³äíîãî ò³ëà, ïðàâîì³ðíîñò³ ïîäàííÿ ô³çèêî-
ìåõàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè ó âèãëÿä³ êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é 
â³ä ïîëÿðíîãî êóòà òà çàñòîñóâàíí³ àïàðàòó òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é [8]. 
Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à äîñë³äæåííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ íàïðóæåíîãî ñòà-
íó â îêîë³ òî÷êè ñõîäæåííÿ êëèí³â ÷è â îêîë³ âåðøèíè êóòîâîãî âèð³çó íå-
çàëåæíî â³ä ê³ëüêîñò³ êëèí³â ñèñòåìè ó âèïàäêó ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæ-
íîñò³ çâîäèòüñÿ äî îá÷èñëåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü îäíîð³äíî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ 
àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. 

Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí â 
îêîë³ êóòîâî¿ òî÷êè O  ñèñòåìè (ðèñ. 1), ùî ñêëà-
äàºòüñÿ ç êóòîâîãî âèð³çó ç ðîçõèëîì êóòà 

1 0n+α ≥  ³ äîâ³ëüíî¿ ê³ëüêîñò³ n  êëèí³â iS , i =  

1,2, ,n=  , ç ð³çíèìè ñòàëèìè Ëÿìå ,i iλ µ  òà ç 

êóòàìè ðîçõèëó iα , 1 2 1 2n+α + α + + α = π , á³ëÿ 

â³ñòðÿ. Ñèñòåìà ïåðåáóâàº çà óìîâ ïëîñêî¿ çàäà÷³ 
òåîð³¿ ïðóæíîñò³: ( , ),  ( , )u u r v v r= ϕ = ϕ . Íà áåðå-
ãàõ âèð³çó çàäàºìî îäíîð³äí³ êðàéîâ³ óìîâè.  

Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü çàäà÷³ â çàãàëüí³é ïîñòàíîâö³ ë³í³éíî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³ ìàº òàêèé âèãëÿä [3, 9]: 
 – ñï³ââ³äíîøåííÿ Êîø³ 

 1 1 1,     ,      
2

i i ii i i i i i
rr r

u u v v v u
r r r r r rϕϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂ ε = ε = + ε = − + ∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ 
, 

 0i i i
zz z rzϕε = ε = ε = ; (1) 

 – çàêîí Ãóêà 

 1 2i i i i i
rr i i

u u v u
r r r r

∂ ∂ ∂ σ = λ + + + µ ∂ ∂ϕ ∂ 
, 

 1 12i i i i i i
i i

u u v u v
r r r r rϕϕ

∂ ∂ ∂   σ = λ + + + µ +   ∂ ∂ϕ ∂ϕ   
, 

 1i i i i
zz i

u u v
r r r

∂ ∂ σ = λ + + ∂ ∂ϕ 
,  

 1 ,           0i ii i i
r i z rz

v v u
r r rϕ ϕ

∂ ∂ σ = µ − + σ = σ = ∂ ∂ϕ 
; (2) 

 – ð³âíÿííÿ Ëÿìå 

 1 1 1( 2 ) 0,i i i i i i
i i i

u v u v u v
r r r r r r r r

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   λ + µ + + − µ − + =   ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ   
 

 1 1 1( 2 ) 0;i i i i i i
i i i

u v u v u v
r r r r r r r r

∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂   λ + µ + + − µ − + =   ∂ϕ ∂ ∂ϕ ∂ ∂ ∂ϕ   
 (3) 

– óìîâè ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó íà ïîâåðõíÿõ ç÷åïëåííÿ 
êëèí³â 

 1
1 1
1 1( )

i i

i i i i i
i i i

u u v v u
r r r r

+
+ +

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂   µ − = − µ − µ − +   ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ   
, 

 1 1 1
1

2 1( )
i i

i i i i i i i
i i

v v u u v
r r r r

+ + +
+

ϕ ϕ

λ + µ ∂ ∂ ∂ ∂   − = − λ − λ + + −   ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ   
 

 1
12( )

i

i i
i i

u v
r r+

ϕ

∂ − µ − µ + ∂ϕ 
, 
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Si Sn 

O 
ϕi αn+1 

ϕ1 

 
Рис. 1 
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 1 1( ) 0,      ( ) 0,        1, , 1
i i

i i i iu u v v i n+ +ϕ ϕ
− = − = = − ; (4) 

 – îäíà ³ç ÷îòèðüîõ ãðóï îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ íà áåðåãàõ âèð³çó: 

 
0 0

1 1 1 0
n n

n i n
r r

+ +
ϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ

σ = σ = τ = τ = , 

 
0 01 1 1 1 0

n nn nu u v v+ +ϕ ϕϕ ϕ= = = = , 

 
0 0

1
1 10,         0

n n

i
r n nu vϕ ϕ + +ϕ ϕϕ ϕ

σ = τ = = = , 

 
0 0

1 1
1 1 00,           0,          0

nn

n n
ru v + +

ϕ ϕϕ ϕ ϕϕ
= = σ = σ = ϕ = . (5) 

Ïîñòàíîâêà óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ äëÿ êóñêîâî-îäíîð³äíîãî 
ò³ëà. Çã³äíî ç ìåòîäèêîþ, âèêëàäåíîþ ó ïðàöÿõ [7, 8], ïðîäîâæèìî ôóíêö³¿ 
ïåðåì³ùåíü ( , ),  ( , )i iu r v rϕ ϕ  ³ ñòàë³ â îáëàñòÿõ iS  êîåô³ö³ºíòè ,i iµ λ  íà âñþ 
çàéíÿòó êëèíîâîþ ñèñòåìîþ îáëàñòü ó âèãëÿä³  

 
1

1 1
1

( ) ( ) ( )
n

i i i
i

p p p p S
−

+ +
=

ϕ = + − ϕ − ϕ∑ , 

 1 2

1, 0,
( ) , , , ,     ,     

0, 0.
i ip u v S+

ξ >ϕ λ µ ϕ = α + α + + α = 
ξ ≤

 { }  (6) 

Â ðåçóëüòàò³ öüîãî, ñêîðèñòàâøèñü äëÿ ïðîäîâæåííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ 
îïåðàòîð³â íà âñþ çàéíÿòó êëèíàìè îáëàñòü çâ’ÿçêîì ì³æ óçàãàëüíåíèìè òà 
êëàñè÷íèìè ïîõ³äíèìè [8], çàì³ñòü ñèñòåìè ð³âíÿíü (3), (4) îòðèìàºìî óí³ô³-
êîâàíó ôîðìó ð³âíÿíü Ëÿìå äëÿ êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ êëèíîâî¿ ñèñòåìè 

 
( 2 ) 1 1r u v u v u v

r r r r r r r
λ + µ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   + + − − + =   µ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂ ∂ϕ   

 

 
1

1

1 ( )
n

ui i
i

C
r

−

+
=

= δ ϕ − ϕ∑ , 

 1 1
2

i i i i i iu v u v u vr
r r r r r r r

∂ ∂ ∂ ∂µ∂ ∂   + + − − + =   ∂ϕ ∂ ∂ϕ λ + µ ∂ ∂ ∂ϕ   
 

 
1

1

1 ( )
n

vi i
i

C
r

−

+
=

= δ ϕ − ϕ∑ , (7) 

äå 

 1
01

1( ) ,
i

ui i i
i

r v v uC
r r r+

ϕ −+

∂ ∂ = − µ − µ − + µ ∂ ∂ϕ 
 

 1
01 1

1( )
2

i

vi i i
i i

r u u vC
r r r+

ϕ −+ +

∂ ∂ = − λ − λ + + + λ − µ ∂ ∂ϕ  
 

 
0

1
12( )

i

i i
u v
r r

−
+

ϕ

∂  + µ − µ +  ∂ϕ  
. (8) 

Ñèñòåìà ð³âíÿíü (7) ³ç îäí³ºþ ç ãðóï îäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ  

 
0 0

0
n n

r rϕ ϕ ϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
σ = σ = τ = τ = , 

 
0 0

0
n n

u u v v
ϕ ϕ ϕ ϕ

= = = = , 

 
0 0

0,         0
n n

r u vϕ ϕϕ ϕ ϕ ϕ
σ = τ = = = , 

 
0 0

0,          0
nn

ru v ϕ ϕϕ ϕ ϕ
= = σ = τ =  (9) 

çã³äíî ç [7, 8] íàçèâàºòüñÿ óçàãàëüíåíîþ çàäà÷åþ ñïðÿæåííÿ. 
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Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó. Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ð³âíÿíü (7) øóêàòèìåìî ó âèã-
ëÿä³ êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ òèïó (6), äå ôóíêö³¿ ,i iu v  çà-
äîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ (3) òà ìàþòü òàêèé âèãëÿä [9]:  

 ( , ) ( ),               ( , ) ( )q q
i i i iu r r f v r r gϕ = ϕ ϕ = ϕ , 

 cos (1 ) sin (1 )i i if A q B q= + ϕ + + ϕ +[ ] [ ]  

 cos (1 ) sin (1 )i iC q D q+ − ϕ + − ϕ[ ] [ ] , 

 sin (1 ) cos (1 )i i ig A q B q= − + ϕ + + ϕ −[ ] [ ]  

 sin (1 ) cos (1 )i i i iC q D q∗ ∗− ν − ϕ + ν − ϕ[ ] [ ] , 

 
3 4

,      
3 4 2( )

i i
i i

i i i

q
q

∗ + − ν λ
ν = ν =

− − ν λ + µ
. (10) 

Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ (6) ³ (10), îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ ïåðåì³ùåíü 

 1 1 1cos (1 ) sin (1 ) cos (1 )qu r A q B q C q= + ϕ + + ϕ + − ϕ +
[ ] [ ] [ ]  

 1
2

sin (1 ) cos (1 ) sin (1 )
n

i i
i

D q A q B q∗ ∗

=

+ − ϕ + + ϕ + + ϕ +∑[ ] [ ] [ ]{  

 cos (1 ) sin (1 ) ( )i i iC q D q S∗ ∗
+

+ − ϕ + − ϕ ϕ − ϕ 
[ ] [ ]} , 

 1 1 1 1sin (1 ) cos (1 ) sin (1 )qv r A q B q C q∗= − + ϕ + + ϕ − ν − ϕ +
[ ] [ ] [ ]  

 
1

1 1
1

cos (1 ) sin (1 ) cos (1 )
n

i i
i

D q A q B q
−

∗ ∗ ∗

=

+ ν − ϕ + + ϕ + + ϕ −∑[ ] [ ] [ ]{  

 1 1 1 1sin (1 ) cos (1 )i i i i i i iC q D q C∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
+ + − +− ν − ϕ + ν − ϕ − ν − ν ×[ ] [ ] ( )  

 1 1sin (1 ) cos (1 ) ( )i i i iq D q S∗ ∗
− + +

× − ϕ + ν − ν − ϕ ϕ − ϕ 
[ ] [ ]( ) } , (11) 

äå  

 1 1 1,       ,       i i i i i i i i iA A A B B B C C C∗ ∗ ∗
− − −= − = − = − , 

 1 ,      2, ,i i iD D D i n∗
−= − =  . (12) 

Êîåô³ö³ºíòè ,  ,  ,  ,  2, ,i i i iA B C D i n∗ ∗ ∗ ∗ =  , âèáèðàºìî òàê, ùîá âèêîíóâà-
ëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 1 1( ) 0,      ( ) 0
i i

i i i iu u v v+ +ϕ ϕ
− = − = , 

 1 1( ),     ( )
i i

i i i i
ui vi

u u v v
C r C r+ +

ϕ ϕ

∂ ∂ ∂ ∂   − = − =   ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ ∂ϕ   
. 

Âðàõîâóþ÷è ïîäàííÿ (11), îòðèìàºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü 

äëÿ âèçíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ,  ,  ,  i i i iA B C D∗ ∗ ∗ ∗ , ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ìàº âèãëÿä 

 2 1 1
1

1 1

cos (1 ) (1 ) sin (1 )

(1 ) (1 ) ( 1) (1 )
vi i i ui i i i

i
i i

C R q C q R q
A

q q q q

∗
∗ −
+ ∗ ∗

+ +

+ + ϕ ν − − + ϕ
= −

+ − − ν + ν − −

[ ] [ ]( ) ( )
, 

 1 1 2
1

1 1

(1 ) cos (1 ) sin (1 )

( 1) (1 ) (1 ) (1 )
ui i i i vi i i

i
i i

C q R q C R q
B

q q q q

∗
∗ +
+ ∗ ∗

+ +

ν − − + ϕ + + ϕ
= −

+ ν − − + − − ν

[ ] [ ]( ) ( )
, 

 2 1
1

1 1

cos (1 ) (1 ) sin (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
vi i i ui i i

i
i i

C R q C q R q
C

q q q q
∗
+ ∗ ∗

+ +

+ − ϕ − + − ϕ
= +

+ − − ν + − − ν

[ ] [ ]( ) ( )
, 

 1 1 2 1
1

1 1

(1 ) cos (1 ) sin (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )
i ui i vi i i

i
i i

R q C q C R q
D

q q q q
∗ + +
+ ∗ ∗

+ +

+ − − ϕ + − ϕ
= +

+ − − ν + − − ν

[ ] [ ]( ) ( )
, (13) 
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äå 

 1 1 sin (1 ) cos (1 )i i i i i i iR C q D q∗ ∗
+= ν − ν − ϕ − − ϕ[ ] [ ]( )( ) , 

 2 1 (1 ) cos (1 ) sin (1 )i i i i i i iR q C q D q∗ ∗
+= ν − ν − − ϕ − − ϕ[ ] [ ]( ) ( ) , 

 1, , 1i n= − . 

Îòðèìàíå íà îñíîâ³ (12) ðåêóðåíòíå ñï³ââ³äíîøåííÿ 1 2iM M M∗= + +  

3 iM M∗ ∗+ + + , 2,3, ,i n=  , , , ,M A B C D { } , ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ ç (13) iM∗  
óìîæëèâëþº çàïèñ âèðàç³â äëÿ ïåðåì³ùåíü (11) çàëåæíèìè ëèøå â³ä ÷îòè-
ðüîõ íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â 1 1 1 1, , ,A B C D . Çã³äíî ç çàêîíîì Ãóêà àíàëîã³÷í³ 
âèðàçè âäàºòüñÿ îòðèìàòè ³ äëÿ íàïðóæåíü. Çàäîâîëüíÿþ÷è ò³ ÷è ³íø³ êðà-
éîâ³ óìîâè, îòðèìóºìî îäíîð³äíó ñèñòåìó ÷îòèðüîõ ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ 
ð³âíÿíü ñòîñîâíî 1 1 1 1, , ,A B C D . ×åðåç ãðîì³çäê³ñòü ¿õ òóò íå ïîäàºìî. 

Íåîáõ³äíîþ óìîâîþ ³ñíóâàííÿ íåòðèâ³àëüíèõ êîðåí³â îäíîð³äíî¿ ñèñòå-
ìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü º ð³âí³ñòü âèçíà÷íèêà ö³º¿ ñèñòåìè íóëåâ³. 
Öÿ âèìîãà óìîæëèâëþº ïîáóäîâó ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü 

jq . Çàçíà÷èìî, ùî, îñê³ëüêè íàñ ö³êàâëÿòü ëèøå ò³ çíà÷åííÿ jq , ÿê³ ïðèçâî-

äÿòü äî ïîÿâè ó ðîçâ’ÿçêó ñèí´óëÿðíîñò³, ç óñ³º¿ ìîæëèâî¿ ìíîæèíè ðîçâ’ÿç-
ê³â çàïèñàíîãî ð³âíÿííÿ âèáèðàºìî ò³, ÿê³ íàëåæàòü ³íòåðâàëó (0,1)  [1, 6, 9]. 

Çà òàêèõ óìîâ ñèñòåìà çâîäèòüñÿ äî äâîõ ð³âíÿíü ç ÷îòèðìà íåâ³äîìè-
ìè. Çàëåæíî â³ä êðàéîâèõ óìîâ ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ ñèñòåìè ìàòèìå âèãëÿä  

 1 1 1 1 1(1 ) ,       (1 ) ,         3 4A C q B D q q= − + ∆ = − ∆ ∆ = − + ν/ / , (14) 

äëÿ ïåðøî¿ îñíîâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ òà 

 1 1 1 1 1,          (3 4 )A C B D q= − = + − ν ∆/  (15) 

äëÿ äðóãî¿ îñíîâíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. 
Ó öüîìó âèïàäêó íåâ³äîì³ 1 1,C D  â³ä³ãðàþòü ðîëü ïàðàìåòð³â, ùî âè-

çíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ çàãàëüíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ñèñòåìè. ¯õ îá÷èñëåííÿ 
º îêðåìîþ çàäà÷åþ ³ îïèñàíå â ïðàö³ [9].  

Äâîêëèíîâà ñèñòåìà. Äëÿ ïðèêëàäó êîíêðåòèçóºìî çàïðîïîíîâàíèì 
ñïîñîáîì àñèìïòîòèêè íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é 
òà äîñë³äèìî ïîðÿäîê ñèí´óëÿðíîñò³ íàïðóæåíü 
ó ñèñòåì³, ñêëàäåí³é ³ç äâîõ êëèí³â 1S  ³ 2S  ç êó-

òàìè ðîçõèëó ïðè âåðøèí³ 1 2 1 2,   ( 2 )α α α + α = π  
çà íàÿâíîñò³ äåôåêòó òèïó ï³âáåçìåæíî¿ òð³ùè-
íè àáî ï³âáåçìåæíîãî àáñîëþòíî æîðñòêîãî 
âêëþ÷åííÿ, ðîçì³ùåíèõ íà ëàìàí³é ìåæ³ ïîä³ëó 
ìàòåð³àë³â (ðèñ. 2). Â³ëüíà â³ä íàâàíòàæåíü ï³â-
áåçìåæíà òð³ùèíà ìîäåëþºòüñÿ óìîâàìè  

 
0 0 2 2

0r rϕϕ ϕ ϕϕ ϕϕ= ϕ= ϕ= π ϕ= π
σ = σ = σ = σ = ,  

à íåðóõîìå æîðñòêå âêëþ÷åííÿ –  

 
0 0 2 2

0u v u v
ϕ= ϕ= ϕ= π ϕ= π

= = = = .  

Çà äîïîìîãîþ âèêëàäåíîãî âèùå ìåòîäó ïîáóäîâàíî òàê³ ð³âíÿííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü iq : 

– äëÿ òð³ùèíè íà ëàìàí³é ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â  

 2 2 2 4 2 4 2
1 1 2 1 21 ( ) (2 ) (1 ) 8 ( 1) sin 1k k k k q k− − − γ + − γ + − − γ − γ − ϕ + + −[  

 2
1 2 1 1 2 1( 1)( 1) 2 cos 2 ( )(1 ) cos 4k k k q k k q− − − γ − γ ϕ + + γ + γ π −]  

 2
2 1 1 1 1(2 ( 1) ) ( 1 ) cos 2 (2 )k k k k q− + − γ − γ − + γ + γ π − ϕ +[ ][ ]  

 2 2 2 2
1 2 1 2 1( 1)( ) cos 4 ( ) 2 6 3 (3 )k k q q k k+ γ − γ − π − ϕ − γ − − − + γ +([ ] [  



145 

 1 2 2 12 4( 1) ( ) cos 2 (2 )k k k q+ γ + γ − + γ π − ϕ −) ( [ ]  

 2
1 1 1(1 ) cos 2 sin 0k q− + γ ϕ ϕ =)] ; (16) 

 – äëÿ æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ  

 2 2 2
1 1 2 2 1 2 2 1 2 1(1 )(1 ) 2 (1 )(1 ) 1 cos 2q k k k k k k k k k q− + + γ − + − − γ + γ + ϕ +( ){ [ ]  

 1 1 1 2 2 2 1 1cos 2 ( 1) 2 ( 1)( ) cos 2 ( 2 ) (1k k k k k q k+ ϕ − γ − γ − + γ ϕ − π + + −[ ][  

 2
2 2 1 2 1 2 2) (2 ( 2) ) ( 1)( ) cos 4 ( ) (k k k k q k k− γ γ − + γ − γ + γ − γ − ϕ − π + +]  

 2 2
1 1 1 1)(1 ) cos 4 2 (1 ) 1 (1 2 ) (1 ) sink q q k k+ γ + γ π + + − + γ − γ + γ ϕ −} [ ]  

 3 2
1 1 1 1 1(1 ) cos 2 ( 1) cos 2 4 ( 1) sink q k q− + γ ϕ − γ − ϕ γ − ϕ −[ ]  

 2
1 2 2 1 1 12(1 ) (1 ( 1)) sin ( 2 ) 0k k k k k q− + + γ − − γ ϕ − π =[ ] [ ] , (17) 

äå 2

1

µ
γ =

µ
; 3 4i ik = − ν  – ó âèïàäêó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿; 

3
1

i
ik

− ν
=

+ ν
 – ó âè-

ïàäêó ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó.  
Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ð³âíÿííÿ (16), (17) ìîæóòü ìàòè íå ëèøå ä³éñí³, à é 

êîìïëåêñí³ êîðåí³, ùî ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî â ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðóæíîñò³ 
ïîÿâëÿþòüñÿ îñöèëþþ÷³ ñêëàäîâ³. Òàê, ÿêùî â ð³âíÿííÿõ (16), (17) ïîêëàñòè 

1ϕ = π , òî âíàñë³äîê ñïðîùåííÿ îäåðæèìî õàðàêòåðèñòè÷íå ð³âíÿííÿ äëÿ 
ï³âáåçìåæíî¿ òð³ùèíè, ðîçì³ùåíî¿ íà ë³í³¿ ðîçä³ëó ñåðåäîâèù [1, 2, 10]. 

Îá÷èñëèâøè êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ð³âíÿíü (16), (17), âèáèðàºìî 
íàéìåíøèé ç (0,1)iq ∈ , îñê³ëüêè â³í ïîðîäæóº ìàêñèìàëüíó åíåðãåòè÷íî 

äîïóñòèìó ñèí´óëÿðí³ñòü max min1 q∗λ = − , ³ ìíîæíèê ïðè maxr
∗λ  âèçíà÷àòè-

ìå íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí â îêîë³ â³ñòðÿ êëèíîâî¿ ñèñòåìè. Ï³äñòà-
âèâøè â³äïîâ³äíå çíà÷åííÿ min min (0,1)iq q= ∈  ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (13), (14), 
(15) òà çä³éñíèâøè íåîáõ³äí³ ïåðåòâîðåííÿ, îòðèìàºìî àñèìïòîòèêè íàïðó-
æåíü ³ ïåðåì³ùåíü â îêîë³ â³ñòðÿ äåôåêòó â òàêîìó âèãëÿä³: 

 11 121 2

1 121 22

( ) ( )

( ) ( )

f fu K K

f fv r r
∗ ∗λ − λ −

ϕ ϕ          = +     ϕ ϕ          

 
, 

 

11 12

21 221 2

31 32

41 42

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

rr

zz

r

g g

g gK K

g gr r
g g

∗ ∗

ϕϕ

λ λ

ϕ

σ  ϕ ϕ   
     σ ϕ ϕ     = +     ϕ ϕσ     
     ϕ ϕσ     

 
, (18) 

 11 11 21 12 12 22( ) 2( ) ( ) ( ),            ( ) 2( ) ( )g f f g f f′ ′ϕ = λ + µ ϕ + λ ϕ ϕ = λ + µ + λ ϕ , 

 21 11 21 31 11 21( ) 2( ) ( ) ( 2 ) ( ),    ( ) 2 ( ) ( )g f f g f f′ ′ϕ = λ + µ ϕ + λ + µ ϕ ϕ = λ ϕ + ϕ( ) , 

 22 12 22 32 12 22( ) 2( ) ( ) ( 2 ) ( ),    ( ) 2 ( ) ( )g f f g f f′ ′ϕ = λ + µ ϕ + λ + µ ϕ ϕ = λ ϕ + ϕ( ) , 

 41 11 42 12( ) ( ),              ( ) ( )g f g f′ ′ϕ = µ ϕ ϕ = µ ϕ . 

Ó öèõ ïîäàííÿõ 1 1 2 1,K C K D= =   º àíàëîãàìè óçàãàëüíåíèõ êîåô³ö³ºíò³â ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ ë³í³éíîãî äåôåêòó â îäíîð³äíîìó ìàòåð³àë³ [3]. 

Ôóíêö³¿ 11 12 21 22( ),  ( ),  ( ),  ( )f f f fϕ ϕ ϕ ϕ  ìàþòü òàêèé âèãëÿä äëÿ òð³ùèíè: 

 11 2 1 2 2 1( ) cos 2 (2 1) ( )f ab q k cq l k clϕ = ∆ µ π + µ + − + µ − ×{[ ]  

 1 1 2 2 1cos 2 ( ) ( ) cos 2q cq k l k c l q× ϕ − π − + µ − + µ π −[ ] [ ]  
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 1 1 2 1cos 2 ( ) ( ) cos 2( )clq l q e d q− ϕ − π + µ − µ ϕ − π +[ ] [ ]  

 1 1( ) cos 2( ) ( )cq b l m q S++ − ϕ + π ϕ − ϕ}[ ] , 

 2
12 2 2 1( ) sin 2 ( ) 2 sin 2 ( )f db q d e acq cq qϕ = ∆ µ π + − µ + − ϕ − π +{[ ] [ ]  

 2 1 1 2 1 2 1( ) sin 2 ( ) sin 2( )l b eq k l q e d q q+ µ − − µ + µ π + µ − µ ϕ − π −[ ] [ ]  

 1 1 1sin 2( ) ( ) sin 2( ) ( )cqm l q cq b l m q S+− ϕ − π + − ϕ + π ϕ − ϕ}[ ] [ ] , 

 2
21 2 2 1( ) sin 2 ( ) 2 sin 2 ( )f db q e d acq cq qϕ = ∆ − µ π + − µ + + ϕ − π +{ [ ][ ]  

 2 1 1 2 1 2 1( ) sin 2 ( ) sin 2( )b l eq k m q e d q q+ µ − + µ + µ π + µ − µ ϕ − π +[ ] [ ]  

 }1 1 1sin 2( ) ( ) sin 2( ) ( ) ,cql l q cq b m m q S++ ϕ − π + − ϕ + π ϕ − ϕ[ ] [ ]  

 22 2 1 2 2 1( ) cos 2 (2 1) ( )f b q k cq m k cmϕ = ∆ µ π + µ − − − + µ ×{[ ]  

 1 1 2 2 1cos 2 ( ) ( ) cos 2q k m cq k c m q× ϕ − π − µ − + + µ π −[ ] [ ]  

 1 2 1 1cos 2 ( ) ( ) cos 2( )cmq l q d e q− ϕ − π + µ − µ ϕ − π +[ ]  

 1 1( ) cos 2( ) ( )cq b m m q S++ − ϕ + π ϕ − ϕ}[ ] , (19) 

 1 2 1 2 11 ,      1 ,      ,      1a k b k c d k= + = + = µ − µ = − , 

 2
2 2 1

11 ,      1 ,      1 ,      
(1 )( )

e k l q m q
k k q

= − = + = − ∆ =
µ + −

, 

³ òàêèé äëÿ æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ: 

 2
11 2 1 1 2 1( ) ( ) 2 cos 2 ( )f k d k e a e cq cq qϕ = ∆ µ − µ + − − ϕ − π +{ [ ][ ]  

 1 2 2 1 1 2 1 1( ) cos 2 ( ) cos 2( )k l cq k k c l q q d e q+ µ + + − µ π + µ − µ ϕ + π +[ ] [ ]  

 1 1 1( ) cos 2( ) ( ) cos 2( ) ( )cq l b m q cq l a q a S++ − ϕ + π + − π − ϕ ϕ − ϕ}[ ] , 

 12 1 2 2 1 1( ) ( ) sin 2 ( )f k l cq k k c l q cq a mϕ = ∆ µ + − + µ π + − ×{[ ]  

 1 2 1 1 2sin 2( ) ( )l q k a k b qc a b× ϕ − π + µ − µ − − −[ ] [  

 2
1 1 2 12 sin 2 ( ) ( ) sin 2( )cq q q e d q− ϕ − π + µ − µ ϕ − π +] [ ] [ ]  

 1 1 1 2( ) sin 2( ) ( ) 2 sin 2cq b l m q S k b q++ − ϕ + π ϕ − ϕ − µ π} , 

 21 1 2 2 1 1( ) ( ) sin 2 ( )f cq k m k m k c q cq a lϕ = ∆ − µ + µ + π + − ×{[ ]  

 2
1 2 1 1 2sin 2( ) 2l q cq k a k b× ϕ − π + − µ + µ +[ ] [  

 1 1 2 1( ) sin 2 ( ) ( ) sin 2( )cq b a q q e d q+ − ϕ − π + µ − µ ϕ − π +] [ ] [ ]  

 1 1 1 2( ) sin 2( ) ( ) 2 sin 2cq b m m q S k b q++ − ϕ + π ϕ − ϕ + µ π} , 

 2
22 2 1 1 2 1( ) ( ) 2 cos 2 ( )f k d k e a e cq cq qϕ = ∆ µ − µ − − − ϕ − π +{[ ]  

 1 2 2 1 1 1 2 1( ) cos 2 ( ) cos 2( )k l cq k k c m q q e d q+ µ − + − µ π + µ − µ ϕ + π +[ ] [ ]  

 1( ) cos 2( )cq b m m q+ − ϕ + π +  

 1 1( ) cos 2( ) ( )cq a m q a S++ − π − ϕ ϕ − ϕ[ ]} . (20) 

Ïîêëàâøè ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (19), (20) 2 1, 1k k= γ = , îòðèìàºìî ç (18) 
â³äîì³ ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ ï³âáåçìåæíèõ òð³ùèíè òà àáñîëþòíî æîðñòêîãî 
âêëþ÷åííÿ â îäíîð³äíîìó ìàòåð³àë³ [3, 9]. 

Íà ðèñ. 3, 4 íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñò³ 

max min1 q∗λ = −  çàëåæíî â³ä êóòà ðîçõèëó 1 10 2< ϕ = α < π  äëÿ ð³çíèõ çíà-

÷åíü â³äíîøåííÿ ìîäóë³â çñóâó 2

1

µ
γ =

µ
 ó âèïàäêó ï³âáåçìåæíî¿ òð³ùèíè íà 

ëàìàí³é ìåæ³ ìàòåð³àë³â (ðèñ. 3) òà ó âèïàäêó ï³âáåçìåæíîãî àáñîëþòíî 
æîðñòêîãî âêëþ÷åííÿ íà ëàìàí³é ìåæ³ ìàòåð³àë³â (ðèñ. 4) â³äïîâ³äíî ïðè 
ô³êñîâàíèõ ñòàëèõ 1 0.33ν =  ³ 2 0.25ν = .  
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 Рис. 3 Рис. 4 

Àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Çàóâàæèìî, ùî êîðåí³â iq  õàðàêòåðèñòè÷íèõ ð³â-
íÿíü (16), (17), ÿê ïðàâèëî, º á³ëüøå í³æ îäèí, à â çàãàëüíîìó âèïàäêó º òà-
êîæ ³ êîìïëåêñí³ êîðåí³, ÿê³ â ö³é ïðàö³ íå äîñë³äæóºìî. Öèì, çîêðåìà, 
ìîæíà ïîÿñíèòè ðîçðèâè òà ñòðèáêè â ãðàô³êàõ íàéá³ëüøîãî çíà÷åííÿ ïî-
ðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ (ðèñ. 3, 4).  

Äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè, ðîçì³ùåíî¿ íà ëàìàí³é ìåæ³ ïîä³ëó (ðèñ. 3) ìà-
òåð³àë³â, õàðàêòåðíèì º òå, ùî ïðè 1γ >  äëÿ çíà÷åíü êóòà 1 (0,60 )ϕ ∈ °  ìàê-

ñèìàëüíèé ïîðÿäîê ñèí´óëÿðíîñò³ áëèçüêèé äî çíà÷åííÿ 0.5 : max0.495 ∗< λ <  

0.5< , ³ ñïàäàº ç³ çðîñòàííÿì êóòà; äëÿ 1 (60 ,170 )ϕ ∈ ° °  çíà÷åííÿ ïîðÿäêó 
ñèí´óëÿðíîñò³ â³äð³çíÿþòüñÿ íå á³ëüøå í³æ íà 0.02δ = . Ó âèïàäêó 10γ >  ³ 

1240 300° < ϕ < °  çáåð³ãàºòüñÿ áëèçüê³ñòü çíà÷åíü ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ 

äëÿ îäíàêîâèõ çíà÷åíü êóòà 1ϕ , ëèøå ïðè 1300 340° < ϕ < °  ðîçêèä çíà÷åíü 

çá³ëüøóºòüñÿ äî 0.2δ = . ßêùî 1 (60 ,150 )ϕ ∈ ° °  ³ 10γ < , òî ïîðÿäîê ñèí´ó-
ëÿðíîñò³ á³ëüøèé, í³æ ó âèïàäêó 10γ ≥ , à éîãî çíà÷åííÿ º òèì á³ëüøèì, 
÷èì ìåíøèì º γ . Ïðè çíà÷åííÿõ 5γ <  ïîðÿäîê ñèí´óëÿðíîñò³ º â ìåæàõ 

max0.4 0.55∗< λ < , çà âèíÿòêîì îêðåìèõ îáëàñòåé çíà÷åíü êóòà 1ϕ , ó ÿêèõ 

ïîðÿäîê íàáëèæàºòüñÿ äî íóëÿ. Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî â îáëàñò³ 1170° < ϕ <  
240< °  äëÿ 10γ >  â³äñóòí³ ä³éñí³ çíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³, à ñàìà 

îáëàñòü çìåíøóºòüñÿ ç³ çìåíøåííÿì γ . Íà ãðàô³êàõ (ðèñ. 3) ìîæíà ïðîñòå-
æèòè é ³íø³ îáëàñò³, ó ÿêèõ â³äñóòí³ ä³éñí³ çíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³. 

Ó âèïàäêó, êîëè íà ëàìàí³é ìåæ³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â ðîçì³ùåíå àáñî-
ëþòíî æîðñòêå ï³âáåçìåæíå âêëþ÷åííÿ (ðèñ. 4), ÿê³ñíà êàðòèíà äåùî ³íøà. 
ßêùî 1 180ϕ > ° , òî ïîðÿäîê ñèí´óëÿðíîñò³ º âèùèì, í³æ ó âèïàäêó ï³âáåç-
ìåæíî¿ òð³ùèíè, à éîãî çíà÷åííÿ òèì á³ëüøå, ÷èì ìåíøå â³äíîøåííÿ ìîäó-
ë³â çñóâó. Ïðè çíà÷åíí³ 10γ >  ðîçêèä çíà÷åíü ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ íå 

á³ëüøèé í³æ 0.02δ = . Äëÿ çíà÷åíü êóòà 1 180ϕ < °  ÿê³ñíà êàðòèíà ñèëüí³øå 
çàëåæèòü â³ä â³äíîøåííÿ ìîäóë³â çñóâó. Íàïðèêëàä, ïðè 5γ <  ìàºìî 

max 0.5 0.1∗λ = ±  äëÿ êóò³â 10 90° < ϕ < °  ³ max 0.95 0.05∗λ = ±  äëÿ 190° < ϕ <  

180< ° ; ïðè 5 10< γ <  ìàºìî max 0.5 0.05∗λ = ±  äëÿ 10 20° < ϕ < °  ³ max
∗λ =  

0.9 0.1= ±  äëÿ 120 180° < ϕ < ° , à çíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ òèì ìåí-

øå, ÷èì á³ëüøå γ . ßêùî 10 1000< γ < , òî äëÿ 10 20° < ϕ < °  îòðèìóºìî 

max 0.9 0.1∗λ = ± . Äëÿ 1000γ >  ä³éñí³ çíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ íà 

ïðîì³æêó çíà÷åíü êóòà ðîçõèëó 10 40° < ϕ < °  â³äñóòí³. Äëÿ 10γ >  ³ êóòà 

ðîçõèëó 140 90° < ϕ < °  ïîðÿäîê ñèí´óëÿðíîñò³ ëåæèòü â ìåæàõ max0.1 ∗< λ <  

0.25<  ³ íà ïðîì³æêó 190 180° < ϕ < °  ïðÿìóº äî 1, ïðè÷îìó äëÿ ð³çíèõ çíà-
÷åíü â³äíîøåííÿ ìîäóë³â çñóâó ð³çíèöÿ çíà÷åíü ïîðÿäêó ñèí´óëÿðíîñò³ íå 
ïåðåâèùóº 0.05δ =  ³ ìåíøîìó çíà÷åííþ γ  â³äïîâ³äàº á³ëüøå çíà÷åííÿ 

max
∗λ . Â îêîë³ 1 180ϕ = °  äëÿ âñ³õ çíà÷åíü γ  â³äñóòí³ ä³éñí³ çíà÷åííÿ ïîðÿä-

êó ñèí´óëÿðíîñò³. 
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АСИМПТОТИКИ ПОЛЕЙ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В КЛИНЬЕВЫХ 
СИСТЕМАХ ПРИ ПЛОСКОМ НАПРЯЖЕННОМ СОСТОЯНИИ  
 
Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè è ïîñòðîåíèÿ àñèìï-
òîòèê íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé â êëèíüåâîé ñèñòåìå ïðè óñëîâèÿõ ïëîñêîãî 
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîñòðîåíû àñèìïòîòèêè íàïðÿæåíèé è óðàâíåíèÿ äëÿ 
îïðåäåëåíèÿ ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òîíêîãî ïî-
ëóáåñêîíå÷íîãî äåôåêòà òèïà òðåùèíû èëè àáñîëþòíî æ¸ñòêîãî âêëþ÷åíèÿ, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà ëîìàíîé ëèíèè ðàçäåëà äâóõ ðàçëè÷íûõ ñðåä. ×èñëåííî èññëåäîâà-
íû çàâèñèìîñòè ïîðÿäêà ñèíãóëÿðíîñòè îò îòíîøåíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà ìàòåðèà-
ëîâ è îò óãëà èçëîìà ãðàíèöû èõ ðàçäåëà. 
 
ASYMPTOTICS OF STRAINS AND DISPLACEMENTS FIELDS IN WEDGE 
SYSTEMS UNDER PLANE STRAINED CONDITION 
 
We present the method for singularity order determination and the technique of strains 
and displacements asymptotic formation in a wedge system under plane strained 
condition. We have constructed our strain asymptotics and equations for determination 
the singularity order near the tip of a thin semi-indefinite defect similar to the crack or 
absolutely rigid inclusion located on the broken interface of two different environments. 
Also we performed computational investigation of the singularity order dependence on 
material shifts modules’ ratio and on break angle of their interface. 
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