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ДИНАМІЧНА КОНЦЕНТРАЦІЯ НАПРУЖЕНЬ В ОКОЛІ 
ЗАГЛИБЛЕНОГО ТОНКОГО ПРЯМОЛІНІЙНОГО ВКЛЮЧЕННЯ НИЗЬКОЇ 
ЖОРСТКОСТІ В УМОВАХ АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Äîñë³äæóþòüñÿ íåñòàö³îíàðí³ íàïðóæåííÿ ïîáëèçó êðà¿â ïðÿìîë³í³éíîãî 
òîíêîãî òóíåëüíîãî âêëþ÷åííÿ çì³ííî¿ òîâùèíè òà íèçüêî¿ æîðñòêîñò³, 
ùî çíàõîäèòüñÿ ó ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³ ïàðàëåëüíî äî ïîâåðõí³. Ïðóæíà 
ñèñòåìà ïåðåáóâàº â óìîâàõ ïîçäîâæíüîãî çñóâó ïðè ä³¿ íà íå¿ ³ìïóëüñó SH-
õâèëü. Ìåòîäèêà äîñë³äæåííÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ³íòåãðàëüíîãî 
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì, ìåòîäó ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ³ 
ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ìíîãî÷ëåí³â. 

 
 Ó ðîáîò³ [2] äîñë³äæåíî îñîáëèâîñò³ ïîâåä³íêè íàïðóæåíü ïîáëèçó êðà-
¿â òîíêîãî ïðóæíîãî òóíåëüíîãî âêëþ÷åííÿ ó ï³âïðîñòîð³ çà óìîâ ïîçäîâæ-
íüîãî çñóâó òà óñòàëåíèõ êîëèâàíü êîìïîçèòó. Ó ö³é ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíèé 
òàì àëãîðèòì ó ïîºäíàíí³ ç ìåòîäîì ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà 
÷àñîì çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ âèâ÷åííÿ êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü â îêîë³ òîíêèõ 
íåîäíîð³äíîñòåé ó ï³âïðîñòîð³ ïðè ä³¿ íà íèõ ³ìïóëüñ³â SH-õâèëü ð³çíî¿ 
ôîðìè. Âèâ÷àºòüñÿ òàêîæ âèïàäîê ïðèïîâåðõíåâèõ äåôåêò³â, ùî ìàº âàæ-
ëèâå ïðàêòè÷íå ³ òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ âíàñë³äîê íàÿâíîñò³ ðåçîíàíñíèõ 
÷àñòîò ó ñïåêòðàõ ðîçñ³ÿíèõ ñèãíàë³â [1, 6]. Ó ïîä³áíèõ ïîñòàíîâêàõ çàäà-
÷³ äèôðàêö³¿ ïðóæíèõ õâèëü íà òîíêèõ íåäîñêîíàëîñòÿõ ðîçãëÿäàëèñü ðà-
í³øå â [2–5, 7]. 

Ðîçãëÿíåìî îäíîð³äíå íàï³âîáìåæåíå ñåðåäîâèùå  2 1,  x H x≤ ≤ ∞  ç 

ìîäóëåì çñóâó µ  ³ ãóñòèíîþ ρ , ó ÿêîìó çíàõîäèòüñÿ òîíêå ïðóæíå òóíåëü-

íå âêëþ÷åííÿ ç ïàðàìåòðàìè 0 0,µ ρ , ùî â äîâ³ëüíîìó ïîïåðå÷íîìó ïåðåòè-

í³ çàéìàº îáëàñòü   1 2 1 2 1( , ) : ,  2 ( )W x x x a x h xε = ≤ ≤{ }   (òóò ( )h x  ³ 2a  – 

òîâùèíà òà äîâæèíà íåîäíîð³äíîñò³; 1 2( , )x x=x  – ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò). Ì³æ âêëþ÷åííÿì ³ çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì ìàº ì³ñöå ³äåàëüíèé 
ìåõàí³÷íèé êîíòàêò. Ïðèïóñêàºìî, ùî ïðóæíà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â óìî-
âàõ ïîçäîâæíüîãî çñóâó ïðè íåóñòàëåíèõ ¿¿ êîëèâàííÿõ. Ó òàêîìó âèïàäêó 
â³äì³ííà â³ä íóëÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà çì³ùåíü çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ 
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äå ( )u x  – ïîâíå ïîëå çì³ùåíü â ìàòðèö³; 0 ( )u x  – çì³ùåííÿ ó âêëþ÷åíí³; 

t  – ÷àñ; 0n  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî Wε∂ . 
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Íà âêëþ÷åííÿ íàá³ãàº ³ìïóëüñ SH-õâèëü 

 in
0 1 in 2 in( , ) ( cos sin )/u t u f x x a= τ − θ + θx [ ] , (4) 

äå ( )f τ  – ìîäóëÿö³ÿ ³ìïóëüñó â ÷àñ³, ( ) 0f τ =  ïðè 0;  /ct aτ < τ = ; inθ  – êóò 
ïàä³ííÿ õâèë³; c  – øâèäê³ñòü ïîïåðå÷íèõ õâèëü ó ìàòðèö³. 
 Ïîâíå ïîëå çì³ùåíü â ìàòðèö³ äîö³ëüíî ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 in r s( , ) ( , ) ( , ) ( , )u u u uτ = τ + τ + τx x x x , 

 r
0 1 in 2 in( , ) ( cos ( 2 ) sin )/u u f x x H aτ = τ − θ − − θx [ ] , (5) 

äå r ( , )u τx  – ³ìïóëüñ õâèëü, â³äáèòèé â³ä ïîâåðõí³ ï³âïðîñòîðó áåç âêëþ-

÷åííÿ, ñêëàäîâà s ( , )u τx  âðàõîâóº íàÿâí³ñòü äåôåêòó òà çàäîâîëüíÿº íóëüî-
â³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõí³ ìàòðèö³. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì 

 1( ) ( ) exp( ) ,      ( ) ( ) exp( )
2

g g i d g g i d
∞ ∞

−∞ −∞

ω = τ ωτ τ τ = ω − ωτ ω
π∫ ∫ , 

äëÿ âèçíà÷åííÿ Ôóð’º-ãóñòèíè s ( , )u ωx  ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(5) îòðèìóºìî 
â³äïîâ³äíó ñòàö³îíàðíó çàäà÷ó, âèâ÷åíó â [2]. Ïðè÷îìó 

  

in
0 1 in 2 in( , ) ( ) exp ( cos sin )/u u f i x x aω = ω ω θ + θx [ ], 

  

r
0 1 in 2 in( , ) ( ) exp ( cos ( 2 ) sin )/u u f i x x H aω = ω ω θ − − θx [ ] , 

äå in ( , )u ωx , r ( , )u ωx  òà ( )f ω  – Ôóð’º-ãóñòèíè âåëè÷èí in ( , )u τx , r ( , )u τx  òà 

( )f τ  â³äïîâ³äíî. 
×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè ïðîâîäèìî äëÿ äèíàì³÷íèõ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâ-

íîñò³ íàïðóæåíü ( )K ± τ  ïðè ñòàë³é òîâùèí³ âêëþ÷åííÿ h a= ε : 
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Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí ( )K± ω  ïîäàíî ó [2]. 
Ó ïîäàëüøîìó ìîäóëÿö³þ ³ìïóëüñó çà ÷àñîì ïðèéìàºìî ó òàêîìó âè-

ãëÿä³ ( 0)n∗ ≥ : 
– êâàç³ìîíîõðîìàòè÷íèé ³ìïóëüñ 

 ( ) sin ( ),     ,      ( ) 0,      f f∗ ∗ ∗τ = ω τ τ < τ τ = τ > τ ; 

– ³ìïóëüñ ó ôîðì³ ñëàáî¿ óäàðíî¿ õâèë³ 

 ( ) exp( ),     0nf p ∗
∗ ∗τ = τ −α τ τ > . 

 Íà ðèñ. 1, 2 ïîêàçàíî ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íà-

ïðóæåíü 0 ( )K K±= τ  ïðè in 90θ = ° , 0 / 1.5h H a= =  äëÿ êâàç³ìîíîõðîìàòè÷-

íîãî ³ìïóëüñó ( 6∗ω = , 1.05∗τ = ) òà ³ìïóëüñó ó ôîðì³ ñëàáî¿ óäàðíî¿ õâèë³ 

( 10∗α = , 2n∗ = , 185p∗ = ) â³äïîâ³äíî. Ïðè öüîìó ïîð³âíþþòüñÿ âèïàäêè 

1 / 0γ = γ ε =  (òð³ùèíà) òà 1 2γ = . Ç ³ëþñòðàö³é áà÷èìî, ùî íàâåäåí³ ðåçóëü-

òàòè äëÿ ð³çíèõ ôîðì íàá³ãàþ÷èõ íà íåîäíîð³äí³ñòü ³ìïóëüñ³â in ( , )u τx  
ìîæíà ïðîàíàë³çóâàòè çà ÷àñàìè çàòðèìêè ñèãíàë³â, ùî ïðèõîäÿòü íà êðà¿ 
íåîäíîð³äíîñò³. Çá³ëüøåííÿ ìîäóëÿ àìïë³òóäè 0K , ùî ïî÷èíàºòüñÿ ïðè τ =  

0= , â³äïîâ³äàº ïðèõîäó â ê³íåöü âêëþ÷åííÿ çáóðþâàëüíîãî ³ìïóëüñó inu . 
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Ïðè 2τ =  íà êðàé äåôåêòó ïðèõîäèòü ³ìïóëüñ, äèôðàãîâàíèé ïðîòè-
ëåæíèì éîãî ê³íöåì, à ïðè 3τ =  òà 6τ =  ïðèõîäÿòü ³ìïóëüñè, äèôðàãîâàí³ 
êðàÿìè äåôåêòó òà ïåðåâ³äáèò³ ïîâåðõíåþ ï³âïðîñòîðó. Ïðè÷îìó ç ðîñòîì 
æîðñòêîñò³ ìàòåð³àëó ñïîñòåð³ãàºòüñÿ øâèäêå çàòóõàííÿ ïåðøèõ ³ìïóëüñ³â, 
ùî íå õàðàêòåðíî äëÿ äðóãîãî êëàñó ñêëàäîâèõ ÷àñîâèõ çàëåæíîñòåé. Ñïî-
ñòåð³ãàºòüñÿ òàêîæ çìåíøåííÿ ìàêñèìàëüíîãî ð³âíÿ àìïë³òóä êîåô³ö³ºíòà 
³íòåíñèâíîñò³ ïðè çá³ëüøåíí³ ïàðàìåòðà 1γ . 
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Рис. 1 
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Рис. 2 

 Íà ðèñ. 3, 4 íàâåäåíî ÷àñîâ³ çàëåæíîñò³ êîåô³ö³ºíòà 0K  äëÿ ïðèïîâåðõ-

íåâèõ âêëþ÷åíü ( in 90θ = ° , 0 / 0.1h H a= = ) ïðè 1 0γ =  òà 1 1γ =  â³äïîâ³äíî.  
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Рис. 3 
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Рис. 4 
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Ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî íà äåôåêò íàá³ãàº êâàç³ìîíîõðîìàòè÷íèé ³ìïóëüñ 
âåëèêî¿ òðèâàëîñò³ ïîñèëêè ∗τ . Íåñó÷à ÷àñòîòà ³ìïóëüñó ∗ω  âèáèðàëàñü íà 

ìàêñèìóìàõ ( 7.3∗ω = , 8.0∗τ =  – ðèñ. 3à; 8.05∗ω = , 7.8∗τ =  – ðèñ. 4à) òà 

ì³í³ìóìàõ ( 5.8∗ω = , 10.8∗τ =  – ðèñ. 3á; 6.65∗ω = , 9.5∗τ =  – ðèñ. 4á) àì-
ïë³òóä â³äïîâ³äíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàëåæíîñòåé. Ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ð³çêå çá³ëü-
øåííÿ àìïë³òóä êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ ïðèïîâåðõíåâèõ 
äåôåêò³â, êîëè ∗ω  ñï³âïàäàº ç ðåçîíàíñíèìè ÷àñòîòàìè êîëèâàíü (ðèñ. 3à, 
ðèñ. 4à) òîíêîãî ïðîøàðêó ì³æ âêëþ÷åííÿì òà ïîâåðõíåþ ï³âïðîñòîðó [2], 
ùî ìîæå ïðèçâåñòè äî øâèäêîãî ðóéíóâàííÿ êîìïîçèòó. Ïîä³áí³ ÿâèùà 
îïèñàí³, íàïðèêëàä, ó [1, 6]. Ïðè âèáîð³ ∗ω  íà íåðåçîíàíñíèõ ÷àñòîòàõ ð³ç-

êîãî çá³ëüøåííÿ âåëè÷èíè 0K  íå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ (ðèñ. 3á, ðèñ. 4á). Ïðè öüî-

ìó íàâåäåí³ ðåçóëüòàòè òàêîæ ìîæíà ïðîàíàë³çóâàòè çà ÷àñàìè çàòðèìêè 
ñèãíàë³â, ùî ïðèõîäÿòü íà êðà¿ íåîäíîð³äíîñò³. 
 
 1. Áàáåøêî Â. À., Âîðîâè÷ È. È., Îáðàçöîâ È. Ô. ßâëåíèå âûñîêî÷àñòîòíîãî ðåçî-

íàíñà â ïîëóîãðàíè÷åííûõ òåëàõ ñ íåîäíîðîäíîñòÿìè // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ìåõà-
íèêà òâåðäîãî òåëà. – 1990. – ¹ 3. – Ñ. 74–83. 

 2. Ãðèëèöüêèé Ì. Ä., Êóíåöü ß. ²., Ìàòóñ Â. Â., Ïîðîõîâñüêèé Â. Â. Äèôðàêö³ÿ 
SH-õâèëü òîíêèì ïðÿìîë³í³éíèì òóíåëüíèì âêëþ÷åííÿì íèçüêî¿ æîðñòêîñò³ â 
ï³âïðîñòîð³ // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2006. – 49, ¹ 4. – Ñ. 92–96. 

 3. Ê³ò Ã. Ñ., Êóíåöü ß. ²., Ì³ùåíêî Â. Î. Âçàºìîä³ÿ ³ìïóëüñ³â SH-õâèëü ç òîíêèìè 
ïðóæíèìè ì’ÿêèìè íåîäíîð³äíîñòÿìè // Â³ñí. Äîíåöüê. óí-òó. Ñåð. À. – 2002. – 
¹ 1. – Ñ. 109–113. 

 4. Ìîéñåºíîê Î. Ï., Ïîïîâ Â. Ã. Êîíöåíòðàö³ÿ íàïðóæåíü ïîáëèçó òîíêîãî ïðóæíî-
ãî âêëþ÷åííÿ ï³ä ä³ºþ íåñòàö³îíàðíî¿ õâèë³ ïîçäîâæíüîãî çñóâó // Ìàò. ìåòîäè 
òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2005. – 48, ¹ 4. – Ñ. 172–177. 

 5. Ïîïîâ Â. Ã. Èññëåäîâàíèå ïîëåé ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé ïðè äèôðàêöèè 
óïðóãèõ âîëí ñäâèãà íà òîíêîì æåñòêîì îòñëîèâøåìñÿ âêëþ÷åíèè // Èçâ. ÐÀÍ. 
Ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà. – 1992. – ¹ 3. – Ñ. 139–146. 

 6. Keer L. M., Lin W., Achenbach J. D. Resonance effects for a crack near a free sur-
face // Trans. ASME. J. Appl. Mech. – 1984. – 51, No. 1. – P. 65–70. 

 7. Mykhas’kiv V. Transient response of plane rigid inclusion to an incident wave in 
an elastic solid // Wave Motion. – 2005. – 41. – P. 133–144. 

 
ДИНАМИЧЕСКАЯ КОНЦЕНТРАЦИЯ НАПРЯЖЕНИЙ ВОЗЛЕ  
УГЛУБЛЕННОГО ТОНКОГО ПРЯМОЛИНЕЙНОГО ВКЛЮЧЕНИЯ МАЛОЙ 
ЖЕСТКОСТИ В УСЛОВИЯХ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
 
Èññëåäóþòñÿ íåñòàöèîíàðíûå íàïðÿæåíèÿ âîçëå êðàåâ ïðÿìîëèíåéíîãî òîíêîãî 
òóííåëüíîãî âêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé òîëùèíû è ìàëîé æåñòêîñòè, êîòîðîå íàõî-
äèòñÿ â óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ïàðàëëåëüíî ê ïîâåðõíîñòè. Óïðóãàÿ ñèñòåìà 
íàõîäèòñÿ â óñëîâèÿõ àíòèïëîñêîãî ñäâèãà ïðè âîçäåéñòâèè íà íåå èìïóëüñà SH-
âîëí. Ìåòîäèêà áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôó-
ðüå ïî âðåìåíè, ìåòîäà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ìåòîäà îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. 
 
DYNAMIC STRESS CONCENTRATION IN THE VICINITY 
OF SUBMERGED THIN PLANE INCLUSION OF LOW RIGIDITY 
UNDER ANTIPLANE STRAIN 
 
The transient stresses near the edges of a thin plane tunnel inclusion of variable thick-
ness and low rigidity that is in elastic half-space in a parallel way to the surface are 
studied. The elastic system is under the conditions of antiplane shear and under the 
pulse of SH-wave. The procedure is based on application the integral Fourier time 
transform, the method of singular integral equations, and method of orthogonal poly-
nomials. 
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