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ÓÄÊ 539.3 
 
В. З. Станкевич 
 
ВЗАЄМОДІЯ ТРІЩИН У ПРУЖНОМУ ТІЛІ, ЩО ОМИВАЄТЬСЯ 
РІДИНОЮ, ЗА ГАРМОНІЧНИХ НАВАНТАЖЕНЬ  
 

Ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çàñòîñîâàíî äî ðîçâ’ÿçàííÿ äèíàì³÷-
íî¿ çàäà÷³ ïðî âçàºìîä³þ êîìïëàíàðíèõ êðóãîâèõ òð³ùèí ó ïðóæíîìó ï³âïðî-
ñòîð³, ùî îìèâàºòüñÿ ð³äèíîþ. Íà ïîâåðõí³ òð³ùèí ä³þòü óñòàëåí³ â ÷àñ³ 
ðîçðèâí³ íàâàíòàæåííÿ. Îòðèìàíî òà ïðîàíàë³çîâàíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü â îêîëàõ êîíòóð³â äåôåêò³â.  

 
 Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí êîìïîçèòíèõ ò³ë ³ç òð³ùèíàìè ï³ä ä³ºþ 
äèíàì³÷íèõ íàâàíòàæåíü ó âèïàäêàõ ïëîñêî¿ òà îñåñèìåòðè÷íî¿ ïîñòàíîâîê 
çàäà÷ äîñë³äæåíî â ðîáîòàõ [9–11]. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âêàçàíèõ çàäà÷ ó 
òðèâèì³ðí³é ïîñòàíîâö³ âèêîðèñòàíî ìåòîä ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
(Ã²Ð) [2, 3, 6, 8]. Ó ö³é ðîáîò³ äîñë³äæåíî äèíàì³÷íó êîíöåíòðàö³þ íàïðó-
æåíü ïîáëèçó êîìïëàíàðíèõ òð³ùèí ó á³ìàòåð³àëüíîìó ò³ë³, îäí³ºþ ³ç 
ñêëàäîâèõ ÿêîãî º ð³äèíà. 
 Ðîçãëÿíåìî á³ìàòåð³àëüíå ò³ëî, ÿêå ñêëàäàºòüñÿ ç íèæíüîãî ïðóæíîãî 
³çîòðîïíîãî ï³âïðîñòîðó ç ãóñòèíîþ ρ , ìîäóëåì çñóâó G , êîåô³ö³ºíòîì Ïó-
àññîíà µ  ³ âåðõíüîãî ï³âïðîñòîðó, ÿêèé º ³äåàëüíîþ íåñòèñëèâîþ ð³äèíîþ ç 

ãóñòèíîþ ðρ . Íèæí³é ï³âïðîñò³ð ì³ñòèòü K  ïëîñêèõ êîìïëàíàðíèõ êðóãî-

âèõ òð³ùèí, ùî çàéìàþòü îáëàñò³ kS , 1, ,k K=  , ³ ðîçì³ùåí³ íà îäíàêîâ³é 

ãëèáèí³ çàëÿãàííÿ 0 1d O O=  ó ïëîùèí³, ïåðïåíäèêóëÿðí³é äî ïîâåðõí³ 0S  

ïîä³ëó ñåðåäîâèù. Ïðîòèëåæí³ ïîâåðõí³ kS±  òð³ùèí çàçíàþòü ä³¿ ñàìîçð³â-

íîâàæåíèõ ãàðìîí³÷íèõ ðîçðèâíèõ çóñèëü 

 3 3 3( , ) ( , ) ( ) exp ( )k k k k k kN t N t N i t+ −= − = − ωx x x , 

äå ω  – ÷àñòîòà ïðèêëàäåíîãî íàâàí-
òàæåííÿ; t  – ÷àñ; 3kN , 1, ,k K=  , 

– àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ çóñèëü; i =  

1= − . Ïðèéìàºìî, ùî â ïðîöåñ³ íà-
âàíòàæåííÿ ò³ëà òð³ùèíè íå ïîøè-
ðþþòüñÿ ³ êîíòàêò ¿õ ïðîòèëåæíèõ 
ïîâåðõîíü â³äñóòí³é. Âèáåðåìî ëî-
êàëüí³ äåêàðòîâ³ ñèñòåìè êîîðäèíàò 

1 2 3k k k kO x x x , 0,1, ,k K=  , òàê, ùîá 

íèæíüîìó ï³âïðîñòîðó â³äïîâ³äàëà 
îáëàñòü 30 0x ≤ , à îáëàñò³ kS  òð³-

ùèí ì³ñòèëèñü ó êîîðäèíàòíèõ ïëîùèíàõ 1 2k k kx O x  (ðèñ. 1). 

 Çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òàêîãî ò³ëà ç 
äåôåêòàìè çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü 
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Òóò 1 2 3 p 1p 2p 3p( , , ),   ( , , )u u u u u uu u  – â³äïîâ³äíî àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ âåê-

òîð³â ïåðåì³ùåíü ó ïðóæíîìó ï³âïðîñòîð³ òà ð³äèí³; p , 3j kσ  – àìïë³òóäí³ 

çíà÷åííÿ ã³äðîñòàòè÷íîãî òèñêó òà êîìïîíåíò³â òåíçîðà íàïðóæåíü; 3  – 
òðèâèì³ðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà. 
 Ïåðåì³ùåííÿ ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ íèæíüîãî ï³âïðîñòîðó, çóìîâëåí³ ïåðå-
ì³ùåííÿìè 0 ,  1,2,3ju j = , ìåæ³ 0S  ³ ïåðåì³ùåííÿìè jku  â³ä âçàºìíîãî ðîç-

êðèòòÿ ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü kS±  òð³ùèí, áóäóòü 

 0 0 0 1 2 0 2 3 0 3 1 0
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
K

j j j k k j k k j k k
k

u x u x u x u x u x
=

= + δ + δ + δ∑ [ ] . 

Òóò jiδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà; ïåðåì³ùåííÿ ( )jk ku x  âèáðàíî ó âèãëÿä³ ³íòåã-

ðàëüíèõ ïîäàíü [3]  
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 – äâîâèì³ðíèé îïåðàòîð Ëàïëàñà. Êîîðäèíàòè 1 2 3, ,k k kx x x , k =  

0,1, ,K=  , òî÷êè kx  ó k -é ñèñòåì³ êîîðäèíàò ïîâ’ÿçàí³ ç êîîðäèíàòàìè 

1 2 3, ,nk nk nkx x x , 0,1, ,n K=  , ö³º¿ æ òî÷êè nkx  â n -é ñèñòåì³ êîîðäèíàò 

ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 1 1 2 2 2,    cos ( , )nk k nk nk nk k kx x x d d x x= = + , 

 ,         , 1, ,nk n kd O O n k K= =  . 

Ïåðåì³ùåííÿ ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ð ,  1,2,3ju j = , ð³äèíè âèáðàíî ó âèãëÿä³ 
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Òóò ð
ðc

ωω = , ðñ  – øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ ïðóæíî¿ õâèë³ ó ð³äèí³; 
c
ωω =

, 

1,2= , äå 1c  ³ 2c  – â³äïîâ³äíî øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ â íèæíüîìó ï³â-
ïðîñòîð³ ïîçäîâæíüî¿ ³ ïîïåðå÷íî¿ ïðóæíèõ õâèëü.  

 Íåâ³äîì³ ãóñòèíè ,  1,2,3,  1, ,jku j k K∆ = =  , ïîòåíö³àë³â ( ) ( )jk kP x  õà-

ðàêòåðèçóþòü çì³ùåííÿ òî÷îê ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü òð³ùèí ó íàïðÿì³ 

k jkO x , ãóñòèíè 0ju∆  ³ pju∆  õàðàêòåðèçóþòü çì³ùåííÿ òî÷îê ïîâåðõí³ 0S  

â³äïîâ³äíî íèæíüîãî ï³âïðîñòîðó òà ð³äèíè. Äëÿ âêàçàíîãî âèùå ðîçòàøó-
âàííÿ ³ íàâàíòàæåííÿ ó ò³ë³ òð³ùèí â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ áóäóòü ëèøå ðîç-
ðèâè 3 ,  1, ,ku k K∆ =  , íîðìàëüíèõ çì³ùåíü. 
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 Âèçíà÷àþ÷è çà çàêîíîì Ãóêà íàïðóæåííÿ íà ì³ñö³ ðîçòàøóâàííÿ òð³-
ùèí ³ çàäîâîëüíÿþ÷è êðàéîâ³ óìîâè (2), çàäà÷ó äèíàì³÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ 
çâîäèìî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñèñòåìè K  äâîâèì³ðíèõ ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ 
ð³âíÿíü òèïó ïîòåíö³àëó Ãåëüìãîëüöà â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ãóñòèí 3ku∆  [3]: 
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Òóò 1 1 2 1 3 2 2,  ,  nk nkb d x b d b x= − = − ξ = − ξ ; ( )kJ y  – ôóíêö³ÿ Áåññåëÿ 

k -ãî ïîðÿäêó ä³éñíîãî àðãóìåíòó. Ôóíêö³¿ ( )mA τ , ( )mB τ  ìàþòü âèãëÿä 
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, ð³âíÿííÿ (4) ïåðåõîäÿòü ó ð³âíÿííÿ çàäà÷³ ïðî â³ëüíèé 

ï³âïðîñò³ð ç òð³ùèíàìè [4]. 
 Â³äîìî [3], ùî Ã²Ð (4) íàëåæàòü äî êëàñó ã³ïåðñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü ç 

îãëÿäó íà íàÿâí³ñòü ñèëüíî¿ îñîáëèâîñò³ 3
kx −− ξ  ó ÿäð³. Äëÿ ÷èñëîâîãî 

ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿíü ¿õ ðîçâ’ÿçêè ïîäàìî ó âèãëÿä³  
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 2 2 2
3 1 2 3( ) ( ),         1, ,k k ku a k K∆ ξ = − ξ − ξ Ψ ξ =  , 

äå 3 ( )kΨ ξ  – íåâ³äîì³ íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâí³ â îáëàñòÿõ kS  ôóíêö³¿; 

ka  – ðàä³óñè òð³ùèí.  

 Ï³ñëÿ ïðîâåäåííÿ ðåãóëÿðèçàö³¿ [7] Ã²Ð (4) çâîäèëè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ äèñêðåòíèõ çíà-
÷åíü ôóíêö³é 3 ( )kΨ ξ . Êðóãîâ³ îáëàñò³ kS  òð³ùèí äèñêðåòèçóâàëè â ïîëÿð-

íèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò kO rϕ  ÷îòèðèêóòíèìè ãðàíè÷íèìè åëåìåíòàìè, â 

ìåæàõ êîæíîãî ç ÿêèõ çíà÷åííÿ 3 ( )kΨ ξ  ïðèéìàëè ñòàëèìè. 

 ßê ïðèêëàä ðîçãëÿäàëè âèïàäîê äâîõ êðóãîâèõ òð³ùèí ðàä³óñ³â a , ùî 
çàçíàþòü ä³¿ ðîçðèâíèõ çóñèëü ñòàëî¿ àìïë³òóäè 3 0( ) ,  1, 2k kN x N k= = . Äëÿ 

äèñêðåòèçàö³¿ îáëàñòåé òð³ùèí âèáèðàëè 11 òî÷îê ðîçáèòòÿ çà ðàä³àëüíîþ 
êîîðäèíàòîþ r  ³ 16 òî÷îê çà êóòîâîþ êîîðäèíàòîþ ϕ . Êîåô³ö³ºíò Ïóàññî-
íà µ  ìàòåð³àëó íèæíüîãî ï³âïðîñòîðó ïîêëàäàëè ð³âíèì 0.3.  

 Çà äîïîìîãîþ ðîçâ’ÿçê³â 3 ( , )k rΨ ϕ  íà êîíòóðàõ òð³ùèí âèçíà÷àëè êîå-

ô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü (Ê²Í) â³äðèâó 

 3
2( , ) ( , ) exp ( ),     1,2

1Ik k
G aK t a i t kπ πϕ = − Ψ ϕ − ω =

− µ
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 Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ â³äíîñíèõ àìïë³òóä I
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K
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π

 – ñòàòè÷íèé Ê²Í â³äðèâó äëÿ òð³ùèíè ó áåçìåæíîìó ò³ë³ ç 

ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè íèæíüîãî ï³âïðîñòîðó ï³ä ä³ºþ çóñèëü 0N . Íà 

ðèñ. 2–4 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ â³äíîñíèõ àìïë³òóä IK  â³ä öèêë³÷íî¿ ÷àñòî-

òè 2 aω . Êðèâ³ íà ðèñ. 2 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì êóòîâî¿ êîîðäèíàòè ϕ  

òî÷êè êîíòóðó òð³ùèíè 0,  90, 180, 270ϕ = °  ïðè 1.2d a= , 12 3.0d a= , pρ ρ =/  

2.8= . Íà ðèñ. 3 êðèâèì â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ ãëèáèíè d  çàëÿãàííÿ 
òð³ùèí 1.2 , 1.3 , 1.4d a a a=  ïðè 0ϕ = ° , 12 3.0d a= , p/ 2.8ρ ρ = .  
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 Рис. 2 Рис. 3 

Êðèâ³ íà ðèñ. 4 â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì â³äíîøåííÿ ì³æ ãóñòèíàìè 
ñêëàäîâèõ ò³ëà p/ 2.8, 3.0, 4.0ρ ρ =  ïðè 0ϕ = ° , 1.15d a= , 12 3.0d a= . Áà÷èìî, 

ùî â ðîçãëÿíóòîìó ä³àïàçîí³ çì³íè ïàðàìåòðà 2 aω  àìïë³òóäè IK  ìîíîòîí-

íî çðîñòàþòü â³ä ñâî¿õ ñòàòè÷íèõ çíà÷åíü äëÿ 2 0aω =  äî ìàêñèìóì³â, à 

ïîò³ì ìîíîòîííî ñïàäàþòü. Çà ô³êñîâàíî¿ â³äñòàí³ 12d  ì³æ òð³ùèíàìè ó 

íàéáëèæ÷èõ äî ïîâåðõí³ ïîä³ëó ñåðåäîâèù òî÷êàõ êîíòóð³â òð³ùèí çá³ëü-
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øåííÿ ãëèáèíè d  çàëÿãàííÿ äåôåêò³â (ðèñ. 3) ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ p/ρ ρ  ãóñòèí 

ñåðåäîâèù (ðèñ. 4) ïðèçâîäèòü äî çìåíøåííÿ çíà÷åíü IK  ³ ïðÿìóâàííÿ ¿õ 
äî àíàëîã³÷íèõ çàëåæíîñòåé ó âèïàäêó â³ëüíîãî ï³âïðîñòîðó [4].  
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 Рис. 4 Рис. 5 

 Íà ðèñ. 5 çîáðàæåíî çàëåæíîñò³ àìïë³òóäè IK  ó ð³çíèõ òî÷êàõ êîíòóðó 

òð³ùèíè â³ä â³äñòàí³ 12/d a  ì³æ äåôåêòàìè çà ô³êñîâàíèõ çíà÷åíü 1.2d a= , 

p/ 2.8ρ ρ = , 2 1.6aω = . Êðèâèì â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿ òî÷îê êîíòóðó ç êóòî-

âèìè êîîðäèíàòàìè 0,  90, 180, 270ϕ = ° . Âèäíî, ùî âêàçàí³ çàëåæíîñò³ ìà-
þòü õâèëåïîä³áíèé õàðàêòåð. Ïîä³áíå ÿâèùå ðàí³øå çàóâàæåíî äëÿ âèïàä-
êó áåçìåæíîãî [1, 7] ³ íàï³âáåçìåæíîãî [4, 5] ò³ë.  
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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ ТРЕЩИН В УПРУГОМ ТЕЛЕ, ОМЫВАЕМОМ ЖИДКОСТЬЮ, 
ПРИ ГАРМОНИЧЕСКИХ НАГРУЗКАХ 
 
Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñ-
êîé çàäà÷è î âçàèìîäåéñòâèè êîìïëàíàðíûõ êðóãîâûõ òðåùèí â óïðóãîì ïîëó-
ïðîñòðàíñòâå, îìûâàåìîì æèäêîñòüþ. Ïîâåðõíîñòè òðåùèí íàõîäÿòñÿ ïîä âîç-
äåéñòâèåì óñòàíîâèâøèõñÿ âî âðåìåíè ðàçðûâíûõ íàãðóçîê. Ïîëó÷åíû è ïðîàíà-
ëèçèðîâàíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè äåôåê-
òîâ.  
 
CRACKS INTERACTION IN ELASTIC SOLID CONTACTING WITH FLUID 
UNDER TIME-HARMONIC LOADING 
 
The boundary integral equation method is applied to solving the multiple crack problem 
for elastic half-space contacting with a fluid. The crack faces are subjected to time-har-
monic loading. The stress intensity factors in the vicinities of defects are obtained and 
analyzed. 
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