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ÓÄÊ 539.3 
 
В. Г. Карнаухов1, Я. В. Ткаченко1, В. Ф. Зражевська2 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ ГАРМОНІЧНИХ КОЛИВАНЬ СФЕРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ 
З ФІЗИЧНО НЕЛІНІЙНОГО П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОГО МАТЕРІАЛУ 
 

Äîñë³äæåíî ïðîöåñ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü òîíêî¿ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ô³çè÷-
íî íåë³í³éíîãî ï’ºçîêåðàì³÷íîãî ìàòåð³àëó ïðè ä³¿ ïåð³îäè÷íîãî åëåêòðè÷íîãî 
íàâàíòàæåííÿ. Ïîáóäîâàíî àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè äëÿ ð³ç-
íèõ àìïë³òóä åëåêòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Äîñë³äæåíî íà ñò³éê³ñòü òî÷êè 
àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê. Âèâ÷åíî ïåðåõ³äí³ ïðîöåñè âèõîäó 
íà óñòàëåí³ ðåæèìè ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü. 

 
Âñòóï. Ïðè çáóðåíí³ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ò³ë íà ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîòàõ 

íàâ³òü ó ñëàáêèõ åëåêòðè÷íèõ ïîëÿõ ñïîñòåð³ãàþòüñÿ ðåæèìè ç òàêèìè òè-
ïîâèìè äëÿ íåë³í³éíèõ ñèñòåì åôåêòàìè, ÿê çàëåæí³ñòü ðåçîíàíñíèõ ÷àñ-
òîò â³ä àìïë³òóäè êîëèâàíü ³ íåîäíîçíà÷íà çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè â³ä ÷àñòî-
òè òà ³í.  

Ïðè êîëèâàííÿõ òîíêîñò³ííèõ åëåìåíò³â ñïîñòåð³ãàþòüñÿ íåë³í³éíîñò³ 
äâîõ òèï³â. 

Ïåðøèé òèï íåë³í³éíîñò³ îáóìîâëåíèé âïëèâîì òåìïåðàòóðè äèñèïà-
òèâíîãî ðîç³ãð³âó ÷åðåç ðîçñ³ÿííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íî¿ åíåðã³¿ â òåïëîâó. Öåé 
òèï íåë³í³éíîñò³ ïîðîäæóºòüñÿ çàëåæí³ñòþ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó â³ä òåì-
ïåðàòóðè òà íåë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ äèñèïàòèâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä äåôîðìàö³é ³ 
òåìïåðàòóðè. Â³í äîñòàòíüî äåòàëüíî äîñë³äæåíèé ó ðîáîòàõ [3–7]. 

Äðóãèé òèï íåë³í³éíîñò³ ïîâ’ÿçàíèé ç çàëåæí³ñòþ õàðàêòåðèñòèê ìàòå-
ð³àëó â³ä àìïë³òóä íåçàëåæíèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí. Öåé òèï íåë³í³éíîñò³ âè-
â÷åíî íåäîñòàòíüî. Ó ðîáîòàõ [8–10] ðîçãëÿíóòî äåÿê³ íàéïðîñò³ø³ çàäà÷³ 
äëÿ ï’ºçîêåðàì³÷íèõ ò³ë ³ç ìàòåð³àëó ç íåë³í³éí³ñòþ äðóãîãî òèïó. 

Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî òîíê³ ï’ºçîåëåêòðè÷í³ ñôåðè÷í³ îáîëîíêè øèðîêî 
çàñòîñîâóþòüñÿ ó ð³çíîìàí³òíèõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíî¿ òåõí³êè, â ïðîïîíîâàí³é 
ðîáîò³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ãàðìîí³÷íîãî áàëàíñó äîñë³äæóþòüñÿ ãàðìîí³÷í³ 
êîëèâàííÿ â òàêèõ îáîëîíêàõ ³ç ìàòåð³àë³â ç íåë³í³éí³ñòþ äðóãîãî òèïó. Ïî-
áóäîâàíî àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè îáîëîíêè â çàëåæíîñò³ â³ä 
ð³âíÿ åëåêòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ ð³çíèõ àìïë³òóä íà-
âàíòàæåííÿ ö³ õàðàêòåðèñòèêè ìîæóòü â³äð³çíÿòèñÿ ÿê ê³ëüê³ñíî, òàê ³ 
ÿê³ñíî. Âèâ÷åíî òàêîæ ñò³éê³ñòü òî÷îê àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê 
çàëåæíî â³ä àìïë³òóäè íàâàíòàæåííÿ.  

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Íåõàé ìàºìî ïîëÿðèçîâàíó â ðàä³àëüíîìó íà-
ïðÿìêó òîíêó ï’ºçîêåðàì³÷íó ñôåðè÷íó îáîëîíêó òîâùèíè h  ç ðàä³óñîì ñå-
ðåäèííî¿ ïîâåðõí³ R . Íà ïîâåðõíÿõ ö³º¿ îáîëîíêè íàíåñåíî íåñê³í÷åííî 
òîíê³ åëåêòðîäè, äî ÿêèõ ï³äâåäåíà ð³çíèöÿ ïîòåíö³àë³â 0 ( )V t . 

Áåçìîìåíòíå ð³âíÿííÿ ðóõó òàêî¿ îáîëîíêè ìàº âèãëÿä 

 
2

0w
R

θσ
+ ρ = .  (1) 

¯¿ äåôîðìàö³ÿ âèçíà÷àºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 w
Rθε = .  (2) 

Ç ð³âíÿíü (1) ³ (2) ìàºìî 

 2 2 0R θ θρ ε + σ = .  (3) 

Òóò ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó îáîëîíêè. Íàäàë³ ³íäåêñ θ  îïóñêàºìî. Âè-
çíà÷àëüí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íåë³í³éíî¿ åëåêòðîïðóæíîñò³ ìàþòü âèãëÿä [10] 
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 (0) (0) (1) 2 (2) 3 2
0 1 2
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1 c c c c r r rE E E E E E Eσ = ε + β ε + ε + ε − γ − γ ε − γ ε

− ν
( ) , 

 2 3
0 1 2 0

1 1
2 3r rD E= γ ε + γ ε + γ ε + ν .  (4) 

Çà óìîâè, ùî ìàòåð³àë ïîâîäèòü ñåáå îäíàêîâî ïðè ðîçòÿãó òà ñòèñêó, ñï³â-
â³äíîøåííÿ (4) ñïðîùóþòüñÿ ³ íàáóâàþòü âèãëÿäó 

 (0) (0) (2) 3 2
0 2

1
1 c c c r rE E E E Eσ = ε + β ε + ε − γ − γ ε

− ν
( ) , 

 3
0 2 0

1
3r rD E= γ ε + γ ε + ν .  (5) 

Îñê³ëüêè 0rD
r

∂
=

∂
, òî ( )rD C t= , äå C  – ôóíêö³ÿ â³ä ÷àñó ³ íå çàëåæèòü â³ä 

ðàä³àëüíî¿ êîîðäèíàòè. ²íòåãðóþ÷è äðóãå ç ð³âíÿíü (5) çà òîâùèíîþ îáîëîí-
êè, îòðèìàºìî 

 3
0 2 0 0

1 ( )
3

Ch h h V t= γ ε + γ ε − ν  

àáî 

 3 0 0
0 2

( )1
3r

V t
D C

h
ν

= = γ ε + γ ε − .  (6) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è âèðàç (6) äëÿ rD  ó äðóãå ç ð³âíÿíü (5), çíàõîäèìî 

 0 ( )
r

V t
E

h
= − . 

Òîä³ çã³äíî ç ïåðøèì ð³âíÿííÿì (5) çàïèøåìî âèðàç äëÿ σ : 

 (0) (0) (2) 3 2 0
0 2

( )1
1 c c c

V t
E E E

h
 σ = ε + β ε + ε + γ + γ ε − ν  

 ( ) .  (7) 

Ï³äñòàâèâøè ñï³ââ³äíîøåííÿ (7) ó (3), áóäåìî ìàòè çâè÷àéíå íåë³í³éíå äè-
ôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó 

 2 (0) (0) (2) 3 2 0
2 0

( )2 0
1 c c c

V t
R E E E

h
 ρ ε + β ε + ε + ε + γ ε + γ = − ν  

  ( ) .  (8) 

×èñëîâ³ çíà÷åííÿ òà âèðàçè äëÿ îá÷èñëåííÿ ìàòåð³àëüíèõ êîíñòàíò, ùî 
âõîäÿòü ó (8), íàâåäåíî â ðîáîò³ [10]: 

 (0) (0) (0) (2) (2) (0)
0 31 2 31 31,        c c cE d E d E dγ = γ = + , 

 7790ρ = êã/ì3, (0) 110.667 10cE = ⋅ Í/ì2, (2) 181.4 10cE = − ⋅ Í/ì2, 

 (0) 10
31 2.1 10d −= − ⋅ ì/Â, (2)

31 0.03596d = − ì/Â, 63.165 10−β = ⋅ . 

 Ïðèéìàºìî, ùî êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà 0.33ν = . 
2. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òà àíàë³ç ðåçóëüòàò³â. Ïåðåïèøåìî ð³âíÿííÿ (8) ó 

âèãëÿä³ 

 2 (0) (0) 2 (2) 30 0
2 0

( ) ( )1 0
2 c c c

V t V t
R E E E

h h
− ν ρ ε + β ε + ε + γ ε + ε + γ =  .  (9) 

Ïîçíà÷èìî  

 
(0)

2
0 2

2

(1 )
cE

R
ω =

− ν ρ
.   (10) 

Ââåäåìî áåçðîçì³ðíèé ÷àñ  

 0tτ = ω .   (11) 
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Ïðè öüîìó  

 
2 2

2
0 02 2

,           d d d d
dt d dt d

= ω = ω
τ τ

.  (12) 

Íàäàë³ ïîõ³äíó çà ÷àñîì τ  ïîçíà÷àºìî øòðèõîì. 
 Äåôîðìàö³þ ε  â³äíåñåìî äî ìàëî¿ õàðàêòåðíî¿ âåëè÷èíè µ : 

 ε = ε µ .  (13) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ð³âíîñò³ (10)–(13) ó (9), îòðèìàºìî 

 2 3
0 2 0 2 0 0

0 0
V E G Vτ τ   ′′ ′ε + βω ε + ε + γ ε + ε =   ω ω   

,   (14) 

äå 

 
2 (2)

0 2
2 0 22 2 2 2 2 2

0 0 0

22 2
,    ,    

(1 ) (1 ) (1 )
cE

E G
R h R h R

γµ µγ
= = − γ =

− ν ρ ω − ν µ ρ ω − ν ρ ω
.  (15) 

 Äîñë³äèìî ïðîöåñ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü òà ¿õíþ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíó 
õàðàêòåðèñòèêó. Âèêîðèñòàºìî ìåòîä ãàðìîí³÷íîãî áàëàíñó [2]. Ïîêëàäåìî 

 0
0 0

sin ,    V τ ω  = ωτ ω = ω ω 
B ,   (16) 

äå ω  – ÷àñòîòà åëåêòðè÷íîãî çáóðåííÿ. Íåõòóþ÷è ñóáãàðìîí³÷íèìè òà 
óëüòðàãàðìîí³÷íèìè êîëèâàííÿìè, äîñë³äèìî ïðîöåñ ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü 
Ïðè öüîìó àïðîêñèìàö³þ ïåð³îäè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (14) áóäåìî øó-
êàòè ó âèãëÿä³ 

 1 2cos sinA Aε = ωτ + ωτ .  (17) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (17) ó (14) ³ ïðèð³âíþþ÷è êîåô³ö³ºíòè ïðè cos , sinωτ ωτ , îò-
ðèìàºìî íåë³í³éíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 2 2 2
1 1 2 1 2 1 2 2 2 0 1

3 1( ) 0
4 2

A A E A A A A A A+ + + γ + ω βω − ω =B , 

 2 2 2 2 2
2 2 2 1 2 2 1 2 1 0 2 0

3 1( ) ( 3 )
4 4

A A E A A A A A A G+ + + γ + − ω βω − ω =B B . 

Çâ³äñè çíàõîäèìî 

 
2 2

0 2
1 2

0 2 0 2

4 4(1 ) 3
,      

4 4 3
x x E x

A A
G x G x
ω βω − ω +

= =
− + γ − γB B B B

,  (18) 

äå 2 2 2
1 2x A A A= = +  – êâàäðàò àìïë³òóäè êîëèâàíü. 

 Ï³äíîñÿ÷è âèðàçè (18) äî êâàäðàòà, ï³äñóìîâóþ÷è ¿õ, áóäåìî ìàòè ð³â-
íÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ êâàäðàòà àìïë³òóäè  

 
2 22 2

2 0 2

0 2 0 2

4 4(1 ) 3
4 4 3

x x E x
x

G x G x
ω βω − ω +   = +   − + γ − γ   

B .  (19) 

Íåõòóþ÷è òðèâ³àëüíèì êîðåíåì öüîãî ð³âíÿííÿ, ï³ñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðå-
òâîðåíü îòðèìàºìî àëãåáðà¿÷íå ð³âíÿííÿ ï’ÿòîãî ïîðÿäêó â³äíîñíî x : 

 2 3 4 5
0 1 2 3 4 5 0a a x a x a x a x a x+ + + + + = ,   (20) 

äå 

 2 4 2 2 2 2 2 4
0 0 1 0 0 2 016 ,    16 1 2 ( 2) ,a G a G G= − = + γ + ω β − ω + ωB B( )  

 2 2 2 2 2 4
2 0 2 0 2 0 2 02 12 ( 1) 11 4 1 (3 2)a G E G G= − ω − + γ γ + + ω β − ω + ωB ( ){ }[ ] , 

 2 2 2 2 2 2 2 2 4
3 2 0 2 0 2 2 0 2 09 12 ( 1) 1 6 (9 2)a E G E G G= + γ ω − + γ + γ + ω β − ω + ωB[ ], 

 2 2 3 2 2 2
4 2 2 0 2 2 2 5 2 2

3 924 3 8 ( 1) ,    
16 16

a E G E a E= γ + γ + γ ω − = γB[ ] . 
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Ðîçâ’ÿçóþ÷è ð³âíÿííÿ (20) ïðè ô³ê-
ñîâàí³é çîâí³øí³é ÷àñòîò³ ω  ³ â³äêèäàþ-
÷è â³ä’ºìí³ òà êîìïëåêñí³ êîðåí³, îòðè-
ìàºìî çíà÷åííÿ êâàäðàò³â ìîæëèâèõ àì-
ïë³òóä. Òàêèì ÷èíîì ìîæåìî ïîáóäóâà-
òè àìïë³òóäíî-÷àñòîòíó õàðàêòåðèñòèêó. 
Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ 
õàðàêòåðèñòèêè ãàðìîí³÷íèõ êîëèâàíü 
îáîëîíêè ðàä³óñà 0.1R = ì òà òîâùèíè 

0.005h = ì äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü àìïë³òó-
äè çáóðþþ÷î¿ ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â ïðè 

410−µ = . Êðèâèì 1–3 â³äïîâ³äàþòü çíà-
÷åííÿ àìïë³òóäè ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â 

277,  257=B , 227 Â. Êðèâà 4 – öå òàê çâàíà ñêåëåòíà êðèâà [1], ÿêà ðîçðà-

õîâóºòüñÿ ç ð³âíÿííÿ (19), êîëè ïîêëàñòè 0= β =B :  

 
2

2

4(1 )
3

x
E
− ω= . 

Òîâñò³ êðèâ³ ïîêàçóþòü ñò³éê³ òî÷êè àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñ-
òèê, à òîíê³ – íåñò³éê³. 

Çã³äíî ç ðîáîòîþ [2] ó ñò³éêèõ òî÷êàõ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíî¿ õàðàêòå-
ðèñòèêè ïîâèííà âèêîíóâàòèñü óìîâà 

 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2

1 2

( , ) ( , )

0
( , ) ( , )

X A A X A A
A A

Y A A Y A A
A A

∂ ∂
∂ ∂

>
∂ ∂

∂ ∂

.  (21) 

Ó íåð³âíîñò³ (21) ôóíêö³¿ 1 2 1 2( , ),  ( , )X A A Y A A  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 1 2( , )X A A =  

 
2

2 2 2 3
1 0 2 0 0 2 0 2 0

0

sin cosA A E d
π ω

ω= − ω + βω ω + ω ε + γ ωτε + ε ωτ τ
π ∫ B( )

/

, 

 1 2( , )Y A A =  

 
2

2 2 2 3
0 1 2 0 0 2 0 2 0

0

sin sinA A E d
π ω

ω= − βω ω − ω + ω ε + γ ωτε + ε ωτ τ
π ∫ B( )

/

, 

äå  
 0 1 2cos sinA Aε = ωτ + ωτ .  

Òóò êîíñòàíòè 1A  òà 2A  âèçíà÷åí³ çã³äíî ç ôîðìóëîþ (18), à êâàäðàò 
àìïë³òóäè îòðèìàíî ç ïîë³íîìà (20). 
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Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ (14) 

ïðè 0
0

sinV τ  = ωτ ω 
B  ç àìïë³òóäîþ 257=B Â äëÿ ÷àñòîòè 0.9ω = . Àíàëî-

ã³÷íà êðèâà äëÿ ÷àñòîòè 1.05ω =  çîáðàæåíà íà ðèñ. 3. Íàâåäåí³ íà öèõ ðè-
ñóíêàõ êðèâ³ ³ëþñòðóþòü âèõ³ä íåñòàö³îíàðíîãî ðåæèìó êîëèâàíü íà ñòàö³-
îíàðíèé ðåæèì, ÿêèé äîáðå óçãîäæóºòüñÿ ç â³äïîâ³äíîþ (êðèâ³ 2 íà ðèñ. 1) 
àìïë³òóäíî-÷àñòîòíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ КОЛЕБАНИЙ СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ИЗ ФИЗИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОГО ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО МАТЕРИАЛА 
 
Èññëåäîâàí ïðîöåññ ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé òîíêîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè èç ôè-
çè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ïðè äåéñòâèè ïåðèîäè÷åñêîé 
ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè 
äëÿ ðàçëè÷íûõ àìïëèòóä ýëåêòðè÷åñêîé íàãðóçêè. Òî÷êè àìïëèòóäíî-÷àñòîò-
íûõ õàðàêòåðèñòèê èññëåäîâàíû íà óñòîé÷èâîñòü. Èçó÷åíû ïåðåõîäíûå ïðîöåññû 
âûõîäà íà óñòàíîâèâøèåñÿ ðåæèìû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. 
 
INVESTIGATION OF HARMONIC VIBRATIONS OF SPHERICAL SHELL 
FROM PHYSICALLY NON-LINEAR PIEZOELECTRIC MATERIAL 
 
The process of harmonic vibrations of thin piezoelectric ceramic spherical shell under 
electric periodic loading is investigated. The shell material is physically nonlinear. The 
amplitude-frequency characteristics are plotted for different amplitudes of electric loa-
ding. The stability of points of amplitude-frequency characteristics is investigated. 
Transients of setting up the steady-state harmonic vibrations are shown. 
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