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ÓÄÊ 539.3 
 
Л. В. Курпа, Г. В. Пільгун 
 
МЕТОД R-ФУНКЦІЙ У ЗАДАЧАХ ДОСЛІДЖЕНЬ ГЕОМЕТРИЧНО 
НЕЛІНІЙНИХ КОЛИВАНЬ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
 

Äîñë³äæóþòüñÿ â³ëüí³ ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éí³ êîëèâàííÿ ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ 
îáîëîíîê, ùî îïèðàþòüñÿ íà ïëàí ñêëàäíî¿ ôîðìè. Àëãîðèòì ïîáóäîâàíî íà 
çàñòîñóâàíí³ òåîð³¿ R-ôóíêö³é ³ ìåòîäó Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà, ÿê³ äîçâîëÿ-
þòü ó âèïàäêó ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ îáëàñò³ îáîëîíêè òà ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷-
íèõ óìîâ çâåñòè ð³âíÿííÿ ðóõó äî çâè÷àéíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
äðóãîãî ïîðÿäêó. Íàâåäåíî àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîëîãèõ 
îáîëîíîê ïðîñòî¿ ³ ñêëàäíî¿ ó ïëàí³ ôîðìè. Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè ïîð³âíþ-
þòüñÿ ç ³ñíóþ÷èìè â ë³òåðàòóð³. 

 
Ó íåë³í³éí³é òåîð³¿ ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê âàæëèâå ì³ñöå çàéìà-

þòü ïèòàííÿ äîñë³äæåííÿ â³ëüíèõ êîëèâàíü ïðè âåëèêèõ àìïë³òóäàõ [5–9]. 
Íàéá³ëüø ñóòòºâ³ ðåçóëüòàòè ó ö³é ãàëóç³ íàëåæàòü Â. Â. Áîëîò³íó, 
À. Ñ. Âîëüì³ðó, Å. ². Ãðèãîëþêó, ß. Ì. Ãðèãîðåíêó, Â. ². Ãóëÿºâó, ª. Ñ. Äåõòÿ-
ðþêó, C. Y. Chia, G. Hermann, A. W. Liessa, C. Y. Mei òà ³í. Îäíàê ïèòàííÿ 
ïðî íåë³í³éíó äèíàì³÷íó ïîâåä³íêó ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê ñêëàäíî¿ 
ôîðìè â ïëàí³ òà ð³çíèõ ñïîñîá³â ¿õ çàêð³ïëåííÿ çàëèøàºòüñÿ íåäîñòàòíüî 
âèâ÷åíèì. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè ñêëàäí³ñòþ ìàòåìàòè÷íî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³, 
ÿêà ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè â îáëàñòÿõ ñêëàäíî¿ ôîðìè, ùî ñóòòº-
âî óñêëàäíþº ¿õ ðîçâ’ÿçàííÿ. 
 Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º ðîçðîáêà ìåòîäó òà éîãî ÷èñåëüíà ðåàë³çàö³ÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê êîëèâàíü ãíó÷êèõ ïëàñ-
òèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê äîâ³ëüíî¿ ôîðìè â ïëàí³, íà îñíîâ³ òåîð³¿ R -ôóíêö³é 
³ âàð³àö³éíèõ ìåòîä³â. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Çã³äíî ç îñíîâíèìè ã³ïîòåçàìè íåë³í³éíî¿ òåîð³¿ 
òîíêèõ ïðóæíèõ îáîëîíîê [2–4] ââàæàºìî, ùî âèäîâæåííÿ ³ çñóâè º ìàëèìè 
ïîð³âíÿíî ç îäèíèöåþ, à ïðîãèíè îáîëîíêè ïîð³âíþþòüñÿ ç ¿¿ òîâùèíîþ, 
õî÷ ³ ìàë³ ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ¿¿ ðîçì³ðàìè. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî â³ëüí³ 
êîëèâàííÿ ³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê, ùî îïèðàþòüñÿ íà ïëàí 
äîâ³ëüíî¿ ôîðìè. 

Äëÿ îïèñó ðóõó ïëàñòèíè àáî îáîëîíêè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ð³â-
íÿííÿ ðóõó êëàñè÷íî¿ òåîð³¿, ÿê³ â áåçðîçì³ðíèõ âåëè÷èíàõ ìàòèìóòü òàêèé 
âèãëÿä: 
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äå , ,u v w  – ïåðåì³ùåííÿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè ó íàïðÿìêàõ x , 

,y z ; ,x yk k  – êðèâèíè åëåìåíòà îáîëîíêè; E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³; h  – 

òîâùèíà; a  – äîâæèíà ñòîðîíè ôîðìè ïëàíó îáîëîíêè; ρ  – ãóñòèíà ìàòå-
ð³àëó; µ  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. Ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ áåçðîçì³ðí³ 
ïàðàìåòðè ââîäÿòüñÿ ó òàêèé ñïîñ³á:  
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Äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ (1), (2) äîïîâíÿþòüñÿ ãðàíè÷íèìè óìîâàìè, âèãëÿä 
ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ ñïîñîáîì çàêð³ïëåííÿ êðà¿â.  

Ïî÷àòêîâ³ óìîâè ââàæàòèìåìî òàêèìè [2, 7]: 

 0 ( , ),        0,               0ww w x y ∂= = τ =
∂τ

, (3) 

äå 0 ( , )w x y  – ïî÷àòêîâå â³äõèëåííÿ ïëàñòèíè àáî îáîëîíêè â³ä ïîëîæåííÿ 

ð³âíîâàãè, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ÿêîãî äîð³âíþº çàäàíîìó çíà÷åííþ A
h

.  

 2. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Îñê³ëüêè ñèñòåìà ð³âíÿíü (1), (2) º ñèñòåìîþ 
íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè, òî÷í³ ìåòîäè 
³íòåãðóâàííÿ ÿêî¿ äëÿ îáëàñòåé ñêëàäíî¿ ôîðìè íå ðîçðîáëåí³, òî äëÿ ðîç-
â’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ âèêîðèñòàºìî âàð³àö³éíèé ìåòîä Áóáíîâà 
– Ãàëüîðê³íà. Äëÿ öüîãî ôóíêö³þ ïðîãèíó îáîëîíêè âèáèðàºìî ó âèãëÿä³  

 1 1( , , ) ( ) ( , )w x y y W x yτ = τ , (4) 

äå 1( , )W x y  – êîìïîíåíòà âëàñíîãî âåêòîðà, ùî â³äïîâ³äàº îñíîâí³é ÷àñòîò³ 

Lω  ë³í³éíèõ êîëèâàíü îáîëîíêè. Êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ó ñåðå-

äèíí³é ïîâåðõí³ îáîëîíêè ( , )u vU  âèáèðàºìî ç ì³ðêóâàíü, ùî ôóíêö³¿ u =  
( , )u x y=  ³ ( , )v v x y=  ïîâèíí³ òîòîæíî çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìó ð³âíÿíü (2) ³ 

â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. ßêùî ï³äñòàâèòè âèðàç (4) ó (2), îòðèìàºìî ñèñ-
òåìó ð³âíÿíü, ðîçâ’ÿçîê ÿêî¿ ìîæíà ïîäàòè ÿê  

 2
1 1 1 1 1 2 2 2( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )u v y t u v y t u v= +U U U . (5) 

Ó âèðàç³ (5) âåêòîð 1U  âèçíà÷àºòüñÿ êîìïîíåíòàìè âëàñíîãî âåêòîðà 

1 1( , )u v , ùî â³äïîâ³äàº îñíîâí³é ÷àñòîò³ ë³í³éíî¿ çàäà÷³. Êîìïîíåíòè âåêòîðà 

ïåðåì³ùåíü 2 2 2( , )u v=U  º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü (2) ïðè â³äïîâ³äíèõ 
ãðàíè÷íèõ óìîâàõ ó ïðèïóùåíí³, ùî òàíãåíö³àëüíèìè ñèëàìè ³íåðö³¿ ìîæíà 
çíåõòóâàòè [6–8]. Çàçíà÷èìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà îòðèìàíî¿ ñèñòåìè 2A =U  

1( )L W=  º íåë³í³éíîþ â³äíîñíî â³äîìî¿ ôóíêö³¿ ïðîãèíó 1( , )W x y . 

Ï³ñëÿ ï³äñòàíîâêè ôóíêö³é 1 1 2 2 1, , , ,u v u v W  ó ð³âíÿííÿ (1) ³ çàñòîñóâàí-
íÿ ïðîöåäóðè Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ ïåðåì³ùåíü 
îáîëîíêè çâåäåòüñÿ äî ³íòåãðóâàííÿ çâè÷àéíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
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äðóãîãî ïîðÿäêó 

 2 3
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) 0y y y yτ
′′ τ + τ + γ τ + β τ = , (6) 

êîåô³ö³ºíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ òàêèì ÷èíîì:  

 2
2, 1, 1 1,22 2

1

1 ( ) 0.5x y x x xx

L

k k u W W W
W Ω

γ = − + µ + ⋅ − +
λ ω ∫ ( ){  

 2
2, 1, 1 1, 1, 1, 1,( ) 0.5 ( )y x y y yy xx x yk k v W W W W u v+ + µ + ⋅ − − + µ −( )  

 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1(1 ) ( ) ( )xy y x yy y xW u v W v u W d− − µ + µ − + µ Ω} , (7) 

 2 2
1, 2, 2, 1, 1,22 2

1

1 0.5xx x y x y

L

W u v W W
W Ω

β = − + µ + + µ +
λ ω ∫ ){ ([ ]  

 1, 1, 1, 2, 2,(1 ) ( )xy x y y xW W W u v+ − µ + + +  

 2 2
1, 2, 2, 1, 1, 10.5yy y x y xW v u W W W d+ + µ + + µ Ω( ) }[ ] . (8) 

²íòåãðóâàííÿ ð³âíÿííÿ (6) áóëî ïðîâåäåíî äåê³ëüêîìà ñïîñîáàìè: ìåòî-
äîì Ðóí´å – Êóòòà [10] ³ ìåòîäîì çâåäåííÿ äî îá÷èñëåííÿ åë³ïòè÷íîãî ³íòåã-
ðàëà I-ãî ðîäó. ²íòåãðóþ÷è îòðèìàíèé åë³ïòè÷íèé ³íòåãðàë, ïåð³îä nlT  âè-

çíà÷àòèìåìî çà ôîðìóëîþ [3, 4, 7, 8] 

 
max

min
2 3 4
1 1 1

2
2 1
3 2

W

nl
W

dy
T

C y y y
=

− − γ − β
∫ , (9) 

äå C  – ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (3), à maxW , 

minW  – ìàêñèìàëüíå òà ì³í³ìàëüíå çíà÷åííÿ àìïë³òóäè çà ïåð³îä êîëèâàíü.  
Çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ÷àñòîò ³ â³äïîâ³äíèõ ¿ì âëàñíèõ 

ôóíêö³é, à òàêîæ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü 2U , ÿêà º ñêëàäíîþ äëÿ 
îáîëîíîê ³ ïëàñòèí ñêëàäíî¿ ãåîìåòð³¿ â ïëàí³, â ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî 
ðîçâ’ÿçóâàòè çà äîïîìîãîþ òåîð³¿ R-ôóíêö³é (RFM) [8] ³ âàð³àö³éíîãî ìåòîäó 
Ð³òöà. 

3. ×èñåëüí³ ðåçóëüòàòè. Íèæ÷å íàâåäåíî äåÿê³ ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ 
äîñë³äæåíü äëÿ ³ëþñòðàö³¿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó. Òåñòóâàííÿ àëãîðèòìó 
áóëî âèêîíàíî äëÿ øàðí³ðíî îïåðòèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ç êâàäðàòíèì 
ïëàíîì. Ïàðàìåòðè îáîëîíîê, ùî äîñë³äæóþòüñÿ, áóëî ïðèéíÿòî òàêèìè: 

/ 0.001xh R = , / 0.4xa R = , êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà 0.3µ = . 
Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ïîëîãó îáîëîíêó äâîÿêî¿ êðèâèíè, ùî îïèðà-

ºòüñÿ íà ïëàí êâàäðàòíî¿ ôîðìè. Ãðàíè÷í³ óìîâè îáîëîíêè â³äïîâ³äàþòü 
øàðí³ðíîìó îïèðàííþ êðà¿â çà íàÿâíîñò³ ïîâíîãî îáìåæåííÿ ðóõó â òàí-
ãåíö³àëüíîìó íàïðÿìêó [9–12]:  

 0,      0,       0,       0n nw v Mτ= = σ = = , (10) 

äå ,  n τ  – â³äïîâ³äíî íîðìàëü ³ äîòè÷íà äî ãðàíèö³ îáëàñò³. 
Âëàñíó ÷àñòîòó ³ âëàñíèé âåêòîð, ùî ¿é â³äïîâ³äàº, âèçíà÷èìî, ðîçâ’ÿ-

çóþ÷è çàäà÷ó ïðî ì³í³ìóì ôóíêö³îíàëà Ëàãðàíæà [6] íà ìíîæèí³ ôóíêö³é, 
ÿê³ ñòàíîâëÿòü ë³í³éíó êîìá³íàö³þ êîîðäèíàòíèõ ïîñë³äîâíîñòåé 1 1,i iu v{ } { } , 

1iW{ } , ùî çàäîâîëüíÿþòü óñ³ àáî ò³ëüêè ãîëîâí³ (ê³íåìàòè÷í³) ãðàíè÷í³ óìî-
âè. Ìåòîäèêà ïîáóäîâè ïîñë³äîâíîñòåé êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é äîñòàòíüî äî-
êëàäíî îïèñàíà â ìîíîãðàô³¿ [9]. Òîä³ ðîçâ’ÿçîê ë³í³éíî¿ çàäà÷³ ïðî êîëèâàí-
íÿ îáîëîíêè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³  

 
1 2 3

1 2

1 1 1 1 1 1
1 1 1

( , ),    ( , ),    ( , )
N N N

i i i i i i
i i N i N

u a u x y v a v x y W a W x y
= = + = +

≈ ≈ ≈∑ ∑ ∑ . (11) 
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Ïîñë³äîâíîñò³ êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é äëÿ êðàéîâèõ óìîâ âèãëÿäó (10) 
áóëè âèáðàí³ òàêèìè:  

 1 1 1 1 2 2 1 3,     ,       i i i i i iu v W= ω ϕ = ω ϕ = ωϕ , (12) 

äå ,  1,2,3,  1, ,ji jj i Nϕ = = { } , – áóäü-ÿêà ïîâíà ïîñë³äîâí³ñòü êîîðäèíàò-

íèõ ôóíêö³é (ó ðîáîò³ âèáðàíî ñèñòåìó ñòåïåíåâèõ ïîë³íîì³â); 0ω = , 1ω =  

0= , 2 0ω =  – íîðìàë³çîâàí³ ð³âíÿííÿ ãðàíèö³ îáëàñò³ òà îêðåìèõ ¿¿ ÷àñòèí 

[9], ïðè÷îìó äëÿ êâàäðàòíî¿ îáëàñò³ 2 2
1 ( ) 2a x aω = − / , 2 2

2 ( ) 2b y bω = − / . 

Çíàþ÷è âëàñíèé âåêòîð 1 1 1( , , )u v W , ùî â³äïîâ³äàº îñíîâí³é ÷àñòîò³ Lω , 

ôóíêö³¿ 2 2,u v  áóäåìî âèçíà÷àòè ³ç ñèñòåìè 2 1( )A L W=U , äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ÿêî¿ òàêîæ çàñòîñîâóºìî ìåòîä Ð³òöà, çàì³íþþ÷è ¿¿ âàð³àö³éíîþ çàäà÷åþ 
ïðî çíàõîäæåííÿ òî÷êè ñòàö³îíàðíîñò³ â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà [7], ÿêèé â 
ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (10) ìàòèìå âèãëÿä  

 2 2 2
2 2, 2, 2, 2, 2, 2,

1
( ) 2 ( )

2x y x y y xI u v u v u v
Ω

− µ= + + µ + + −
∫U  

 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2
1 1

2
2 2x xx y xy x yyW W W W W W u
+ µ − µ − + + −  

 

 1, 1, 1, 1, 1, 1, 2
1 1

2
2 2y yy x xy y xxW W W W W W v d
+ µ − µ  − + + Ω −   

 

 2 2
2 1, 1, 2 1, 1,(1 )n n n nu W W v W W dSτ τ

∂Ω

− + µ + − µ∫ [ ]( ) , (13) 

äå 2 2 2 2 2 2,n nu u l v m v u m v l= + = − + . Íàïðÿìí³ êîñèíóñè l  ³ m  íà ãðàíèö³ 

îáëàñò³ Ω â³äïîâ³äíî º òàêèìè [9]: ,1 ,2,  l m= −ω = −ω . Äèñêðåòèçàö³ÿ ôóíê-

ö³îíàëà (13) òàêîæ çä³éñíþºòüñÿ íà ìíîæèí³ ôóíêö³é âèãëÿäó (12). 
Ðåçóëüòàòè òåñòóâàííÿ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ çàëåæíîñòåé äëÿ ïîëî-

ãèõ îáîëîíîê ð³çíèõ òèï³â êðèâèíè ç êâàäðàòíèì ïëàíîì íàâåäåíî íà ðèñ. 1 
(äëÿ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê – íà ðèñ. 1a, äëÿ ñôåðè÷íèõ – íà ðèñ. 1á).  
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Рис. 1 
ßê ïîêàçàëè ïðîâåäåí³ äîñë³äæåííÿ, ðåçóëüòàòè, ÿê³ îòðèìàíî ÷èñåëü-

íèì ³íòåãðóâàííÿì åë³ïòè÷íîãî ³íòåãðàëà òà çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Ðóí´å –
Êóòòà, ñï³âïàäàþòü íà âñüîìó ïðîì³æêó ðîçãëÿíóòîãî ä³àïàçîíó àìïë³òóä. 
Äëÿ ï³äòâåðäæåííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó îòðèìàí³ ðåçóëü-
òàòè ïîð³âíþâàëèñü ³ç äàíèìè ðîá³ò [10, 13], äå âèêîðèñòàíî àíàëîã³÷íèé 
ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çâè÷àéíîãî íåë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ 
òèïó (6). Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç íàâåäåíèõ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñ-
òèê ó ä³àïàçîí³ / 0 7A h = ÷  äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè òà â ä³àïàçîí³ 

/ 0 12A h = ÷  äëÿ ñôåðè÷íî¿ ñâ³ä÷èòü ïðî äîñòîâ³ðí³ñòü âèáðàíîãî ï³äõîäó. 
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Äîñë³äæåíî âïëèâ ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ íà àìïë³òóäíî-÷àñòîòí³ 
õàðàêòåðèñòèêè â³ëüíèõ êîëèâàíü ïîëîãèõ îáîëîíîê. Ðîçãëÿíóòî âèïàäîê 
øàðí³ðíîãî çàêð³ïëåííÿ êðà¿â îáîëîíêè ïðè ïîâí³é â³äñóòíîñò³ îáìåæåíü íà 
ïåðåì³ùåííÿ â ¿¿ ïëîùèí³ (ðóõîìèé øàðí³ð). Òîä³ ãðàíè÷í³ óìîâè ìàþòü 
âèãëÿä 
 0,         0,         0n nw M= σ = = , (14)  

à ïîñë³äîâíîñò³ êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é â³äïîâ³äíî º òàêèìè: 

 1 1 1 2 1 3,       ,       i i i i i iu v W= ϕ = ϕ = ωϕ . (15) 

Âèïàäêó øàðí³ðíî îïåðòîãî êðàþ, íåðóõîìîãî â ïëîùèí³ îáîëîíêè (íå-
ðóõîìèé øàðí³ð), â³äïîâ³äàþòü òàê³ ãðàíè÷í³ óìîâè:  

 0,      0,          0nw u v M= = = = , (16) 

³ ïîñë³äîâíîñò³ êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é òàêîãî âèãëÿäó:  

 1 1 1 2 1 3,       ,          i i i i i iu v W= ωϕ = ωϕ = ωϕ , (17) 

äå 0ω =  – íîðìàë³çîâàíå ð³âíÿííÿ óñ³º¿ ãðàíèö³ îáëàñò³. 
Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ âïëèâó òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ íà àìïë³òóäíî-

÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè ïîëîãèõ îáîëîíîê ç ïëàíîì êâàäðàòíî¿ ôîðìè 
( / 1b a = ) öèë³íäðè÷íîãî òèïó êðèâèíè íàâåäåíî íà ðèñ. 2à òà ñôåðè÷íîãî 
òèïó êðèâèíè – íà ðèñ. 2á. Äëÿ âèïàäêó âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ (10) íà-
âåäåíî ïîð³âíÿííÿ ³ç ðåçóëüòàòàìè ðîáîòè [10]. 
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Рис. 2 
 Ç àíàë³çó íàâåäåíèõ íà ðèñ. 2 ñêåëåòíèõ êðèâèõ âèïëèâàº, ùî îñòàíí³ 
çàëåæàòü â³ä âèäó óìîâ çàêð³ïëåííÿ îáîëîíêè, 
òîáòî âèä ãðàíè÷íèõ óìîâ âïëèâàº íà òèï ñêå-
ëåòíèõ êðèâèõ, çì³íþþ÷è ¿õ õàðàêòåð ïîâåä³íêè 
â³ä ì’ÿêîãî òèïó (ùî â³äïîâ³äàº íàéá³ëüø æîðñò-
êîìó òèïó øàðí³ðíîãî çàêð³ïëåííÿ – íåðóõîìèé 
øàðí³ð, óìîâè (16)), äî æîðñòêîãî òèïó – ó ðàç³ 
ðóõîìîãî øàðí³ðó, óìîâè (14).  

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî â³ëüí³ 
êîëèâàííÿ ïîëîãî¿ ³çîòðîïíî¿ îáîëîíêè äâîÿêî¿ 
êðèâèíè ñêëàäíî¿ ôîðìè â ïëàí³ (ðèñ. 3) ç ãðà-
íè÷íèìè óìîâàìè (10). Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêö³¿ 

( , )x yω , 1( , )x yω  ³ 2( , )x yω , ùî âõîäÿòü ó ôîðìó-
ëè (12), ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 1 0 2 0 1 0 2 0 3 0 4 0 5 0 6( ) ( ) ( )F F L L L L L Lω = ∧ ∧ ∨ ∨ ∧ ∨ ∨ , 

 1 1 0 1 0 2Fω = ∧ ϖ ∧ ϖ , 

 2 2 0 3 0 4 0 5 0 6Fω = ∧ ϖ ∧ ϖ ∧ ϖ ∧ ϖ , (18) 

äå  

 

2a 

2d 
y 

x 

2a 2c 
z 

 
Рис. 3 
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 1 2 2 0 2 2 5 5 0 5 3 3 3 0 3,    ,   L L L L L Lϖ = ⋅ ∨ Φ ϖ = ⋅ ∨ Φ ϖ = ⋅ ∨ Φ , 

 4 1 1 0 1 5 4 4 0 4 6 6 6 0 6,   ,   L L L L L Lϖ = ⋅ ∨ Φ ϖ = ⋅ ∨ Φ ϖ = ⋅ ∨ Φ . (19) 

Ó âèðàçàõ (18), (19) ïîçíà÷åíî: 

 
2 22 2

1 2 1,60,      0,     0
2 2

a ya xF F L x c
a a

−−= ≥ = ≥ = − ≥ , 

 2 3,4 5( ) 0,    ( ) 0,    0L y d L x c L y d= − − ≥ = − + ≥ = + ≥ , 

 
2 2

2
1

1 ( ) 0
2 2

a d a dx c y d
a d

  − −   Φ = − + − + − ≥     −      
,  

 
2 2 2

2
( )

0
2

x y d c
c

+ − −
Φ = ≥ , 

 
2 2

2
3

1 ( ) 0
2 2

a d a dx c y d
a d

− −      Φ = + + − + − ≥      −       
, 

 
2 2

2
4

1 ( ) 0
2 2

a d a dx c y d
a d

− −      Φ = + + + + − ≥      −       
, 

 
2 2 2

5
( )

0
2

x y d c
c

+ + −
Φ = ≥ , 

 
2 2

2
6

1 ( ) 0
2 2

a d a dx c y d
a d

− −      Φ = − + + + − ≥      −       
, 

0∧ , 0∨  – R-êîí’þíêö³ÿ ³ R-äèç’þíêö³ÿ [8], ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 2 2
0x y x y x y∧ = + − + , 2 2

0x y x y x y∨ = + + + . 

Ó òàáë. 1 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ áåçðîçì³ðíèõ ÷àñòîòíèõ ïàðàìåòð³â 
2 2 2(1 ) /L L xR EΩ = ρω − µ  äëÿ îáîëîíîê êâàäðàòíî¿ ôîðìè â ïëàí³ òà ñêëàä-

íî¿ ôîðìè (äèâ. ðèñ. 3) ó ïðèïóùåíí³, ùî / 1d a → , ³ç â³äîìèìè [13]. Â³äõè-

ëåííÿ ðåçóëüòàò³â äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ( / 0x yR R = ) ñêëàäàº 0.001≈ %, 

äëÿ îáîëîíêè ³ç / 1x yR R =  â³äõèëåííÿ ñòàíîâèòü 0.0001≈ %. Çàçíà÷èìî, ùî 

ç³ çá³ëüøåííÿì ãëèáèíè âèð³çó ÷àñòîòíèé ïàðàìåòð çðîñòàº, ùî â³äïîâ³äàº 
ô³çè÷íîìó çì³ñòó çàäà÷³. 

 Таблиця 1 

 LΩ  

/ 1d a =  /x yR R  
[13] RFM 

/ 0.998d a =  / 0.8d a =  / 0.6d a =  

0 0.47555 0.47555     0.47607   0.49223   0.53906 
1 0.94808 0.94809     0.9482   0.92369   0.87617 

 
Íà ðèñ. 4 çîáðàæåíî êðèâ³ àìïë³òóäíî-÷àñòîòíèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ 

çíà÷åíü ãëèáèíè âèð³çó / 0.6, 0.8, 0.998d a =  îáîëîíêè ñêëàäíî¿ ôîðìè â ïëà-

í³, íàâåäåíî¿ íà ðèñ. 3, ïðè / 0.4c a =  (äëÿ âèïàäêó öèë³íäðè÷íîãî òèïó êðè-
âèíè – íà ðèñ. 4à, ñôåðè÷íîãî òèïó êðèâèíè – íà ðèñ. 4á). Äëÿ îòðèìàííÿ 
ðåçóëüòàò³â âèêîðèñòîâóâàëèñü îáèäâà ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ çâè÷àéíîãî 
äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (6). 
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Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëè ïðè çàãàëüí³é ê³ëüêîñò³ êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é 
(äèâ. ôîðìóëó (11)) 1 2 3 63N N N+ + = , ùî â³äïîâ³äàº 7-ìó ñòåïåíþ àïðîê-

ñèìóþ÷èõ ïîë³íîì³â äëÿ u  ³ v , òà 10-ìó – äëÿ W  ïðè îäíàêîâ³é ê³ëüêîñò³ 
êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é äëÿ êîæíî¿ ç øóêàíèõ ôóíêö³é. Ê³ëüê³ñòü êîîðäè-
íàòíèõ ôóíêö³é áóëà âñòàíîâëåíà â õîä³ äîñë³äæåííÿ âïëèâó ð³çíî¿ ê³ëü-
êîñò³ 1 2 3, ,N N N  ó ôîðìóëàõ (11) íà çá³æí³ñòü ðåçóëüòàò³â. Äëÿ ³íòåãðóâàí-
íÿ âèêîðèñòîâóâàëè 10-âóçëîâó ôîðìóëó ¥àóññà. 
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Рис. 4 

Òàêèì ÷èíîì, ó ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíèé ìåòîä äîñë³äæåííÿ 
çàäà÷ íåë³í³éíî¿ äèíàì³êè ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê, ùî áàçóºòüñÿ íà çà-
ñòîñóâàíí³ òåîð³¿ R-ôóíêö³é. Öåé ï³äõ³ä äîçâîëÿº çàñòîñîâóâàòè ðîçðîáëå-
íèé àëãîðèòì äî äîñë³äæåííÿ îáîëîíîê ³ ïëàñòèí, ùî îïèðàþòüñÿ íà ïëàí 
ñêëàäíî¿ ôîðìè. Íàäàë³ öåé ìåòîä ìîæíà óñï³øíî âèêîðèñòîâóâàòè ó äî-
ñë³äæåííÿõ âèìóøåíèõ êîëèâàíü ïîëîãèõ îáîëîíîê ³ ïëàñòèí äîâ³ëüíî¿ ãåî-
ìåòð³¿ ³ ñïîñîá³â çàêð³ïëåííÿ.  
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МЕТОД R-ФУНКЦИЙ В ЗАДАЧАХ ИССЛЕДОВАНИЙ ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ КОЛЕБАНИЙ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК 
 
Èññëåäóþòñÿ ñâîáîäíûå ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå êîëåáàíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê, 
îïèðàþùèõñÿ íà ïëàí ñëîæíîé ôîðìû. Àëãîðèòì ïîñòðîåí íà èñïîëüçîâàíèè 
òåîðèè R-ôóíêöèé è ìåòîäà Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà, ÷òî ïîçâîëÿåò â ñëó÷àå ñëîæ-
íîé ãåîìåòðèè îáëàñòè îáîëî÷êè è ðàçíûõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ñâåñòè 
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ê îáûêíîâåííîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ âòîðîãî 
ïîðÿäêà. Ïðåäñòàâëåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëîãèõ îáîëî-
÷åê ïðîñòîé è ñëîæíîé ôîðìû ïëàíîâ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòà-
òîâ ñ èìåþùèìèñÿ â ëèòåðàòóðå. 
 
R-FUNCTION METHOD IN PROBLEMS OF INVESTIGATIONS OF GEOMETRICALLY  
NON-LINEAR VIBRATIONS OF SHALLOW SHELLS 
 
Free geometrically nonlinear vibrations of plates and shallow shells with complicated 
planforms are studied. The algorithm is based on the application of the R-function 
theory and the Bubnov – Galerkin procedure to the equations of motion of shallow 
shells, that allows to reduce them to the second-order ordinary differential equation in 
the case of complicated planforms shells and different types of boundary conditions. 
The backbone curves for shallow shells with simple and complex planforms are 
presented. The results obtained are compared with that available from other works. 
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