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ЕЛЕКТРО-ОСМОТИЧНІ ТЕЧІЇ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ 
В ПРЯМОКУТНІЙ ПОРОЖНИНІ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ åëåêòðî-îñìîòè÷íà òå÷³ÿ ó ïðÿìîêóòí³é êîì³ðö³. Çàäà÷à 
çâîäèòüñÿ äî äâîâèì³ðíî¿ á³ãàðìîí³÷íî¿ çàäà÷³. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ âèÿâëÿ-
ºòüñÿ åôåêòèâíèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè, ùî ñòîñó-
þòüñÿ ïîâ³ëüíî¿ òå÷³¿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè ó ïðÿìîêóòí³é ïîðîæíèí³ ï³ä ä³ºþ 
äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé, ïðèêëàäåíèõ íà ¿¿ ñò³íêàõ. Ìåòîä ³ëþñòðóºòüñÿ 
äåê³ëüêîìà ïðèêëàäàìè. 

 
Â ³ñòèíí³é ô³ëîñîô³¿ ïðè÷èíó âñ³õ ïðè-

ðîäíèõ ÿâèù îñÿãàþòü çà äîïîìîãîþ ì³ð-
êóâàíü ìåõàí³÷íîãî õàðàêòåðó. Íà ìîþ äóìêó, 
òàê ³ ñë³ä ðîáèòè, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó 
ïðèõîäèòüñÿ â³äìîâëÿòèñü â³ä áóäü-ÿêèõ ñïî-
ä³âàíü êîëè-íåáóäü ³ ùî-íåáóäü çðîçóì³òè â 
ô³çèö³. 

Õ. Ãþéãåíñ [1, ñ. 11] 
 

1. Âñòóï. Ïî÷àòîê XXI ñòîë³òòÿ âí³ñ ñóòòºâ³ çì³íè ó ï³äõîäàõ äî ðîç-
ãëÿäó ð³çíîìàí³òíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà, çîêðåìà, ìåõà-
í³êè ð³äèíè. ²íòåðåñ äîñë³äíèê³â ïåðåêëþ÷èâñÿ â³ä êëàñè÷íèõ çàäà÷ ïðî 
âçàºìîä³þ ìàêðîòå÷³é ³ç çîâí³øí³ìè ÷è âíóòð³øí³ìè ò³ëàìè äî ð³çíîìàí³ò-
íèõ çàäà÷ ìåõàí³êè ð³äèíè, ÿê³ ò³ñíî ïîâ’ÿçàí³ ç á³î³íæåíåð³ºþ [6, 8], àíà-
ë³òè÷íîþ õ³ì³ºþ [9, 10] òà îõîðîíîþ çäîðîâ’ÿ [25]. (Óñ³ ö³ ñòàòò³ óâ³éøëè äî 
òåìàòè÷íîãî âèïóñêó «Nature Insight» ó íîìåð³ íàéâïëèâîâ³øîãî ì³æíà-
ðîäíîãî íàóêîâîãî ùîòèæíåâíèêà «Nature» çà 27 ëèïíÿ 2006 ð.) Âèíèêëè 
íàâ³òü ñïåö³àëüí³ òåðì³íè microfluidics òà lab-on-a-chip [19, 20, 22–24] äëÿ 
ïîçíà÷åííÿ òèõ ðîçä³ë³â íàóêè òà òåõíîëîã³é, ÿê³ ìàþòü ñïðàâó ³ç ìàëèìè 

(â³ä 910−  äî 1810− ë) ê³ëüêîñòÿìè ð³äèíè, ïðè÷îìó òå÷³¿ â³äáóâàþòüñÿ â ì³ê-
ðîêàíàëàõ àáî êîì³ðêàõ, ðîçì³ðè ÿêèõ âàð³þþòüñÿ â³ä äåñÿòê³â äî ñîòåíü 

ì³êðîìåòð³â ( 610− ì). Îñíîâíèì ïðè öüîìó ñòàº ³íòåðåñ äî îòðèìàííÿ ìîæ-
ëèâîñò³ âèì³ðþâàííÿ ³ êîíòðîëþ ïðîöåñ³â ïåðåíîñó òà çì³øóâàííÿ äîì³øîê 
ó ð³äèí³ [21, 23]. Âàæëèâèì º òå, ùî çàâäÿêè ìàëèì ðîçì³ðàì òà øâèä-
êîñòÿì òå÷³¿ ð³äèíè º ëàì³íàðíèìè ç òèïîâèì ÷èñëîì Ðåéíîëüäñà (1)O=Re  
³ ç âåëèêîþ òî÷í³ñòþ ìîæóòü îïèñóâàòèñÿ ë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè Ñòîêñà, 
êîëè ðóõ º íàñò³ëüêè ïîâ³ëüíèì, ùî ³íåðö³éíèìè ñèëàìè, ÿê³ ì³ñòÿòü êâàä-
ðàòè øâèäêîñòåé, ìîæíà çíåõòóâàòè ïîð³âíÿíî ç â’ÿçêèìè ñèëàìè. Íà 
ñüîãîäí³ âæå ³ñíóº ðÿä âïëèâîâèõ îãëÿäîâèõ ñòàòåé [5, 14, 18, 20] òà êíèãà 
[22], ÿê³ ì³ñòÿòü øèðîêó ïàíîðàìó äîñë³äæåíü ó ãàëóç³ ì³êðîð³äèí. 

Ñåðåä ð³çíèõ ìîæëèâîñòåé ìàí³ïóëþâàííÿ òå÷³ÿìè ð³äèíè íà ì³êðîð³â-
í³ (ïåðåíîñ ð³äèíè, çì³øóâàííÿ àáî ðîçä³ëåííÿ) ö³êàâèì º çàñòîñóâàííÿ 
ÿâèùà åëåêòðî-îñìîñó äëÿ ðîç÷èí³â åëåêòðîë³òè÷íèõ ð³äèí. Òàêå ÿâèùå [15] 
ïîëÿãàº â àêóìóëÿö³¿ åëåêòðè÷íîãî çàðÿäó ó òîíêîìó ïîäâ³éíîìó (àáî Äåáà-

ºâñüêîìó) øàð³ çàâòîâøêè Dλ  ïîðÿäêó äåñÿòêà íàíîìåòð³â ( 910− ì) á³ëÿ 
òâåðäî¿ ãðàíèö³. Çà ìåæåþ öüîãî øàðó â³ä ãðàíèö³ åëåêòðîë³ò º íåéòðàëü-
íèì. Òàêå íàêîïè÷åííÿ çàðÿäó ïðèçâîäèòü äî ïîçèòèâíî¿ ÷è íåãàòèâíî¿ ð³ç-
íèö³ ïîòåíö³àë³â ζ  óçäîâæ øàðó Äåáàÿ, ïðè÷îìó öÿ âåëè÷èíà çàëåæèòü â³ä 
õàðàêòåðèñòèê òâåðäî¿ ãðàíèö³ òà ð³äèíè. Çà íàÿâíîñò³ çîâí³øíüîãî åëåêò-
ðè÷íîãî ïîëÿ ³îíè â øàð³ Äåáàÿ ïðèòÿãóþòüñÿ äî ïðîòèëåæíî çàðÿäæåíîãî 
åëåêòðîäà ³ òÿãíóòü çà ñîáîþ ð³äèíó. ²íøèìè ñëîâàìè, çîâí³øíº åëåêòðè÷íå 
ïîëå ÷åðåç ä³þ íà ³îíè ñòâîðþº îá’ºìíó ñèëó, ÿêà, â ñâîþ ÷åðãó, ãåíåðóº 
òå÷³þ ð³äèíè. Êîëè âåëè÷èíà Dλ  çíà÷íî ìåíøà â³ä ðîçì³ð³â îáëàñò³ òå÷³¿, 
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åëåêòðî-îñìîòè÷íà òå÷³ÿ (ÅÎÒ) ìîæå áóòè îïèñàíà â ðàìêàõ ìîäåë³ Ñòîêñà 
äëÿ â’ÿçêî¿ ð³äèíè. ²ñíóº âæå ÷èñëåííà ë³òåðàòóðà ç äîñë³äæåíü ó öüîìó 
íàïðÿìêó, îãëÿä ÿêî¿ íàâåäåíî ó ñòàòòÿõ [5, 14, 20]. Ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü 
òåîðåòè÷íèõ äîñë³äæåíü ç ÅÎÒ â³äíîñèòüñÿ äî òå÷³é ó äîâãèõ êàíàëàõ 
ïðÿìîêóòíîãî ïåðåð³çó ç ïîñò³éíèì çíà÷åííÿì ïîòåíö³àëó ζ  óçäîâæ ñò³íîê 
³ ñóö³ëüíèìè åëåêòðîäàìè äëÿ ïðèêëàäàííÿ çîâí³øíüîãî åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. 
Ó ðîáîò³ [7] íàâåäåíî îãëÿä àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ â³äíîñíî ïðîñòèõ 
çàäà÷. Ó íåäàâí³õ ïóáë³êàö³ÿõ [16, 17] ðîçãëÿíóòî òå÷³þ ó øàð³ ç ïåð³îäè÷-
íèì ðîçì³ùåííÿì åëåêòðîä³â òà ó ïðÿìîêóòí³é êîì³ðö³. Ïðè öüîìó áóëî âè-
êîðèñòàíî àíàë³òè÷íèé ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿, ðîçâèíóòèé [11–13] äëÿ êëàñó 
äâîâèì³ðíèõ òå÷³é Ñòîêñà ó ïðÿìîêóòíèêó îäíèì ³ç àâòîð³â ö³º¿ ñòàòò³. Ðÿä 
êëþ÷îâèõ ïèòàíü ïðè çàñòîñóâàíí³ öüîãî ìåòîäó çàëèøèâñÿ íåç’ÿñîâàíèì. 
Äåòàëüíå äîñë³äæåííÿ òàêî¿ ãðàíè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî åëåêòðî-îñìîòè÷íó òå÷³þ 
ó ïðÿìîêóòíèêó º ïðåäìåòîì ö³º¿ ðîáîòè. 

2. Åëåêòðî-îñìîòè÷íà òå÷³ÿ. Êîëè åëåêòðîë³òè÷íèé ðîç÷èí ïðèëÿãàº 
äî ïîâåðõí³, õ³ì³÷íèé ñòàí ïîâåðõí³, âçàãàë³ êàæó÷è, çì³íþºòüñÿ âíàñë³äîê 
àáî ³îí³çàö³¿ êîâàëåíòíèõ ïîâåðõíåâèõ çâ’ÿçàíèõ ãðóï, àáî àáñîðáö³¿ ³îí³â. Â 
ðåçóëüòàò³ ïîâåðõíÿ íàáóâàº çàðÿä, ³ â òîé æå ÷àñ ³îíè âèõîäÿòü ó ð³äèíó 
(íàïðèêëàä, çâè÷àéíå ñêëî, SiOH, çà íàÿâíîñò³ âîäè ³îí³çóºòüñÿ, ùî ïðèâî-

äèòü äî çàðÿäæåíî¿ ïîâåðõíåâî¿ ãðóïè SiO − , òà âèçâîëÿº ³îí). Ó ñòàí³ ð³â-
íîâàãè ³ñíóº áàëàíñ ì³æ åëåêòðîñòàòè÷íèìè âçàºìîä³ÿìè òà òåïëîâèì çáó-
ðåííÿìè, ùî âèíèêàþòü ó ðîçïîä³ëåíîìó ïðîô³ë³ çàðÿäó. Ð³äèíà º åëåêò-
ðè÷íî íåéòðàëüíîþ, àëå øàð, ÿêèé ïðèëÿãàº äî ãðàíèö³, ìàº çàðÿä, ëîêàëü-
íî åêâ³âàëåíòíèé çà àìïë³òóäîþ ³ ïðîòèëåæíèé çà çíàêîì äî çâ’ÿçàíîãî çà-
ðÿäó íà ãðàíèö³. Õàðàêòåðíà òîâùèíà Dλ  òàêîãî øàðó Äåáàÿ çìåíøóºòüñÿ, 
ÿê âåëè÷èíà, îáåðíåíà äî êâàäðàòíîãî êîðåíÿ â³ä êîíöåíòðàö³¿ ³îí³â â îá’ºì³ 
ð³äèíè, òà ìàº òèïîâå çíà÷åííÿ 10Dλ ≈ íì äëÿ âîäè. 

Êîëè äî åëåêòðîë³òó ïðèêëàäåíå çîâí³øíº åëåêòðè÷íå ïîëå extE , â ð³-

äèí³ âñòàíîâëþºòüñÿ â³äïîâ³äíå âíóòð³øíº ïîëå E  òà ñòðóì ïðîâ³äíîñò³. 
Òèïîâî, ùî îñíîâíèé îá’ºì åëåêòðîë³òó çàëèøàºòüñÿ åëåêòðè÷íî íåéòðàëü-
íèì ³ òîìó íà íüîãî íå ä³þòü îá’ºìí³ ñèëè. Íàâïàêè, ó øàð³ Äåáàÿ ìàº ì³ñöå 
íåð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë çàðÿä³â, òîìó âíóòð³øíº åëåêòðè÷íå ïîëå E , íà-
ïðÿì ÿêîãî º äîòè÷íèì äî ãðàíèö³, ñòâîðþº îá’ºìíó ñèëó ³, òàêèì ÷èíîì, 
ïðèçâîäèòü äî çñóâó â ð³äèí³. ßê íàñë³äîê, øâèäê³ñòü ð³äèíè á³ëÿ ãðàíèö³ 
çì³íþºòüñÿ â³ä íóëÿ (äëÿ íåêîâçíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ) äî ñê³í÷åííîãî çíà-
÷åííÿ EOm E−  – òàê çâàíî¿ øâèäêîñò³ Ãåëüìãîëüöà – Ñìîëóõîâñüêîãî íà 

ãðàíèö³ øàðó Äåáàÿ. Òóò EOm  – õàðàêòåðèñòèêà ëîêàëüíî¿ ïðîâ³äíîñò³, ÿêà 

ïîâ’ÿçàíà ç ãóñòèíîþ ïîâåðõíåâîãî ðîçïîä³ëó çàðÿä³â elσ  ó âèïàäêó ìàëîãî 
çíà÷åííÿ ïîâåðõíåâîãî ïîòåíö³àëó ñï³ââ³äíîøåííÿì 

 0el D
EOm

ζεεσ λ
= =

µ µ
, (1) 

äå ε  – ä³åëåêòðè÷íà ñòàëà; 0ε  – ä³åëåêòðè÷íà ïðîíèêí³ñòü âàêóóìó; òàê 

çâàíèé «zeta-ïîòåíö³àë» ζ  – ïîòåíö³àë ïîâåðõí³ ó ì³ñö³ âèçíà÷åííÿ øâèä-
êîñò³; µ  – êîåô³ö³ºíò â’ÿçêîñò³ ð³äèíè. Òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ òàêîãî 
íàáëèæåííÿ íà ïðèêëàä³ çàäà÷³ ïðî äâîâèì³ðíó òå÷³þ ó íåñê³í÷åííîìó øàð³ 
ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó ñòàòò³ [16]. 

 Ó òèïîâ³é ñèòóàö³¿ òîâùèíà ïîäâ³éíîãî øàðó Äåáàÿ º çíà÷íî ìåíøîþ 
â³ä áóäü-ÿêîãî ì³êðîðîçì³ðó òå÷³¿ ó êîì³ðö³ ÷è â êàíàë³, òîìó ìîæíà ââàæà-
òè, ùî ð³äèíà ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ òàíãåíö³éíî¿ øâèäêîñò³ EOm E− , ïðèêëà-
äåíî¿ óçäîâæ ãðàíèö³. Òàêå ðîçìåæóâàííÿ ìàñøòàá³â äîâæèíè äîçâîëÿº 
ñïðîñòèòè òåîðåòè÷íó ìîäåëü, ó ÿê³é åëåêòðîã³äðîäèíàì³÷íèé çâ’ÿçîê ïîâ-
í³ñòþ îïèñóºòüñÿ çàäàííÿì òàíãåíö³éíî¿ øâèäêîñò³ íà ãðàíèö³, à îñíîâíó 
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åëåêòðî-îñìîòè÷íó òå÷³þ ìîæíà îïèñàòè ë³í³éíèìè ð³âíÿííÿìè Ñòîêñà 

 20 p= − ∇ + µ∇ u , (2) 

äå p  – òèñê; u  – øâèäê³ñòü; ∇  ³ 2∇  – â³äïîâ³äíî îïåðàòîðè ãðàä³ºíòà òà 
Ëàïëàñà. Âåëè÷èíè øâèäêîñò³ äëÿ ÅÎÒ âèçíà÷àþòüñÿ øâèäêîñòÿìè íà ãðà-
íèö³ òà ïðàêòè÷íî íå çàëåæàòü â³ä ðîçì³ðó îáëàñò³ òå÷³¿ (çà óìîâè, ùî ö³ 
ðîçì³ðè çàëèøàþòüñÿ çíà÷íî á³ëüøèìè â³ä Dλ ). Òèïîâ³ çíà÷åííÿ ïîâåðõ-
íåâîãî ïîòåíö³àëó ñÿãàþòü âåëè÷èíè äåñÿòê³â ì³ë³âîëüò ³ òîìó äëÿ âîäíèõ 

ðîç÷èí³â ìàºìî 410EOm −≈ ñì2/(ñ ∙ Â). ßê íàñë³äîê, äëÿ òîãî ùîá äîñÿãíóòè 
øâèäêîñòåé ïîðÿäêó äåê³ëüêîõ ì³ë³ìåòð³â çà ñåêóíäó, òðåáà ïðèêëàñòè 
åëåêòðè÷íå ïîëå ïîðÿäêó îäèíèöü êÂ/ñì. 

Äåòàëüíå îáãîâîðåííÿ ïåðåâàã ³ íåäîë³ê³â ÅÎÒ äëÿ ì³êðîñèñòåìíèõ 
çàñòîñóâàíü ì³ñòèòü îãëÿä [20]. 

3. Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî çàìêíåíó êîì³ðêó ,  x a y b≤ ≤  
(ðèñ. 1à) ç íåðóõîìèìè ñò³íêàìè, ÿêà ì³ñòèòü åëåòðîë³òè÷íèé ðîç÷èí. Äâà 
åëåêòðîäè ïðèºäíàíî äî ñò³íîê x a= −  òà x a= , ùî ïðèçâîäèòü äî âèíèê-
íåííÿ êîìïîíåíòè åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ xE , ïàðàëåëüíî¿ äî îñ³ Ox . Äîäàòêîâ³ 

åëåêòðîäè 1 2 3 4, , ,A A A A  çíàõîäÿòüñÿ ïîáëèçó âåðõíüî¿ ( )y b=  òà íèæíüî¿ 
( )y b= −  ñò³íîê êîì³ðêè. Ö³ åëåêòðîäè íå êîíòàêòóþòü ç ð³äèíîþ òà âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ äëÿ êîíòðîëþ ðîçïîä³ëó ïîòåíö³àëó ζ  íà ãðàíèö³ òâåðäå ò³ëî 
– ð³äèíà. 
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a) ãåîìåòð³ÿ çàäà÷³  á)  ðîçðàõóíêîâà ñõåìà 
Рис. 1. Åëåêòðî-îñìîòè÷íà òå÷³ÿ ð³äèíè â ïðÿìîêóòí³é êîì³ðö³. 

Ó äâîâèì³ðíîìó âèïàäêó âåêòîðíå ð³âíÿííÿ Ñòîêñà (2) çà äîïîìîãîþ 
ôóíêö³¿ òå÷³¿ ( , )x yψ  ìîæíà çâåñòè äî ñêàëÿðíîãî á³ãàðìîí³÷íîãî ð³âíÿííÿ 

 2 2 0∇ ∇ ψ = , (3) 
äå êîìïîíåíòè âåêòîðà øâèäêîñò³ ( , )u x y  òà ( , )v x y  äëÿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè 
âèçíà÷àþòüñÿ ÿê 

 ,       u v
y x

∂ψ ∂ψ= = −
∂ ∂

. (4) 

Çã³äíî ç îïèñàíîþ âèùå ìîäåëëþ òå÷³þ âñåðåäèí³ êîì³ðêè ìîæíà ïî-
äàòè ÿê ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ (ðèñ. 1á) äëÿ ð³âíÿííÿ (3) ³ç ãðàíè÷íèìè óìî-
âàìè: 

 

(1)

(2)

, ,
0,       0, ,        

,   ,

t

t

U a x c
c x c y b

y
U c x a

 − ≤ < −
∂ψ ψ = = − ≤ ≤ =∂  ≤ ≤

, 

 

(1)

(2)

, ,
0,       0, ,        

,   ,

b

b

U a x c
c x c y b

y
U c x a

 − ≤ < −
∂ψ ψ = = − ≤ ≤ = −∂  ≤ ≤

, 

 0,       0,          ,      x a y b
x

∂ψψ = = = ± ≤
∂

,  (5) 

äå (1)
tU , (2)

tU , (1)
bU , (2)

bU  – çàäàí³ ñòàë³ çíà÷åííÿ äîòè÷íî¿ øâèäêîñò³ íà 
âåðõí³é òà íèæí³é ñò³íêàõ êîì³ðêè. Â³äì³òèìî, ùî ó òî÷êàõ ( , )c b± ±  ãðà-



110 

íè÷í³ øâèäêîñò³ ìàþòü ðîçðèâ, ÿêèé íå ïîâèíåí ïîçíà÷àòèñÿ íà íåïåðåðâ-
íîñò³ ïîëÿ øâèäêîñò³ âñåðåäèí³ êîì³ðêè. 

Ç îãëÿäó íà ë³í³éí³ñòü êðàéîâî¿ çàäà÷³ (3), (5) ¿¿ ðîçâ’ÿçîê ìîæíà ïîäà-
òè ó âèãëÿä³  
 1 2 3 4ψ = ψ + ψ + ψ + ψ , (6) 

äå á³ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 1( , )x yψ , 2 ( , )x yψ , 3 ( , )x yψ , 4 ( , )x yψ  çàäîâîëüíÿþòü 
òàê³ ãðàíè÷í³ óìîâè: 

 – äëÿ ïàðíî¿ çà x  òà y  ôóíêö³¿ 1( , )x yψ  

 
1

1
1

 1

, ,
0,       0, ,        

,  ,

U a x c
c x c y b

y
U c x a

− ≤ < −∂ψ ψ = = ± − ≤ ≤ =∂  ≤ ≤
, 

 1
1 0,       0,          ,      x a y b

x
∂ψ

ψ = = = ± ≤
∂

; (7) 

 – äëÿ ïàðíî¿ çà x  òà íåïàðíî¿ çà y  ôóíêö³¿ 2 ( , )x yψ  

 
2

2
2

 2

, ,
0,       0, ,           

,  ,

U a x c
c x c y b

y
U c x a

− ≤ < −∂ψ ψ = = − ≤ < = ±∂  ≤ ≤
, 

 2
2 0,       0,          ,      x a y b

x
∂ψ

ψ = = = ± ≤
∂

; (8) 

 – äëÿ íåïàðíî¿ çà x  òà ïàðíî¿ çà y  ôóíêö³¿ 3 ( , )x yψ  

 
3

3
3

3

, ,
0,       0, ,        

,   ,

U a x c
c x c y b

y
U c x a

− − ≤ < −∂ψ ψ = = ± − ≤ < = ±∂  ≤ ≤
, 

 3
3 0,       0,          ,      x a y b

x
∂ψ

ψ = = = ± ≤
∂

; (9) 

 – äëÿ íåïàðíî¿ çà x  òà y  ôóíêö³¿ 4 ( , )x yψ  

 
4

4
4

4

, ,
0,       0, ,          

,   ,

U a x c
c x c y b

y
U c x a

− − ≤ < −∂ψ ψ = = − ≤ < = ±∂  ≤ ≤
, 

 4
4 0,       0,          ,      x a y b

x
∂ψ

ψ = = = ± ≤
∂

, (10) 

äå 

 
(1) (2) (1) (2) (1) (2) (1) (2)

1 2, ,
4 4

t t b b t t b bU U U U U U U U
U U

+ − − + + +
= =  

 
(2) (1) (1) (2) (2) (1) (2) (2)

3 4, .
4 4

t t b b t t b bU U U U U U U U
U U

− + − − + −
= =  (11) 

 4. Ïîáóäîâà àíàë³òè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. Óñ³ êðàéîâ³ çàäà÷³ (7)–(10) 
ðîçâ’ÿçóºìî àíàë³òè÷íèì ìåòîäîì ñóïåðïîçèö³¿, ÿêèé º åôåêòèâíèì äëÿ 
áàãàòüîõ äâîâèì³ðíèõ á³ãàðìîí³÷íèõ çàäà÷ ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³, çãèíó ïëàñ-
òèí ³ òå÷³é Ñòîêñà [2–4, 11–13]. Ó öèõ ðîáîòàõ ìîæíà çíàéòè ïîäðîáèö³ 
ìåòîäó; íèæ÷å ïîäàºìî ëèøå çâåäåí³ ðåçóëüòàòè. 

Á³ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ òå÷³¿ 1( , )x yψ  ìàº âèãëÿä 

 
(1)

1
1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
m m m m

m m
m m mm

X y y
b b b y x

b b

∞

=

α α ψ = − α − α − α α α 
∑  

 
(1)

1

cosh sinh
( 1) tanh cos

cosh cosh
Y x x

a a a x y
a a

∞

=

β β − − β − β β β β 
∑    

 
  

, (12) 

äå ïîçíà÷åíî 
(2 1)

2m
m

a
− πα = , 

(2 1)
2b
− πβ =


.  
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Êîåô³ö³ºíòè (1)
mX  òà (1)Y  ðÿä³â Ôóð’º âèçíà÷àþòüñÿ ³ç íåñê³í÷åííî¿ 

ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
2

(1) (1) 1
1 2 2 2

1

4 2
( ) 1 ( 1) sin ,   1

( )
mm

m m m
m

U
X b b Y c m

a

∞

=

α β
 ∆ α − = + − α ≤ ≤ ∞ β + α

∑ 


 

, 

 
2

(1) (1)
1 2 2 2

1

4
( ) 0,         1

( )
m

m
m m

Y a a X
∞

=

β α
∆ β − = ≤ ≤ ∞

α + β
∑ 

 


 , (13) 

ó ÿê³é ïîçíà÷åíî 1 2
( ) tanh

cosh

ξ∆ ξ = ξ +
ξ

. 

Àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â (1)
mX , (1)Y  íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàº âèãëÿä 

 
2

(1) (1) 31 1
2

2 2
( 1) sin Re ( ),    

( 4)
m

m m m

U U
X c E o m m

abab
−λ −

λ
π

= + − α + α + → ∞
π −

( ) , 

 (1) (1) 31
2

4
Re ( ),             

( 4)

U
Y E o

ab
−λ −

λ
π

= − β + → ∞
π −

( )    , (14) 

ç äåÿêîþ êîìïëåêñíîþ ñòàëîþ (1)Eλ  òà 2.73959 1.11902iλ = + . 

Ñï³ââ³äíîøåííÿ (14) º îñíîâîþ äëÿ êîðåêòíî¿ ðåäóêö³¿ íåñê³í÷åííî¿ 
ñèñòåìè (13) ³ ïåðåõîäó äî ñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ç ïåðøèìè M  òà L  íåâ³äî-

ìèìè (1)
mX  òà (1)Y . Ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ 1( , )x yψ  ³ êîìïî-

íåíò øâèäêîñò³ ó âñ³é êîì³ðö³, âêëþ÷àþ÷è ³ ãðàíèöþ ç êóòîâèìè òî÷êàìè, 
íàâåäåíî ó ïîïåðåäí³é ðîáîò³ [10] òà âèêîðèñòàíî ó ñòàòòÿõ [16, 17]. Ïðè 
öüîìó âèêîðèñòàíî çíà÷åííÿ äåÿêèõ íåñê³í÷åííèõ ñóì, ÿê³ äîçâîëÿþòü ó 
ñê³í÷åííîìó âèãëÿä³ âðàõóâàòè âàæëèâèé âíåñîê ïåðøèõ ÷ëåí³â â àñèìïòî-
òèêàõ (14) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º. 

Ëîêàëüíà ïîâåä³íêà ôóíêö³¿ òå÷³¿ 1ψ  â îêîë³ êóòîâî¿ òî÷êè ( , )a b  ó ïî-

ëÿðíèõ êîîðäèíàòàõ ( , )ρ θ  ³ç 0 < ρ < ∞ , 0
2
π≤ θ ≤  ìàº âèãëÿä 

 1
1 2

4
( , ) cos sin

2 24

U π π  ψ ρ θ = ρ θ θ − − θ θ +    π −
 

 1 4Re sin sin cos sin ( )
2MA Oλ + π  + ρ θ λ − θ + θ λθ + ρ      

, (15) 

äå âèêîðèñòàíî ïåðåòâîðåííÿ cosx a= − ρ θ , siny b= − ρ θ .  

Ëîêàëüíà ïîâåä³íêà ôóíêö³¿ 1ψ  â îêîë³ òî÷êè ( , )c b  ó ïîëÿðíèõ êîîð-

äèíàòàõ ( , )c cρ θ  ³ç 0cρ > , 0 c≤ θ ≤ π  òà cosc cx c= + ρ θ , siny b= − ρ θ , º 
òàêîþ: 

 2
1 1( , ) 1 sin ( )c

c c c c cU O
θ ψ ρ θ = ρ − θ + ρ π 

. (16) 

Á³ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ òå÷³¿ 2 ( , )x yψ  ìàº âèãëÿä 

 
(2)

2
1

sinh cosh
( 1) coth cos

sinh sinh
m m m m

m m
m m mm

X y y
b b b y x

b b

∞

=

α α ψ = − α − α − α α α 
∑  

 
(2)

1

cosh sinh
( 1) tanh sin

cosh cosh
k k k k

k k
k k kk

Y x x
a a a x y

a a

∞

=

δ δ − − δ − δ δ δ δ 
∑ , (17) 

äå ïîçíà÷åíî 
(2 1)

2m
m

a
− πα = , k

k
b
πδ = .  
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Êîåô³ö³ºíòè (2)
mX , (2)

kY  ðÿä³â Ôóð’º âèçíà÷àþòüñÿ ³ç íåñê³í÷åííî¿ ñèñ-

òåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
2

(2) (2) 2
2 2 2 2

1

4 2
( ) 1 ( 1) sin , 1

( )
mm k

m m k m
k k m

U
X b b Y c m

a

∞

=

α δ
 ∆ α − = + − α ≤ ≤ ∞ δ + α

∑ , 

 
2

(2) (2)
1 2 2 2

1

4
( ) 0,      1

( )
k m

k k m
m m k

Y a a X k
∞

=

δ α
∆ δ − = ≤ ≤ ∞

α + δ
∑ , (18) 

ó ÿê³é ïîçíà÷åíî 1 22 2
( ) tanh ,   ( ) coth

cosh sinh

ξ ξ∆ ξ = ξ + ∆ ξ = ξ −
ξ ξ

. 

Àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â (2)
mX , (2)

kY  íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàº âèãëÿä 

 
2

(2) (2) 32 2
2

2 2
( 1) sin Re ( ),   

( 4)
m

m m m

U U
X c E o m m

abab
−λ −

λ
π

= + − α + α + → ∞
π −

( ) , 

 (2) (2) 32
2

4
Re ( ),         

( 4)
k k

U
Y E o k k

ab
−λ −

λ
π

= − δ + → ∞
π −

( ) , (19) 

ç äåÿêîþ êîìïëåêñíîþ ñòàëîþ (2)Eλ  òà 2.73959 1.11902iλ = + . 

Á³ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ òå÷³¿ 3 ( , )x yψ  ìàº âèãëÿä 

 
(3)

1
3

1

cosh sinh
( 1) tanh sin

cosh cosh
n n n n

n n
n n nn

X y y
b b b y x

b b

∞
−

=

γ γ ψ = − γ − γ + γ γ γ 
∑  

 
(3)

1

sinh cosh
( 1) coth cos

sinh sinh
Y x x

a a a x y
a a

∞

=

β β + − β − β β β β 
∑    

 
  

, (20) 

äå ïîçíà÷åíî n
n
a
πγ = , 

(2 1)
2b
− πβ =


.  

Êîåô³ö³ºíòè (3)
nX  òà (3)Y  ðÿä³â Ôóð’º âèçíà÷àþòüñÿ ³ç íåñê³í÷åííî¿ 

ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 
2

(3) (3) 3
1 2 2 2

1

4 2
( ) 1 ( 1) cos , 1

( )
nn

n n n
l n

U
X b b Y c n

a

∞

=

γ β
 ∆ γ − = + − γ ≤ ≤ ∞ β + γ

∑ 




, 

 
2

(3) (3)
2 2 2 2

1

4
( ) 0,         1

( )
n

n
n n

Y a a X
∞

=

β γ
∆ β − = ≤ ≤ ∞

γ + β
∑ 

 


 , (21) 

â ÿê³é ïîçíà÷åíî 1 22 2
( ) tanh ,   ( ) coth

cosh sinh

ξ ξ∆ ξ = ξ + ∆ ξ = ξ −
ξ ξ

. 

Àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â (3)
nX , (3)Y  íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàº âèãëÿä 

 
2

(3) (3) 33 3
2

2 2
( 1) cos Re ( ),    

( 4)
n

n n n

U U
X c E o n n

abab
−λ −

λ
π

= + − γ + γ + → ∞
π −

( ) , 

 (3) (3) 33
2

4
Re ( ),         

( 4)

U
Y E o

ab
−λ −

λ
π

= − β + → ∞
π −

( )    , (22) 

ç äåÿêîþ êîìïëåêñíîþ ñòàëîþ (3)Eλ  òà 2.73959 1.11902iλ = + . 

Íàðåøò³, á³ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ òå÷³¿ 4 ( , )x yψ  ìàº âèãëÿä 

 
(4)

4
1

sinh cosh
( 1) coth sin

sinh sinh
n n n n

n n
n n nn

X y y
b b b y x

b b

∞

=

γ γ ψ = − γ − γ − γ γ γ 
∑  

 
(4)

1

sinh cosh
( 1) coth sin

sinh sinh
k k k k

k k
k k kk

Y x x
a a a x y

a a

∞

=

δ δ − − δ − δ δ δ δ 
∑ , (23) 
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äå ïîçíà÷åíî n
n
a
πγ = , k

k
b
πδ = .  

Êîåô³ö³ºíòè (4)
nX  òà (4)

kY  ðÿä³â Ôóð’º âèçíà÷àþòüñÿ ³ç íåñê³í÷åííî¿ 

ñèñòåìè ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 

 ( )
2

4(4) 4
2 2 2 2

1

4 2
( ) 1 ( 1) cos ,   1

( )
nn k

n n nk
k k n

U
X b b Y c n

a

∞

=

γ δ
 ∆ γ − = − − γ ≤ ≤ ∞ δ + γ

∑ , 

 
2

(4) (4)
2 2 2 2

1

4
( ) 0,         1

( )
k n

k k n
n n k

Y a a X k
∞

=

δ γ
∆ δ − = ≤ ≤ ∞

γ + δ
∑ , (24) 

â ÿê³é ïîçíà÷åíî 2 2
( ) coth

sinh

ξ∆ ξ = ξ −
ξ

. 

Àñèìïòîòèêà êîåô³ö³ºíò³â (4)
nX , (4)

kY  íà íåñê³í÷åííîñò³ ìàº âèãëÿä 

 
2

(4) (4) 34 4
2

2 2
( 1) cos Re ( ),    

( 4)
n

n n n

U U
X c E o n n

abab
−λ −

λ
π

= − − γ + γ + → ∞
π −

( ) , 

 (4) (4) 34
2

4
Re ( ),          

( 4)
k k

U
Y E o k k

ab
−λ −

λ
π

= − δ + → ∞
π −

( ) , (25) 

ç äåÿêîþ êîìïëåêñíîþ ñòàëîþ (4)Eλ òà 2.73959 1.11902iλ = + . 

5. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü. Ìåòîäèêó îðãàí³çàö³¿ ðîçðàõóíê³â, ÿêà áàçó-
ºòüñÿ íà ïåðåõîä³ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñê³í÷åííèõ ñèñòåì ³ç óðàõóâàííÿì 
àñèìïòîòè÷íî¿ ïîâåä³íêè òèïó (14), äåòàëüíî âèêëàäåíî â [11]. Öÿ ñòàòòÿ 
áóëà áàçîâîþ äëÿ ðîá³ò [16, 17], ó ÿêèõ íàâåäåíî (³ç äåùî çàéâèìè 
óñêëàäíåííÿìè ó ïîçíà÷åííÿõ) ðîçðàõóíêîâ³ ôîðìóëè äëÿ òðüîõ ³íøèõ 
òèï³â ñèìåòð³¿ çàäà÷³. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî çíà÷åííÿ äåÿêèõ íå-
ñê³í÷åííèõ ñóì, ÿê³ äîçâîëÿþòü ó ñê³í÷åííîìó âèãëÿä³ âðàõóâàòè âàæëèâèé 
âíåñîê ïåðøèõ ÷ëåí³â â àñèìïòîòèêàõ òèïó (14) äëÿ êîåô³ö³ºíò³â Ôóð’º 

(1)
mX  òà (1)Y . 

Ðîçãëÿíåìî äåê³ëüêà ïðèêëàä³â òå÷³¿ ó ïðÿìîêóòí³é êîì³ðö³ ç 2a = , 
1b =  ç ð³çíèì ðîçïîä³ëîì ζ  ïîòåíö³àë³â óçäîâæ ¿¿ âåðõíüî¿ òà íèæíüî¿ ñò³-

íîê. Ïðè öüîìó ó âñ³õ ñê³í÷åííèõ ñèñòåìàõ çàëèøàëè â³äïîâ³äíî ïî 6 ³  3 
íåâ³äîìèõ. Ïîõèáêà âèêîíàííÿ ãðàíè÷íèõ óìîâ äëÿ øâèäêîñòåé íà ñò³íêàõ 
íå ïåðåâèùóâàëà 0.1% íàâ³òü ïîáëèçó êóòîâèõ òî÷îê ³ òî÷îê ðîçðèâó 
øâèäêîñò³. 

Âèïàäîê îäíàêîâèõ çíà÷åíü ïîòåíö³àë³â íà åëåêòðîäàõ 1 2 3 4, , ,A A A A  

áåç çàçîðó ì³æ íèìè ( 0)c =  ïðèçâîäèòü äî çàäàííÿ ïîñò³éíèõ çíà÷åíü tU  

òà bU  äîòè÷íèõ øâèäêîñòåé, ÿê³ ð³âíîì³ðíî ðîçïîä³ëåí³ âçäîâæ âåðõíüî¿ ³ 
íèæíüî¿ ñò³íîê êîì³ðêè. Ñòðóêòóðà òàêèõ òå÷³é äîáðå â³äîìà ³ç ïîïåðåäí³õ 
ðîá³ò [4, 11, 12]. Äëÿ ôóíêö³¿ òå÷³¿ á³ëÿ êóòîâèõ òî÷îê òà òî÷îê ðîçðèâó 
øâèäêîñò³ ÷³òêî ïðîÿâëÿºòüñÿ ïîâåä³íêà, ùî îïèñóºòüñÿ ïîäàííÿìè (15), 
(16) äëÿ ðîçâ’ÿçê³â Ãóäüºðà – Òåéëîðà òà âèõîð³â Ìîôôàòà. 
 Ðèñ. 2–4 ³ëþñòðóþòü ñòàö³îíàðíå ïîëå òå÷³¿ ïðè íåîäíîð³äíîìó ðîçïî-
ä³ë³ ζ  ïîòåíö³àë³â. Íà âñ³õ öèõ ðèñóíêàõ íàâåäåíî ë³í³¿ òå÷³¿, ùî â³äïîâ³äà-

þòü ïîñò³éíèì çíà÷åííÿì ôóíêö³¿ òå÷³¿ ( , )x yψ  ç ³íòåðâàëîì 0.1. Ë³í³¿ 

( , ) 0x yψ =  – öå ñåïàðàòðèñè, ÿê³ ïîä³ëÿþòü êîì³ðêó íà òàê çâàí³ êîíâåê-
òèâí³ çîíè, â ÿêèõ ³ñíóº ëèøå îäèí âåëèêèé âèõîð. Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî òîïî-
ëîã³þ ïîëÿ òå÷³¿ çà â³äñóòíîñò³ çàçîðó ( 0)c =  ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ ζ  ïî-
òåíö³àë³â íà ë³âèõ ³ ïðàâèõ åëåêòðîäàõ íà âåðõí³é ³ íèæí³é ñò³íêàõ. Âèäíî, 
ùî çì³íîþ çíà÷åíü ζ  íà íèæí³õ åëåêòðîäàõ ìîæíà êîíòðîëþâàòè ôîðìó òà 
ðîçòàøóâàííÿ êîíâåêòèâíèõ çîí. 
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 Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî âïëèâ çàçîðó c  íà òîïîëîã³þ ë³í³é òå÷³¿. Äëÿ â³ä-
íîñíî ìàëèõ çíà÷åíü çàçîðó, 0.1c a= , â³í ìàéæå íå âïëèâàº íà ñòðóêòóðó 
òå÷³¿, ³ êàðòèíè, çîáðàæåí³ íà ðèñ. 2à ³ ðèñ. 3à òà ðèñ. 2á ³ ðèñ. 3â, ìàéæå 
ñï³âïàäàþòü. Äëÿ â³äíîñíî âåëèêèõ çíà÷åíü çàçîðó, 0.5c a= , (ðèñ. 3á, ðèñ. 3ã) 
êàðòèíà ë³í³é òå÷³¿ çì³íþºòüñÿ ³ êîíâåêòèâí³ çîíè ñòàþòü àñèìåòðè÷íèìè. 
 Ðèñ. 4 ³ëþñòðóº çíà÷íî ñêëàäí³øó êàðòèíó ë³í³é òå÷³¿ ç â³äñóòíüîþ ñè-
ìåòð³ºþ ïðè ð³çíèõ çíà÷åííÿõ ïîòåíö³àë³â íà âñ³õ åëåêòðîäàõ áåç çàçîðó 
( 0)c = . Îñîáëèâî ö³êàâîþ º íàÿâí³ñòü äîäàòêîâèõ ñåïàðàòðèñ ( , ) 0x yψ =  íà 
ðèñ. 4ã. 

 Ö³ òèïîâ³ ïðèêëàäè ñòàö³îíàðíèõ ë³í³é òå÷³¿ äëÿ ÅÎÒ íàâîäÿòü íà äóì-
êó ïðî ìîæëèâ³ñòü åôåêòèâíî¿ îðãàí³çàö³¿ ïðîöåñó çì³øóâàííÿ äîì³øêè 
øëÿõîì òàê çâàíî¿ õàîòè÷íî¿ àäâåêö³¿ ïðè ðàïòîâîìó ïåðåêëþ÷åíí³ ζ  ïî-

òåíö³àë³â ó ìîìåíòè ÷àñó /2,  1,2,t kT k= =  , äå T  – äåÿêèé ïåð³îä. Îñ-
ê³ëüêè ÅÎÒ ó êîì³ðö³ ôàêòè÷íî íå ìàº ðóõîìèõ ãðàíèöü, òî òàêèé ì³êðîçì³-
øóâà÷ ìîæå ìàòè ïðèíöèïîâ³ ïåðåâàãè ó á³îìåäè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ ì³êðî-
ð³äèííèõ òå÷³é. Îäèí ïðèêëàä çì³øóâàííÿ â òå÷³¿ Ñòîêñà íàâåäåíî ó ñòàòò³ 
[4] äëÿ ð³âíîì³ðíîãî ðîçïîä³ëó øâèäêîñòåé íà ñò³íêàõ. Áàãàòî ³íøèõ ïðè-
êëàä³â äëÿ êâàäðàòíî¿ êîì³ðêè íàâåäåíî â ðîáîò³ [16], à â ðîáîò³ [17] íàâåäå-
íî äàí³ äëÿ øàðó ç ïåð³îäè÷íèì çà x  (ç ïåð³îäîì 2a b= ) ðîçì³ùåííÿì 
åëåêòðîä³â. Ïðè öüîìó â³äçíà÷åíî ïåðåâàãó àíàë³òè÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ 
ïîëÿ øâèäêîñò³ íàä éîãî ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèì àáî ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèì 
ïðåäñòàâëåííÿìè ïðè âñ³õ ðîçðàõóíêàõ. Îäíàê âñ³ ö³ äàí³, íà íàø ïîãëÿä, 
íå ñèñòåìàòèçîâàí³ íàëåæíèì ÷èíîì. Çîêðåìà, âàæëèâà ïðîáëåìà âèçíà-
÷åííÿ «ÿêîñò³ ñóì³ø³» òà îïòèì³çàö³ÿ çà ζ  ³ T  ïðîöåñó çì³øóâàííÿ çàëè-
øàºòüñÿ â³äêðèòîþ. 
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Рис. 2. Êàðòèíà ë³í³é òå÷³¿ äëÿ ÅÎÒ ç íåîäíîð³äíèì ζ  ïîòåíö³àëîì íà 

âåðõí³õ ³ íèæí³õ åëåêòðîäàõ ó êîì³ðö³ ç 2a = , 1b =  áåç çàçîðó 

( 0)c =  òà øâèäêîñòÿìè (1) 1tU = − , (2) 1tU = , (1)
bU U= − ,  (2)

bU U=  ïðè: 

a) 1U = − ; á) 1U = ; â) 0.5U = − ; ã) 0.5U = . 
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Рис. 3. Âïëèâ øèðèíè çàçîðó c  íà êàðòèíó ë³í³é òå÷³¿ äëÿ ÅÎÒ ç íåîäíî-
ð³äíèì ζ  ïîòåíö³àëîì íà âåðõí³õ ³ íèæí³õ åëåêòðîäàõ ó êîì³ðö³ ç 

2a = , 1b =  òà øâèäêîñòÿìè (1) 1tU = − , (2) 1tU = , (1)
bU U= − , (2)

bU U=  
ïðè: a) 1, 0.2U c= − = ; á) 1, 1U c= − = ; â) 1, 0.2U c= = ; ã) 1U = , 1c = . 
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Рис. 4.  Êàðòèíà ë³í³é òå÷³¿ äëÿ ÅÎÒ ç íåîäíîð³äíèì ζ  ïîòåíö³àëîì íà 
âåðõí³õ ³ íèæí³õ åëåêòðîäàõ ó êîì³ðö³ ç 2a = , 1b =  áåç çàçîðó 

( 0)c =  òà øâèäêîñòÿìè (1) 0.5tU = − , (2) 1tU = , (1)
1b bU U= , (2)

2b bU U=  

ïðè: a) 1 0.5bU = , 2 1bU = − ; á) 1 0.5bU = − , 2 1bU = ; â) 1 1bU = , 

2 0.5bU = − ; ã) 1 1bU = − , 2 0.5bU = . 
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ЭЛЕКТРО-ОСМОТИЧЕСКИЕ ТЕЧЕНИЯ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ 
В ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПОЛОСТИ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äâóõìåðíàÿ áèãàðìîíè÷åñêàÿ çàäà÷à äëÿ ïðÿìî-
óãîëüíîé îáëàñòè. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ 
çàäà÷ ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, îòíîñÿùèìñÿ ê ìåäëåííîìó òå÷åíèþ âÿçêîé æèäêîñ-
òè â ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñòè ïîä äåéñòâèåì êàñàòåëüíûõ ñêîðîñòåé, ïðèëîæåí-
íûì íà åå ñòåíêàõ. Ìåòîä ïðîèëëþñòðèðîâàí íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè. 
 
ELECTRO-OSMOTIC FLOWS OF VISCOUS FLUID 
IN A RECTANGULAR CAVITY 
 
Two-dimensional, time-independent electro-osmotic flows driven by a uniform electric 
field in a closed rectangular cavity with uniform and nonuniform zeta potential 
distributions along the cavity’s walls are studied by the method of superposition. This 
metthod appears is effective for solving mechanical problems concerning creeping flow 
of viscous fluid set up in a rectangular cavity by tangential velocities applied along its 
walls. The method is illustrated by several examples. 
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