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ÓÄÊ 539.3 
 
П. З. Луговий, І. Ю. Подільчук, К. Г. Головко  
 
ПРО ВПЛИВ ПРУЖНОЇ ОСНОВИ НА ПОШИРЕННЯ ГАРМОНІЧНИХ ХВИЛЬ 
В ОРТОТРОПНІЙ ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБОЛОНЦІ  
 

Íà îñíîâ³ òåîð³¿ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà îòðèìàíî ð³âíÿííÿ äëÿ äîñë³ä-
æåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ ïîë³â äåôîðìàö³é â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáî-
ëîíö³ íà ïðóæí³é îñíîâ³ Ïàñòåðíàêà. Ïîáóäîâàíî äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ, ÿêå 
äîçâîëÿº âèâ÷àòè ðóõ âëàñíèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷-
í³é îáîëîíö³ çàëåæíî â³ä âëàñòèâîñòåé ïðóæíî¿ îñíîâè. Çíàéäåí³ çíà÷åííÿ 
øâèäêîñòåé õâèëü çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâàíîãî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó äëÿ ïîáó-
äîâè äèñïåðñ³éíèõ ä³àãðàì ñï³âïàäàþòü ç àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè, ùî ï³ä-
òâåðäæóº äîñòîâ³ðí³ñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â. 

 
Âñòóï. Òåõí³÷íèé ïðîãðåñ ó ñó÷àñí³é òåõí³ö³ çíà÷íîþ ì³ðîþ çàëåæèòü 

â³ä ôóíäàìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü ïðîöåñ³â âçàºìîä³¿ ð³çíèõ êîíñòðóêö³éíèõ 
åëåìåíò³â ç ñåðåäîâèùåì. Òàê, öèë³íäðè÷í³ îáîëîíêè ÿê êîíñòðóêö³éí³ åëå-
ìåíòè çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ó òåõí³ö³, òîìó âèâ÷åííþ ¿õ äèíà-
ì³÷íî¿ ïîâåä³íêè ïðèä³ëÿºòüñÿ çíà÷íà óâàãà [1, 3, 6]. Áàãàòî ä³ëÿíîê ìàã³ñò-
ðàëüíèõ òðóáîïðîâîä³â, îáñàäí³ òðóáè ãåîòåõíîëîã³÷íèõ ñâåðäëîâèí, ðåçåð-
âóàðè – öå êîíñòðóêö³¿, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç îðòîòðîïíèõ öèë³íäðè÷íèõ îáî-
ëîíîê, ÿê³ çíàõîäÿòüñÿ ó êîíòàêò³ ç îòî÷óþ÷èì ïîðîäíèì ìàñèâîì. Âèìàãà-
þòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî äîñë³äæåííÿ äèíàì³êè öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê ç 
ïðèðîäíîþ ÷è êîíñòðóêö³éíîþ îðòîòðîï³ºþ íà ïðóæí³é îñíîâ³ ï³ä ä³ºþ 
âíóòð³øíüîãî ðóõîìîãî ïîëÿ òèñêó, ùî âèíèêàº ïðè ðîáîò³ êîìïðåñîð³â ó 
ñèñòåì³ òðóáîïðîâîä³â àáî ïðè ïðîâåäåíí³ â ãåîòåõíîëîã³÷íèõ ñâåðäëîâèíàõ 
âèáóõîâî-ïðîñòð³ëüíèõ ðîá³ò. Ó á³ëüøîñò³ ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ äîñë³äæåííþ 
ä³¿ ðóõîìèõ íàâàíòàæåíü íà öèë³íäðè÷í³ îáîëîíêè [1, 6, 11], âèêîðèñòîâóâà-
ëàñü òåõí³÷íà òåîð³ÿ îáîëîíîê, ÿêà ìàº äîñòàòíüî îáìåæåíó îáëàñòü çàñòî-
ñóâàííÿ. Ó ðîáîò³ [3] çàñòîñîâàíî òåîð³þ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà. Àëå 
ïðîâåäåí³ ñïðîùåííÿ ó ñèñòåì³ ð³âíÿíü äîçâîëèëè âèçíà÷èòè ò³ëüêè äâ³ 
êðèòè÷í³ øâèäêîñò³ ðóõîìèõ íàâàíòàæåíü. Êîëèâàííÿ öèë³íäðè÷íèõ îáîëî-
íîê ç óðàõóâàííÿì ë³í³éíèõ ³ êóòîâèõ ïîïåðå÷íèõ äåôîðìàö³é äîñë³äæåíî â 
ñòàòò³ [7]. Äîñèòü âàæëèâî áóâàº ïðîàíàë³çóâàòè âïëèâ âëàñòèâîñòåé ïðî-
ñòîðó, ùî ì³ñòèòü îáîëîíêó, íà ïîøèðåííÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â îáîëîíö³. 
Äèíàì³÷íó ïîâåä³íêó îáîëîíêè äîñë³äæóºìî íà îñíîâ³ òåîð³¿ îáîëîíîê òèïó 
Òèìîøåíêà, ÿêà ìàº ïåðåâàãó ïîð³âíÿíî ç êëàñè÷íîþ òåîð³ºþ îáîëîíîê, ùî 
çóìîâëåíî âðàõóâàííÿì äåôîðìàö³¿ çñóâó òà ³íåðö³¿ ïîâîðîòó ïåðåòèíó.  

Âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ îñíîâè ç äâîìà ïàðàìåòðàìè äîçâîëÿº óñóíóòè 
ãîëîâíèé íåäîë³ê ìîäåë³ Â³íêëåðà òà âðàõóâàòè ðîçïîä³ëüíó âëàñòèâ³ñòü 
ïðóæíî¿ îñíîâè, à ç ³íøîãî áîêó, äàº ìîæëèâ³ñòü îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. 

Íèæ÷å, äîòðèìóþ÷èñü ìåòîäèêè, ÿêà ðîçðîáëåíà â [9], äîñë³äèìî ïîøè-
ðåííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáî-
ëîíö³ íà äâîïàðàìåòðè÷í³é ïðóæí³é îñíîâ³. 

1. Ð³âíÿííÿ äèíàì³êè öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè. Îñê³ëüêè â ðîçãëÿäóâà-
íîìó âèïàäêó êîíñòðóêö³ÿ îðòîòðîïíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè, ùî çíàõî-
äèòüñÿ â ³çîòðîïíîìó ïðóæíîìó ìàñèâ³, ³ çàäàíå íàâàíòàæåííÿ ùî ä³º íà 
íå¿ º îñåñèìåòðè÷íèìè, òî îñåñèìåòðè÷íèì âèÿâëÿºòüñÿ ³ ïîëå ïðóæíèõ 
õâèëü, ùî ïîøèðþþòüñÿ. Äëÿ äîñë³äæåííÿ òàêèõ ïîë³â áóäåìî çàñòîñîâóâà-
òè òåîð³þ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíîê â îñåñèìåòðè÷í³é ïîñòàíîâö³. 

Íåõàé x  – êîîðäèíàòà, íàïðÿìëåíà âçäîâæ òâ³ðíî¿ îáîëîíêè; n  – 
âíóòð³øíÿ íîðìàëü äî ¿¿ ïîâåðõí³; ,u w  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü, 

ñïðÿìîâàí³ âçäîâæ îñ³ Ox  ³ íîðìàë³ n  â³äïîâ³äíî; np  – ³íòåíñèâí³ñòü çîâ-

í³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, ùî ä³º íà îáîëîíêó âçäîâæ íîðìàë³ n . Òîä³ ð³â-
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íÿííÿ ðóõó åëåìåíòà îðòîòðîïíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè íà ïðóæí³é îñíîâ³ 
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
2 2 2

1 2
1 22 2 2

0,      n

N NQu w wh h p C w C
x x Rt t x

∂ ∂∂ ∂ ∂ρ − = ρ − − = − +
∂ ∂∂ ∂ ∂

, 

 
3 2

2
0

12
h MQ

xt

ρ ∂ ψ ∂− + =
∂∂

, (1) 

äå ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó îáîëîíêè; h  – ¿¿ òîâùèíà; 1 2,N N  – âíóòð³øí³ 

çóñèëëÿ â îáîëîíö³ â ïîçäîâæíüîìó òà êîëîâîìó íàïðÿìêàõ; Q  – ïåðåð³çó-
þ÷à ñèëà â ïåðåòèí³ constx = ; M  – çãèííèé ìîìåíò ó òîìó æ ïåðåòèí³; ψ  

– êóò ïîâîðîòó ïåðåòèíó; t  – ÷àñ; 1 2,C C  – êîåô³ö³ºíòè îñíîâè Ïàñòåðíàêà. 

Ñèëè 1 2,N N , ùî âõîäÿòü ó öåé âèðàç, îá÷èñëþþòü çà ôîðìóëàìè 

 1 1
1 1 21 2 21

12 21 12 21
( )

1 1
E h E h u wN

x R
∂ = ε + ν ε = − ν − ν ν − ν ν ∂ 

, 

 2 2
2 2 12 1 12

12 21 12 21
( )

1 1
E h E h w uN

R x
∂ = ε + ν ε = − + ν − ν ν − ν ν ∂ 

, (2) 

äå 1E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó îáîëîíêè â íàïðÿìêó òâ³ðíî¿; 2E  – 

ìîäóëü ïðóæíîñò³ â êîëîâîìó íàïðÿìêó; 12 21,ν ν  – êîåô³ö³ºíòè Ïóàññîíà; 

1 2,ε ε  – â³äíîñí³ äåôîðìàö³¿ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáîëîíêè ó â³äïîâ³äíèõ 
íàïðÿìêàõ. 

Äëÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ìàºìî  

 
3

21
13

12 21
,       

12(1 )
E h wM Q G h

x x
∂ψ ∂ = − = µ − ψ − ν ν ∂ ∂ 

, (3) 

äå 13G  – ìîäóëü çñóâó; 2µ  – êîåô³ö³ºíò çñóâó (âèêîðèñòîâóâàíèé ó òåîð³¿ 
Òèìîøåíêà). 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (3) ó äðóãó ç ð³âíîñòåé (1), îòðèìóºìî 

 
2 2 2

2 2
13 1 22 2 2n

Nw w wh G h p C w C
x Rt x x

∂ψ∂ ∂ ∂ ρ − µ − − = − + ∂ ∂ ∂ ∂
, (4) 

çâ³äêè 
2 2

2 2 1
2 2 2 2 2 2 2

13 13 13 13 13

1np C N C ww w
x G h G t G h x R G h G h

∂ψ ρ ∂ ∂ = − + + − − ∂  µ µ ∂ µ ∂ µ µ
. (5) 

Çà äîïîìîãîþ öüîãî âèðàçó âèêëþ÷àºìî / x∂ψ ∂  ç ïðàâî¿ ÷àñòèíè ïåð-
øî¿ ç ð³âíîñòåé (3): 

 
3 2 2

1 2
2 2 2 2 2

12 21 13 13 13

1
12(1 )

npE h Cw wM
G h G t G h x

ρ ∂ ∂ = − − + + − − ν ν  µ µ ∂ µ ∂
  

  2 1
2 2

13 13

N C w

R G h G h

− − µ µ 
. (6) 

Ç òðåòüîãî ð³âíÿííÿ (1) çíàõîäèìî 

 
3 2

212
h MQ

xt

ρ ∂ ψ ∂= +
∂∂

. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è Q  ó äðóãó ç ð³âíîñòåé (1), îòðèìóºìî 

 
3 32 2 2

2
1 22 2 2 212 n

Nhw M wh p C w C
Rt t x x x

ρ ∂ ψ∂ ∂ ∂ρ − − − = − +
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (7) 
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Çàïèñàâøè ð³âíÿííÿ (1) ó ðîçãîðíóòîìó âèãëÿä³ òà âðàõóâàâøè â (7) 
ð³âíîñò³ (5) ³ (6), îòðèìàºìî ñèñòåìó äâîõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 
â³äíîñíî äâîõ øóêàíèõ ôóíêö³é u  ³ w : 

 1 21

12 21
0

1
E

u u w
R

ν ′′ ′ρ − − = − ν ν  
 , 

 
32 3 3

1 2 2
2 2 2

12 2113 13 13

1 1
12(1 ) 1212

IVE h C Ch h
w w

G G h G h

ρ ρ  + + − + +  − ν ν   µ µ µ
  

 
2

1 1 2
2 2 2 2

13 12 21 13 13 12 21

1
(1 ) 12 12 (1 )

E C h E h
w h w

G G G R
  ′′+ + ρ + + −  
  µ − ν ν µ µ − ν ν

   

 
2 3

1 1 1 2
2 2 2 2 2

13 12 21 13 12 2112 (1 ) 12 (1 )

C E h E E h
C w

G G R
  ′′− + + + 
 µ − ν ν µ − ν ν

 

 
3

2 1 2 12
1 2 2 2

12 21 12 21 13(1 ) 12(1 )

E h E E h u
C w

R G R

′′′ν + + + − 
 − ν ν − ν ν µ

 

 
3

2 12 2 12
2

12 2112 21 13
(1 )12(1 )

E h u E h u
RG R

′ ′ρ ν ν
− − =

− ν ν− ν ν µ


 

 
2 2

1
2 2

12 12 21 1312 12(1 )
n n

n

h p E h p
p

G G

′′ρ
= + −

µ − ν ν µ


. (8) 

Òóò øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ çà x , êðàïêîþ – çà t . 
Ñèñòåìà (8) îïèñóº äèíàì³êó îðòîòðîïíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè íà 

ïðóæí³é îñíîâ³ òèïó Â³íêëåðà ï³ä ä³ºþ îñåñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ np . 

Âîíà º ñêëàäí³øîþ ïîð³âíÿíî ç ð³âíÿííÿì äèíàì³êè áàëêè íà ïðóæí³é îñíî-
â³ [10]. Öÿ ñèñòåìà â³äð³çíÿºòüñÿ òàêîæ ³ â³ä ð³âíÿíü òåîð³¿ îáîëîíîê Ê³ðõãî-
ôà íàÿâí³ñòþ ïîõ³äíî¿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîì â³ä çì³ííî¿ w , à òàêîæ 
ïîõ³äíèìè çà x  ³ t  â³ä ³íòåíñèâíîñò³ íàâàíòàæåííÿ np . Ó çâ’ÿçêó ç öèì âî-

íà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ îïèñó á³ëüø çàãàëüíèõ ³ ñêëàäíèõ ìåõàí³÷-
íèõ ÿâèù, çîêðåìà, äëÿ âèâ÷åííÿ á³æó÷èõ õâèëü. 

2. Ãàðìîí³÷í³ õâèë³. Äèñïåðñ³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ. Ñôîðìóëþºìî çàäà-
÷ó ïðî ïîøèðåííÿ â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ íà ïðóæí³é îñíîâ³ 
ãàðìîí³÷íèõ á³æó÷èõ õâèëü ³ õâèëü, ùî çáóäæóþòüñÿ ðóõîìèì ïîëåì íà-
âàíòàæåííÿ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ôàçîâó êîîðäèíàòó X x Vt= − , ùî ðóõà-
ºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ V . Òîä³ ìàºìî 

 
2 2 2 2

2
2 2 2 2

,    ,   ,   u du u du u d u u d uV V
x dX t dX x dX t dX

∂ ∂ ∂ ∂= = − = =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
2 2

2 2
,    ,    ,    w dw w dw w d w w dwV V

x dX t dX t dXx dX
∂ ∂ ∂ ∂= = − = = −
∂ ∂ ∂∂

, 

 
3 3 4 4 4 4 4 4

2 4
3 3 2 2 4 4 4 4 4

,    ,    ,    w d w w d w u d w w d wV V
x dX x t dX x dX t dX

∂ ∂ ∂ ∂= = = =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. (9) 

Ç óðàõóâàííÿì çàì³í (9) ñèñòåìà (8) íàáóäå òàêîãî âèãëÿäó: 

 2 1 1 21

12 21 12 21
0

1 (1 )
E E w

V u
R

′ν  ′′ρ − + = − ν ν − ν ν 
, 

 
3

21 2 2 1
2 2 2

12 21 13 13 13 12 21

1 1
12 1 (1 )

E C C Eh V
G h G h G

    + − ρ + + +    − ν ν    µ µ µ − ν ν
 

 
22 4

21 2
2 2 2 2

13 13 13 12 21

1
12 12 (1 )

VI C h h EV
w h V

G G R G

ρ   + + ρ + + −  
 µ µ µ − ν ν 
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( )

2 3
1 1 1 2

2 2 2 2 2
13 12 21 13 12 2112 1 12 (1 )

E h C E E h
C w

G G R

 ′′− − − +
µ − ν ν µ − ν ν 

 

 
3

2 2 12 1
1 2 2

12 2112 21 13 12 21
1(1 ) 12 (1 )

E h E h E
C w

R G R

ν  + + + −   − ν ν  − ν ν µ − ν ν
 

 
2

2 22 12 1
2

12 21 12 2113
(1 ) 112

n n

E h EhV u u p V p
R G

ν  ′′′ ′ ′′− ρ − = + ρ −  − ν ν − ν ν  µ
. (10) 

Òóò øòðèõîì ïîçíà÷åíî äèôåðåíö³þâàííÿ çà çì³ííîþ X . 
Ðóõ âëàñíèõ õâèëü â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ íà ïðóæí³é 

îñíîâ³, íà â³äì³íó â³ä (10), îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ îäíîð³äíèõ äèôåðåíö³éíèõ 
ð³âíÿíü, ùî îòðèìóºòüñÿ ç íåîäíîð³äíî¿ ñèñòåìè (8) øëÿõîì â³äêèäàííÿ 
ïðàâèõ ÷àñòèí: 

 1 1 21

12 21 12 21
0

1 (1 )
E E

u u w
R

ν′′ ′ρ − + =
− ν ν − ν ν

 , 

 
22 2 2

1 2 2
2 2 2

12 2113 13 13

1 1
12(1 ) 1212

IVE h C Ch h
w w

G G h G h

ρ ρ  + + − + +  − ν ν   µ µ µ
  

 
2

1 1 2
2 2 2 2

13 12 21 13 13 12 21

1
(1 ) 12 12 (1 )

E C h E h
w w

G G G R
  ′′+ + ρ + + −  
  µ − ν ν µ µ − ν ν

   

 
2

2 1 1 1 2
2 2 2 2

13 12 21 13 12 2112 (1 ) 12 (1 )

C C E h E E h
w

h G G R
  ′′− + + + 
 µ − ν ν µ − ν ν

 

 
2

1 2 1 2 12
2 2 2

12 21 12 21 13(1 ) 12(1 )

C E E E h
w u

h R G R

ν  ′′′+ + + − 
 − ν ν − ν ν µ

 

 
2

2 12 2 12
2

12 2112 21 13

0
(1 )12(1 )

E h E
u u

RG R

ρ ν ν′ ′− − =
− ν ν− ν ν µ

 . (11) 

Äîñë³äèìî ïîøèðåííÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é 
îáîëîíö³ íà ïðóæí³é îñíîâ³. Ïîáóäóºìî ¿õ ó ôîðì³ 

 sin ( ),            cos ( )u U kx t w W kx t= − ω = − ω . (12) 

Òîä³ ìàþòü ì³ñöå ð³âíîñò³ 

 2 sin ( ),        sin ( )u U kx t w Wk kx t′= − ω − ω = − − ω ,  

 2 2sin ( ),       cos ( )u Uk kx t w Wk kx t′′ ′′= − − ω = − − ω , 

 2cos ( ),          cos ( )u Uk kx t w W kx t′ = − ω = − ω − ω , 

 3 2cos ( ),      cos ( )u Uk kx t u Uk kx t′′′ ′= − − ω = − ω − ω , 

 4 2 2cos ( ),        cos ( )w W kx t w Wk kx t′′= ω − ω = ω − ω  , 

4 cos ( )IVw Wk kx t= − ω . 

Ï³äñòàâèâøè ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ â (11) ³ ñêîðîòèâøè íà sin ( )kx t− ω , 

cos ( )kx t− ω , îòðèìàºìî îäíîð³äíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü 
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ν ρ ω + × − − = − ν ν  µ − ν ν µ
. (13) 

Öÿ ñèñòåìà ìàº â³äì³ííèé â³ä íóëÿ ðîçâ’ÿçîê U , W  ò³ëüêè ó âèïàäêó, 
êîëè âèçíà÷íèê ìàòðèö³ ¿¿ êîåô³ö³ºíò³â äîð³âíþº íóëåâ³. Ç ö³º¿ óìîâè îòðè-
ìóºìî õàðàêòåðèñòè÷íå (äèñïåðñ³éíå) ð³âíÿííÿ 
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ν ν ρ ω + − − µ = − ν ν µ − ν ν
. (14) 

Ïîáóäîâàíå äèñïåðñ³éíå ð³âíÿííÿ º ð³âíÿííÿì øîñòîãî ñòåïåíÿ â³äíîñ-
íî ω . Îäíàê, âðàõîâóþ÷è, ùî ω  âõîäèòü ó íüîãî ò³ëüêè â êâàäðàò³, öå ð³â-

íÿííÿ ìîæíà çâåñòè äî êóá³÷íîãî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî 2ω , ïîò³ì çíàéòè òðè 
çàëåæíîñò³ ( )i i kω = ω , 1, 2, 3i = , òà îá÷èñëèòè òðè ôàçîâ³ øâèäêîñò³ ðóõó 
ãàðìîí³÷íèõ õâèëü âèãëÿäó (12) çà ôîðìóëîþ 

 1 ( ),        1,2,3i iV k i
k

= ω = . (15)  

Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ iV , 1, 2, 3i = , çà äîïîìîãîþ 

ñèñòåìè (13) âèçíà÷àºìî â³äíîøåííÿ i iU W/ , ùî õàðàêòåðèçóþòü ïîëÿðèçà-
ö³þ õâèëü. 

Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî ö³ â³äíîøåííÿ ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (15) çàëå-
æàòü â³ä k , ãàðìîí³÷í³ õâèë³ (12) ïîøèðþþòüñÿ ç ð³çíèìè øâèäêîñòÿìè. 
Òàê³ õâèë³ íàçèâàþòü äèñïåðãóþ÷èìè. ßêùî äëÿ âèáðàíîãî íîìåðà i , 

1, 2, 3i = , â³äíîøåííÿ /( )i k kω  çàëèøàºòüñÿ ñòàëèì ïðè äîâ³ëüíîìó k , òî 

âñ³ ãàðìîí³÷í³ õâèë³ i -¿ ïîëÿðèçàö³¿ ïîøèðþþòüñÿ ç îäí³ºþ ³ ò³ºþ æ øâèä-
ê³ñòþ V , ³ ÿâèùà äèñïåðñ³¿ (ðîçïëèâàííÿ ïðîô³ëþ íåãàðìîí³÷íî¿ õâèë³) òîä³ 
â³äñóòí³. 

Äëÿ ïîáóäîâè çàëåæíîñòåé ( )i i kω = ω , ùî âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíÿííÿì 

(14), ñïðîñòèìî öå ð³âíÿííÿ, âðàõîâóþ÷è, ùî ω  ³ k  âõîäÿòü ó íüîãî ò³ëüêè 

â ïàðíèõ ñòåïåíÿõ. Òîä³, ïîçíà÷èâøè 2 2, k Kω = Ω = , çâåäåìî ð³âíÿííÿ (14) 

äî êóá³÷íîãî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî Ω  ³ K : 
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ν ν ρ Ω + − − µ = − ν ν µ − ν ν
. (16) 

Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ïðè íåâ³äîìèõ Ω  ó ð³âíÿíí³ (16) º ñêëàäíèìè âè-
ðàçàìè, çíàõîäæåííÿ ñï³ââ³äíîøåíü äëÿ éîãî êîðåí³â ïîâ’ÿçàíå ç ãðîì³çä-
êèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Òîìó çðó÷í³øå âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòí³ ïðîãðà-
ìè ÷èñåëüíèõ ìåòîä³â. Çà çàãàëüíîïðèéíÿòîþ ìåòîäèêîþ âèêîíàíî äîñë³ä-
æåííÿ ïîøèðåííÿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â îñüîâîìó íàïðÿìêó öèë³íäðè÷íî¿ 
îðòîòðîïíî¿ îáîëîíêè – îáñàäíî¿ òðóáè, ÿêà íàáóëà òåõíîëîã³÷íó îðòîòðî-

ï³þ [2]. Ðîçãëÿíóòî îáîëîíêó ç ïàðàìåòðàìè: 7800ρ = êã/ì3, 11
1 2.1 10E = ⋅ Ïà, 

11
2 1.79 10E = ⋅ Ïà, 12 210.3,  0.26ν = ν = , 11

13 0.81 10G = ⋅ Ïà, 0.136R = ì, 1;µ =  

0.01h = ì. 
Ï³ñëÿ âèçíà÷åííÿ çàëåæíîñò³ 
KΩ −  ³ äîáóâàííÿ êîðåíÿ (îñê³ëüêè 

2Ω = ω ) ò³ëüêè ñåðåäíÿ çàëåæí³ñòü 
kω −  çáåðåãëà ïðÿìîë³í³éíèé îáðèñ, 

äâ³ ³íø³ âèÿâèëèñü êðèâîë³í³éíèìè 
(ðèñ. 1). Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ ïàðàìåòð³â 

,kω , ùî ëåæàòü íà ñåðåäí³é ïðÿì³é 

ë³í³¿, â³äíîøåííÿ / 5387V k∗ = ω = ì/ñ 
çàëèøàºòüñÿ ñòàëèì, óñ³ ãàðìîí³êè ìà-

þòü îäíàêîâó øâèäê³ñòü õâèë³ V∗ , òî-
ìó õâèë³ òàêîãî òèïó íå äèñïåðãóþòü. Õâèë³, ùî â³äïîâ³äàþòü äâîì ³íøèì 
êðèâèì kω − , º äèñïåðãóþ÷èìè. 

Ï³äñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ , kω , ùî ëåæàòü íà ñåðåäí³é ïðÿì³é ë³í³¿, ó 
ð³âíÿííÿ (13), îòðèìóºìî ñèñòåìó äâîõ ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ àëãåáðà¿÷íèõ 
ð³âíÿíü (âèçíà÷íèê ÿêî¿ äîð³âíþº íóëåâ³), çâ³äêè ìîæíà âèçíà÷èòè ïî-
ëÿðèçàö³þ á³æó÷î¿ õâèë³. 

ßê ïîêàçàëè îá÷èñëåííÿ, ïðè ïðèéíÿòèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòð³â ³ U  ³ 
W  º â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ, îäíàê çà âåëè÷èíîþ W  âèÿâèëîñü çíà÷íî ìåí-
øèì, í³æ U . Öå ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî öÿ õâèëÿ º ìàéæå ïîçäîâæíüîþ. Çà-

çíà÷èìî, ùî îòðèìàíå çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ 5387V∗ = ì/c ñï³âïàäàº ç øâèä-
êîñòÿìè ïîçäîâæí³õ õâèëü ó ïðóæíîìó øàð³. 

Äëÿ ï³äòâåðæåííÿ äîñòîâ³ðíîñò³ ïðîâåäåíèõ àíàë³òè÷íèõ ³ ÷èñåëüíèõ 

ïåðåòâîðåíü ïîêàæåìî, ùî â³äîìà â òåîð³¿ ñòåðæí³â ôîðìóëà 1 1 /V E= ρ  

[4], ÿêîþ âèçíà÷àºòüñÿ øâèäê³ñòü ïîçäîâæí³õ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü, ìîæå áóòè 
îòðèìàíà ³ ç äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ (14) òåîð³¿ îáîëîíîê Ñ. Ï. Òèìîøåíêà. 
Ä³éñíî, îñê³ëüêè øâèäê³ñòü õâèë³ âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç õâèëüîâå ÷èñëî k  ³ 
öèêë³÷íó ÷àñòîòó ω  ð³âí³ñòþ /V k= ω , òî Vkω = . Òîä³ ð³âíÿííÿ (14) ìîæ-
íà ïîäàòè ÿê 
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Ïðèïóñòèìî, ùî öèë³íäðè÷íó îáîëîíêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðóæíèé 
ñòåðæåíü äëÿ ïîçäîâæí³õ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü ëèøå ó âèïàäêó, êîëè ãåîìåò-
ðè÷í³ ðîçì³ðè ïåðåð³çó îáîëîíêè º ìàëèìè ïîð³âíÿíî ç äîâæèíîþ õâèë³, 
òîìó ïàðàìåòðè ïåðåð³çó ìîæíà óñåðåäíþâàòè. Òàêå ïðèïóùåííÿ âèêîíó-
ºòüñÿ ïðè 0k → . Òîä³ ó íàâåäåíîìó ð³âíÿíí³ ìîæíà ïîêëàñòè 0k = . 

Ó öüîìó âèïàäêó ìàºìî 
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çâ³äêè çíàõîäèìî çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ òàêèõ õâèëü: 
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Ç àíàë³çó öüîãî âèðàçó âèïëèâàº, ùî ïðè â³äñóòíîñò³ âïëèâó ïðóæíî¿ 
îñíîâè 1( 0)C =  àáî ïðè 0R =  (ñòåðæåíü) çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ V  ñï³âïàäàº 

ç³ çíà÷åííÿì øâèäêîñò³ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â ñòåðæí³ 1 1/V E= ρ . Ïðè 

R = ∞  (ïëàñòèíà), à òàêîæ ïðè àáñîëþòíî æîðñòê³é ïðóæí³é îñíîâ³ 1C = ∞   
çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ñï³âïàäàº ç øâèäê³ñòþ õâèë³ â ïëàñòèí³  

1
2

12 21

1
1

E
V =

ρ − ν ν
.  

Çàóâàæèìî, ùî çíàõîäæåííÿ âèðàçó äëÿ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ çãèí-
íèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü áåçïîñåðåäíüî ç äèñïåðñ³éíîãî ð³âíÿííÿ (14) º äóæå 
ãðîì³çäêèì çàâäàííÿì. Î÷åâèäíî, ïðîñò³øå öå ðîáèòè ÷èñåëüíî çà äîïîìî-
ãîþ ä³àãðàì, ïîä³áíèõ äî íàâåäåíèõ íà ðèñ. 1. 

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ïîøèðåííÿ õâèëü â îáîëîíö³ ç óðàõóâàííÿì ¿¿ òîí-
êîñò³ííîñò³. Òîä³ äîâæèíà õâèë³ ìàº áóòè ìàëîþ, à õâèëüîâå ÷èñëî k  – âå-
ëèêèì. Âðàõîâóþ÷è, ùî 1k  , ð³âíÿííÿ (14) çâîäèìî äî âèãëÿäó 
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çâ³äêè âèïëèâàº â³äîìèé â òåîð³¿ ïëàñòèí âèðàç 
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Ç óìîâè ð³âíîñò³ íóëåâ³ âèðàçó ó ô³ãóðíèõ äóæêàõ ìàºìî 
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çâ³äêè îòðèìóºìî ôîðìóëè 

 1 13 2
2 3 2

12 21 13

1 ,      1
1

E G C
V V

G h
 = = µ +  ρ − ν ν ρ µ

 

äëÿ ïîçäîâæíüî¿ ³ ïîïåðå÷íî¿ õâèëü, ùî óçãîäæóºòüñÿ ç âèñíîâêàìè äëÿ 
ïðóæíîãî øàðó ç ðîáîò³ [8]. Â³äì³òèìî, ùî îá÷èñëåí³ çà öèìè ôîðìóëàìè 
øâèäêîñò³ ñï³âïàäàþòü ç³ çíà÷åííÿìè øâèäêîñòåé õâèëü, çíàéäåíèõ çà äèñ-
ïåðñ³éíèìè ä³àãðàìàìè íà ðèñ. 1, ùî ñâ³ä÷èòü ïðî äîñòîâ³ðí³ñòü îòðèìàíèõ 
ðåçóëüòàò³â. 

Àíàë³ç ïðîâåäåíèõ äîñë³äæåíü äîçâîëÿº çðîáèòè âèñíîâîê, ùî ïðè çì³-
í³ ïàðàìåòð³â æîðñòêîñò³ ïðóæíî¿ îñíîâè 1C  â ä³àïàçîí³ â³ä 0  äî ∞  ³ ãåî-

ìåòð³¿ îáîëîíêè 0,R ∈ ∞[ ]  êðèòè÷í³ øâèäêîñò³ kV  ìàéæå ïîçäîâæí³õ õâèëü 

â îðòîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ íà ïðóæí³é îñíîâ³ çì³íþþòüñÿ íåçíà÷-
íî, îñê³ëüêè âîíè ì³ñòÿòüñÿ â ä³àïàçîí³ 1 2( , )kV V V∈ .  

Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä, êîëè âêàçàíà âèùå îðòîòðîïíà ñòàëå-
âà öèë³íäðè÷íà îáîëîíêà çíàõîäèòüñÿ íà ïðóæí³é îñíîâ³ ç ï³ñêîâèêà. Äëÿ 

öüîãî âèïàäêó çã³äíî ç [5] 10
1 9.83 10C = ⋅ Ïà/ì, 8

2 1.46 10Ñ = ⋅ Ïà/ì. Ïðè 

öüîìó øâèäê³ñòü çãèííèõ õâèëü 5287V = ì/ñ, à øâèäê³ñòü çñóâíèõ õâèëü 

3 3742V = ì/ñ. Âèêîðèñòàííÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ìîäåë³ äàëî ìîæëèâ³ñòü ïî-
êàçàòè, ùî âïëèâ ïðóæíî¿ îñíîâè íà øâèäê³ñòü çãèííèõ õâèëü º íåçíà÷íèì, 
à øâèäê³ñòü çñóâíèõ õâèëü ìîæå ³ñòîòíî çá³ëüøèòèñÿ (ó ðîçãëÿäóâàíîìó 
êîíêðåòíîìó âèïàäêó – íà 10%). 
 
 1. Âîëüìèð À. Ñ. Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà ïëàñòèí è îáîëî÷åê. – Ìîñêâà: Íàóêà, 
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О ВЛИЯНИИ УПРУГОГО ОСНОВАНИЯ НА РАСПРОСТРАНЕНИЕ ГАРМОНИЧЕСКИХ 
ВОЛН В ОРТОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ 
 
Íà îñíîâå òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Òèìîøåíêî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ èññëåäîâàíèÿ 
îñåñèììåòðè÷íûõ ïîëåé äåôîðìàöèé â îðòîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå íà 
óïðóãîé îñíîâå Ïàñòåðíàêà. Ïîñòðîåíî äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ïîçâîëÿþùåå 
èçó÷èòü äâèæåíèå ñîáñòâåííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí â îðòîòðîïíîé öèëèíäðè÷åñ-
êîé îáîëî÷êå â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ. Íàéäåííûå çíà÷åíèÿ 
ñêîðîñòåé âîëí ñ ïîìîùüþ ïðåäëîæåííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèñ-
ïåðñèîííûõ äèàãðàìì ñîâïàäàþò ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè, ÷òî ïîäòâåðæ-
äàåò äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 
 
EFFECT OF ELASTIC FOUNDATION ON PROPAGATION OF HARMONIC 
WAVES IN ORTHOTROPIC CYLINDRICAL SHELL  
 
On the basis of the Timoshenko shell theory, the equation is obtained, which is later 
used for analyzing the axially-symmetric fields of deformations in an orthotropic cy-
lindrical shell on the elastic Ðàsternak foundation. The dispersion equation is construc-
ted, which enables studying the propagation of natural harmonic waves in the shell de-
pending on the properties of the elastic foundation. The values of wave velocities ob-
tained by use of numerical method coincide with analytical solutions. This confirms the 
reliability of the obtained results. 
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