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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛНОВЫХ ПАКЕТОВ  
ПРИ ОКОЛОКРИТИЧЕСКИХ ВОЛНОВЫХ ЧИСЛАХ В ДВУХСЛОЙНОЙ 
ЖИДКОСТИ КОНЕЧНОЙ ГЛУБИНЫ 
 

Èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ æèäêèõ ñëîåâ ñ ó÷åòîì ñèë ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæå-
íèÿ. Àíàëèç ïðîâîäèòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàç-
ëîæåíèé äî òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ. Íà ýòîé îñíîâå âûâåäåíî íåëèíåéíîå ýâî-
ëþöèîííîå óðàâíåíèå òèïà Øðåäèíãåðà äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ ÷àñòîò, ÷òî ñî-
îòâåòñòâóåò îêîëîêðèòè÷åñêèì âîëíîâûì ÷èñëàì. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ 
îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà è äëÿ êðèòè÷åñêîãî âîëíîâîãî ÷èñëà â çàâè-
ñèìîñòè îò õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. 

 
Ââåäåíèå. Èññëåäîâàíèå íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ìíîãîñëîé-

íûõ è ñòðàòèôèöèðîâàííûõ ñðåäàõ ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé îáùåôèçè÷åñêèé 
è ïðèêëàäíîé èíòåðåñ è ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâà-
íèé. Áîëüøèå òðóäíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïðè ðåøåíèè çàäà÷ òå-
îðèè âîëí ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íîãî ðîäà ïðèáëè-
æåííûõ ïîäõîäîâ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëè èíòåíñèâíîå ïðèëîæåíèå àñèìï-
òîòè÷åñêèå ìåòîäû, è îíè, ïî ñóùåñòâó, äîìèíèðóþò â ïðîâåäåíèè êîëè-
÷åñòâåííîãî è êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ÿâëåíèé. Ðàçâèòû ðàçëè÷íûå âàðèàí-
òû àñèìïòîòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ Áóññèíåñêà, Êîðòåâåãà – äå Ôðèçà, Ôðèä-
ðèõñà, Çàõàðîâà è äð.  

 Îñíîâíûå òåíäåíöèè ïðîáëåìû íåëèíåéíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ íà ïîâåðõíîñòè æèäêîñòè è âäîëü ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèä-
êèõ ñðåä îòðàæåíû â ôóíäàìåíòàëüíûõ ðàáîòàõ [5, 11]. Â ðàáîòå [35] äàí 
îáçîð ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé íåëèíåéíûõ áåçâèõðåâûõ ïîâåðõíîñòíûõ 
ãðàâèòàöèîííûõ âîëí â æèäêîñòè áåñêîíå÷íîé ãëóáèíû. Îáùèå ïîëîæåíèÿ 
è ïîäõîäû ê ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ è ðåøåíèþ íåëèíåé-
íûõ âîëíîâûõ çàäà÷ èçëîæåíû â [6]. Èññëåäîâàíèå óñòàíîâèâøèõñÿ âîëí 
ïðè ðåøåíèè íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü âàæ-
íûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè äâóìåðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ïðîãðåññèâíûõ 
âîëí [4]. Â òî÷íîé òåîðèè íåóñòàíîâèâøèõñÿ âîëíîâûõ äâèæåíèé ïîëó÷åíû 
ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðåàëèçàöèè êàðòèí âîëíîâûõ äâèæåíèé äëÿ ìà-
ëûõ èëè áîëüøèõ çíà÷åíèé âðåìåíè, êîòîðûå âñåñòîðîííå îñâåùåíû â ìî-
íîãðàôèè [5]. 

Ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíèõ ðàçëîæåíèé áûë óñïåøíî ïðèìåíåí Ã. Õàñè-
ìîòî è Ã. Îíî [22] äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, îïè-
ñûâàþùåãî ýâîëþöèþ ãðàâèòàöèîííûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ êîíå÷íîé àìïëè-
òóäû íà ïîâåðõíîñòè æèäêîãî ñëîÿ. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç ðàáîò, âíåñøèõ 
ñóùåñòâåííûé âêëàä â èçó÷åíèå óêàçàííîé ïðîáëåìû: Ã. Ñåãóð è Äæ. Õàì-
ìàê [26], Ã. Éåí è Á. Ëåéê [36], Ì. Àáëîâèö è Ã. Ñåãóð [12], Ï. Áõàòíàãàð [15], 
Ã. Ëàìá [24], È. Ò. Ñåëåçîâ è Ñ. Â. Êîðñóíñêèé [32], È. Ò. Ñåëåçîâ è Ï. Õóê [31]. 

Çíà÷èòåëüíîå êîëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé ïîñâÿùåíî ðàñïðîñòðàíåíèþ 
âîëíîâûõ ïàêåòîâ â æèäêèõ ñðåäàõ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, 
íàïðèìåð, [16, 20, 21]. Ïðè ðàññìîòðåíèè áîëüøèõ âîëí â îêåàíå â íåêîòî-
ðûõ ñëó÷àÿõ ïîâåðõíîñòíûì íàòÿæåíèåì ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, îäíàêî äëÿ 
ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé äâóõñëîéíûõ ñèñòåì â ëàáîðàòîðíûõ 
óñëîâèÿõ ôàêòîð ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ èãðàåò çíà÷èòåëüíóþ ðîëü. 
Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ïðîáëåìû íåëèíåéíûõ âíóòðåííèõ âîëí îñâåùåíû â 
ðàáîòàõ [14, 17–19, 23, 33, 34].  

Â ðàáîòå [25] ïðåäñòàâëåí îáñòîÿòåëüíûé àíàëèç âîëíîâûõ äâèæåíèé 
íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ æèäêîñòåé ñ ó÷åòîì ïîâåðõ-
íîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïà-
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êåòîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà æèäêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà è æèäêîãî ñëîÿ 
íàä íèì èçó÷àëàñü â [13], ãäå îáñóæäàëàñü ïðîáëåìà óñòîé÷èâîñòè âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ â ñèñòåìå «ñëîé – ïîëóïðîñòðàíñòâî» ìåòîäîì ìíîãîìàñøòàá-
íûõ ðàçëîæåíèé äî òðåòüåãî ïîðÿäêà, à òàêæå â [7] äëÿ ñëó÷àÿ ìàëûõ 
÷àñòîò.  

Â ñòàòüÿõ, îïóáëèêîâàííûõ â ïîñëåäíåå âðåìÿ, ðàññìîòðåíû ðàçëè÷-
íûå àñïåêòû ÷åòâåðòîãî ïðèáëèæåíèÿ ïðîáëåìû ýâîëþöèè íåëèíåéíûõ 
âîëíîâûõ ïàêåòîâ. Ñðåäè íèõ òàêèå, êàê ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ïðè îêî-
ëîêðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ [8, 27], ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå ïðè âîë-
íîâûõ ÷èñëàõ, äàëåêèõ îò êðèòè÷åñêîãî [9, 29, 30], èññëåäîâàíèå óñòîé÷è-
âîñòè ðåøåíèé óêàçàííûõ óðàâíåíèé [2, 28]. Îáëàñòè ðåçîíàíñà âòîðîé ãàð-
ìîíèêè, íàïðàâëåíèå ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ôîðìà âîëíîâîãî ïàêåòà â ñèñ-
òåìå «ñëîé – ïîëóïðîñòðàíñòâî» îïèñàíû â ñòàòüå [1]. Îñîáåííîñòè âîëíî-
âûõ ïàêåòîâ â äâóõñëîéíîé æèäêîñòè áûëè ðàññìîòðåíû â ñòàòüå [10], ãäå 
âûâåäåíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé ÷àñòîòû.  

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûâåäåíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå â òðåòüåì ïðè-
áëèæåíèè äëÿ çàäà÷è ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíîâûõ ïàêåòîâ âäîëü ïîâåðõíîñ-
òè ðàçäåëà äâóõ æèäêèõ ñëîåâ ñ ó÷åòîì ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ. Â îòëè-
÷èå îò ïðåäûäóùèõ èññëåäîâàíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê âîëíîâûì ÷èñëàì, äàëå-
êèì îò êðèòè÷åñêîãî, çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé îêîëîêðèòè÷åñêèõ âîë-
íîâûõ ÷èñåë. 

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì ãèäðîäèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó, ñîñòî-
ÿùóþ èç íèæíåãî æèäêîãî ñëîÿ 1 ( , , ),  ,  x y z x yΩ = − ∞ < < ∞ − ∞ < < ∞{ , 

1 0)h z− ≤ ≤ }  ñ ïëîòíîñòüþ 1ρ  è ðàñïîëîæåííîãî íàä íåé äðóãîãî æèäêîãî 

ñëîÿ 2 2( , , ),  ,  ,  0 )x y z x y z hΩ = − ∞ < < ∞ − ∞ < < ∞ < <{ }  ñ ïëîòíîñòüþ 2ρ , 

êîòîðûå ðàçäåëåíû ïîâåðõíîñòüþ êîíòàêòà ( , )z x t= η . Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è î ðàñïðîñòðàíåíèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ âäîëü ïîâåðõíîñòè 

0z =  äâóõ æèäêèõ ñëîåâ ñ òîëùèíàìè 1h  è 2h  èìååò âèä 

 2 0j∇ ϕ =  â ,        1,2j jΩ = , (1) 

 , , , ,t j z j x xη − ϕ = − ϕ η   íà ( , )z x t= η ,  (2) 

 2 2 2 3/2
1, 2, 1 2 , ,(1 ) 0.5( ) 0.5 ( ) (1 ) 0t t x xx

−ϕ − ρ ϕ + − ρ η + ∇ϕ − ρ ∇ϕ − + η η =  

 íà ( , )z x t= η ,  (3) 

 1, 0zϕ =  ïðè 1z h= − ,  (4) 

 2, 0zϕ =  ïðè  2z h= ,  (5) 

ãäå ,  1,2j jϕ = , – ïîòåíöèàëû ñêîðîñòåé â æèäêèõ ñðåäàõ; 2 1/ρ = ρ ρ  – îò-

íîøåíèå ïëîòíîñòåé. Â çàäà÷å (1)–(5) áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå ââåäåíû íà 
îñíîâå ïëîòíîñòè íèæíåé æèäêîé ñðåäû 1ρ , õàðàêòåðíîé äëèíû 1/( )T gρ  è 

õàðàêòåðíîãî âðåìåíè 1/2( / )L g , ãäå g  – óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, T  – 
ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå. 

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé çàäà÷è (1)–(5) ïðèìåíÿåòñÿ 
ìåòîä ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé [3] ïî ìàëîìó áåçðàçìåðíîìó ïàðà-

ìåòðó ε , îïðåäåëÿþùåìó ðàçëè÷íûå ìàñøòàáû n
nx x= ε , n

nt t= ε :  

 
3

4
0 1 2 3 0 1 2 3

1

( , ) ( , , , , , , , ) ( )n
n

n

x t x x x x t t t t O
=

η = ε η + ε∑ ,   (6) 

 
3

4
0 1 2 3 0 1 2 3

1

( , , ) ( , , , , , , , , ) ( ),   1,2n
j jn

n

x z t x x x x z t t t t O j
=

ϕ = ε ϕ + ε =∑ .  (7) 

Ïåðâûå òðè ëèíåéíûå çàäà÷è èññëåäîâàíû â ñòàòüå [10], ãäå ïîëó÷åíî 
ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå â òðåòüåì ïðèáëèæåíèè ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ, äà-
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ëåêèõ îò êðèòè÷åñêîãî. Çäåñü ïðèâåäåì íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå 
ðàíåå: 

– äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå 

 2 1 2
1 2(coth coth ) 1kh kh Tk k−ω = + ρ − ρ +( ) ;  (8) 

– ðåøåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè 

 1 exp exp ( )A i A iη = θ + − θ , 

 1 1
11

1

cosh ( )
exp exp ( )

sinh
k h z

i k A i A i
kh

− +
ϕ = − ω θ − − θ[ ] , 

 1 2
21

2

cosh ( )
exp exp ( )

sinh
k h z

i k A i A i
kh

− −
ϕ = − ω θ − − θ[ ] ;  (9) 

– óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé çàäà÷è âòîðîãî ïðèáëèæåíèÿ 

 
1

1 2 2
1 2 , 1 12(coth coth ) 2 coth 1tkh kh k A Tk k kh kh− −+ ρ ω + + ω − −({ [  

 
1

2 2
1 2 2 2 ,coth coth (1 coth ) 0xkh kh kh kh A− + ρ − − =) }[ ]] ; (10) 

– ðåøåíèÿ âî âòîðîì ïðèáëèæåíèè 

 
2 2 2

21 2
2

1 coth 1 coth
exp2 cc

1
kh kh

AA A i
ω − − ρ −

η = + Λ θ +
− ρ

( )[ ]
,  (11) 

 
1 1

1 1 1
12 , 1 1 ,

1

cosh ( )
(1 coth )

sinht x

k h z
k A k kh kh A

kh
− − +ϕ = + ω + −

[ ]  

 
1

11
1 , 1

1

sinh ( )
( ) exp ( coth

sinhx

k h z
z h A i i k k kh

kh
−+ − ω + θ + ω −

 

 2 1

1

cosh 2 ( )
) exp 2 cc

sinh 2
k h z

A i
kh

−
− Λ θ + , 

 
1 1

1 1 2
22 , 2 1 ,

2

cosh ( )
(1 coth )

sinht x

k h z
k A k kh kh A

kh
− − −ϕ = − + ω + −

[ ]  

 
1

12
2 ,

2

sinh ( )
( ) exp (

sinhx

k h z
z h A i i k

kh
−− − ω − θ + ω Λ +

 

 2 2
2

2

cosh 2 ( )
coth ) exp 2 cc

sinh 2
k h z

k kh A i
kh

−
+ θ + , 

ãäå  

 
2 2 2

1 2
2 2

1 2

1.5 coth 0.5 1.5 coth 0.5

2 (coth 2 coth 2 ) (1 4 )

kh kh

kh kh k Tk

ω − − ρ −
Λ =

ω + ρ − − ρ +

( )[ ]
; 

– óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîé çàäà÷è òðåòüåãî ïðèáëèæåíèÿ 

 
2 2 1 1

1 1 2
, , , 1 20.5 (coth coth )t x x xA A A ik kh kh IA A− −′ ′′+ ω − ω = − ω + ρ ,  (12) 

ãäå 

 2 2 2 2
1 2 13 coth 1 (3 coth 1) 2 2cothI kh kh k kh= Λω − − ρ − + ω −[ ] [  

 3 3 4
1 2 2coth 2coth coth 1.5kh kh kh Tk− + ρ − − −( )]  

 4 1 2 2 2
1 2(1 ) 1 coth 1 cothkh kh−− ω − ρ − − ρ −( )[ ] . 

Çäåñü 0 0kx tθ = − ω ; k  è ω  – âîëíîâîå ÷èñëî è êðóãîâàÿ ÷àñòîòà öåíòðà 

âîëíîâîãî ïàêåòà; A  è A  – îãèáàþùàÿ âîëíîâîãî ïàêåòà è åå êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà; ñèìâîëîì « cc » îáîçíà÷åíà âåëè÷èíà, êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííàÿ âñåìó âûðàæåíèþ, ñòîÿùåìó ïåðåä íåé. Óñëîâèÿ ðàçðåøè-
ìîñòè (10) è (12) ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñëó÷àÿ âîëíîâûõ ÷èñåë, äàëåêèõ îò êðè-

òè÷åñêîãî 
1/21

ck
T

ρ − =  
 

, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò áîëüøèì ÷àñòîòàì ω → ∞ . 
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2. Ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå äëÿ íåëèíåéíûõ âîëíîâûõ ïàêåòîâ ïðè 
îêîëîêðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñëàõ. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà 0ω → . 
Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ñîîòíîøåíèå (8) ïî k , ïîëó÷èì 

 
2

2
1 1

1 2

1 2 coth (1
2 (coth coth )

Tk kh kh
kh kh k

 ω′ω = + − −ω + ρ 
[  

 2 2
1 2 2 2coth ) coth (1 coth )kh kh kh kh

− + ρ − − 


[ ]] .  (13) 

Èç ñîîòíîøåíèÿ (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè âîëíîâûõ ÷èñëàõ, áëèçêèõ ê êðè-
òè÷åñêîìó, ′ω → ∞ . Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ (10) è (12) íå èìåþò ñìûñëà 
â ýòîì ïðåäåëüíîì ñëó÷àå.  

Ïðåîáðàçóåì ýòè óðàâíåíèÿ òàê, ÷òîáû îíè èìåëè ñìûñë ïðè êðèòè-

÷åñêîì çíà÷åíèè âîëíîâîãî ÷èñëà. Äëÿ ýòîãî íàéäåì ïðîèçâîäíóþ dkk
d

′ =
ω

:  

 
2

2
1 2 1

1 2 (coth coth ) 2 cothk kh kh Tk kh
k

ω′ = = ω + ρ + −′ω 
[ ] [  

 
1

2 2
1 1 2 2 2(1 coth ) coth (1 coth )kh kh kh kh kh

−
− − + ρ − − 


[ ]] .  (14) 

Â äàëüíåéøåì íà îñíîâå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè âòîðîãî ëèíåéíîãî ïðèáëè-

æåíèÿ (10) è ñîîòíîøåíèÿ (14) ïðåäñòàâèì ïðîèçâîäíóþ 
1

A
x

∂
∂

 ÷åðåç 
1

A
t

∂
∂

 â 

âèäå 
 

1 1, ,x tA k A′= − .  (15) 

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (15), ïîëó÷èì 
1 1 1 1, ,x x t xA k A′= −  è 

1 1 1 1, ,x t t tA k A′= − . 

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ 
1 1,x tA  ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ñîîòíîøåíèþ: 

 
1 1 1 1

2
, ,x x t tA k A′= .  (16) 

Ó÷èòûâàÿ (16) è òî, ÷òî 3k k′′ ′′ ′ω = − / , ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (12) ïåðåïè-
øåì â âèäå 

 
2 2 1 1

1 1 2
, , , 1 20.5 (coth coth )x t t tA k A k A ik kh kh IA A− −′ ′′+ + = − ω + ρ  ,  (17) 

ãäå 

 
2

2
1 2 12 (coth coth ) 2 cothI k I kh kh I Tk kh

k
ω′= = ω + ρ + −


 [ ] [  

 
1

2 2
1 1 2 2 2(1 coth ) coth (1 coth )kh kh kh kh kh

−
− − + ρ − − 


[ ]] . 

Ïåðåéäåì ê îáû÷íûì êîîðäèíàòàì íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé n
nx x= ε , 

n
nt t= ε , â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì èñêîìîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå 

 1 2 1 2
, , 1 20.5 (coth coth )x t ttA k A k A ik kh kh IA A− −′ ′′+ + = − ω ε + ρ  .  (18) 

Ïåðåîáîçíà÷èì êîýôôèöèåíò â óðàâíåíèè (18): 

 0
1 28 (coth coth )
kII

kh kh
= −

ω + ρ
 , 

òîãäà óðàâíåíèå (18) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó 

 2 2
0, ,0.5 8x t ttA k A k A i I A A′ ′′+ + = − ε  .  (19) 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî íåëèíåéíîå ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå (19). 
Äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ðåøåíèå ïî âðåìåííîé ïåðåìåííîé  

 0.5 exp ( const)A a i t= σ + ,  (20) 
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ãäå a  – ïîñòîÿííàÿ, à σ  – ðåøåíèå óðàâíåíèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòà-
íîâêîé (20) â (19): 

 2 2 2
00.5 2 0ak k I a′′ ′σ − σ + ε = .  (21) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 

 
2 2 1/2

0( 4 )k k k aI

k

′ ′ ′′± − ε
σ = ′′


.  (22) 

Åñëè 0ω → , òîãäà ïîëó÷èì, ÷òî 

 1 2
2

(coth coth )kh kh
k

Tk

ω + ρ′ → ,         1 2
2

coth cothkh kh
k

Tk

+ ρ′′ → , 

  3
0

3
32

I k→ .  (23) 

Ïîäñòàíîâêà (23) â (22) ïðèâîäèò ê âûðàæåíèþ 

 
1/22 2 5

2

1 2

3
8(coth coth )

a k T
kh kh

ε σ = ω ± ω − + ρ 
.  (24) 

Ïîäñòàâèì îäíî èç ðåøåíèé (24) â (20), à ïîñëå ýòîãî â âûðàæåíèå (6) 
äëÿ äâóõ ñëàãàåìûõ îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ æèäêèõ ñëîåâ 

1η  è 2η , ïðåäñòàâëåííûõ ôîðìóëàìè (9) è (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì 

 
2 2 2

2 2 1 21 coth (1 coth )
( , ) cos ( )

1
kh kh

x t a kx t a
ω − − ρ −η = ε − ω + ε + − ρ

 [ ]
 

 30.5 cos ( ) ( )kx t O+ Λ − ω + ε


, 

ãäå  

 
1/22 2 5

2

1 2

3
8(coth coth )

a k T
kh kh

ε ω = − ω − + ρ 


. (25) 

×àñòîòà ω


 ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé, åñëè 

 
2 2 5

2

1 2

3
8(coth coth )

a k T
kh kh

εω ≥
+ ρ

, 

òî åñòü êðèòè÷åñêîå âîëíîâîå ÷èñëî îòâå÷àåò ðàâåíñòâó 0ω =


, èëè æå 

 
2 2 5

2

1 2

3
8(coth coth )

a k T
kh kh

εω =
+ ρ

.  (26) 

Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèÿ (26) â äèñïåðñèîííîå ñîîòíîøåíèå (8) äàåò ñî-
îòíîøåíèå ìåæäó âîëíîâûì ÷èñëîì k  è ìàëûì ïàðàìåòðîì ε : 

 2 2 4 23 1 ( 1) 0
8

a k k
T

ε − + ρ − = , 

îòêóäà ñëåäóåò ôîðìóëà äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà 

 

1/22 2

2 2

31 1 ( 1)
24
3

a
Tk
a

 ± − ε ρ −
=
 ε 

. (27) 

Èç (27) ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå âîëíîâîãî ÷èñëà k  ïî ìàëîìó ïàðà-
ìåòðó ε : 

 
1 2

2 2 2 4 4
2

1 3 631 ( 1) ( 1)
16 512

k a a
T T T

ρ −  = + ρ − ε + ρ − ε −  
  

 

 
  

3 6 6 4 8 8 10
3 4

189 1701( 1) ( 1) ( )
8189 524288

a a O
T T

− ρ − ε − ρ − ε + ε


.  (28) 

Ôîðìóëà (28) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ âåëè÷èíó âîëíî-
âîãî ÷èñëà â çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðíûõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. 
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Çàêëþ÷åíèå. Â ñòàòüå ðàññìîòðåíà íåëèíåéíàÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíå-
íèè âîëíîâûõ ïàêåòîâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà äâóõ æèäêèõ ñëîåâ íà îñíî-
âå àñèìïòîòè÷åñêîãî ìåòîäà ìíîãîìàñøòàáíûõ ðàçëîæåíèé äî òðåòüåãî ïî-
ðÿäêà. Ðàññìîòðåí ñëó÷àé îêîëîêðèòè÷åñêèõ âîëíîâûõ ÷èñåë. Èç äèñïåðñè-
îííîãî ñîîòíîøåíèÿ è óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêîâ 
ïîëó÷åíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå òèïà óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà, ñîäåðæà-
ùåå îäíó ïðîèçâîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå è äâå ïî âðåìåíè. 
Ýòî óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âîëíîâîãî ïàêåòà äëÿ âñåõ âîëíîâûõ 
÷èñåë: êàê ðàâíûõ êðèòè÷åñêîìó âîëíîâîìó ÷èñëó, òàê è áîëüøèõ, ÷åì êðè-
òè÷åñêîå. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèå äëÿ âîëíîâîãî ÷èñëà, à òàêæå ôîðìóëà äëÿ 
åãî ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ. 
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ПОШИРЕННЯ НЕЛІНІЙНИХ ХВИЛЬОВИХ ПАКЕТІВ ПРИ БІЛЯКРИТИЧНИХ ХВИЛЬОВИХ 
ЧИСЛАХ У ДВОШАРОВІЙ РІДИНІ СКІНЧЕННОЇ ГЛИБИНИ 
 
Ðîçãëÿíóòî íåë³í³éíó çàäà÷ó ïðî ïîøèðåííÿ õâèëüîâèõ ïàêåò³â íà ïîâåðõí³ ïîä³ëó 
äâîõ ð³äêèõ øàð³â ç óðàõóâàííÿì ñèë ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó. Äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåíî 
àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäîì áàãàòîìàñøòàáíèõ ðîçêëàä³â äî òðåòüîãî íàáëè-
æåííÿ. Íà îñíîâ³ öüîãî âèâåäåíî íåë³í³éíå åâîëþö³éíå ð³âíÿííÿ òèïó Øðåäèíãåðà 
äëÿ âèïàäêó ìàëèõ ÷àñòîò, ùî â³äïîâ³äàº á³ëÿêðèòè÷íèì õâèëüîâèì ÷èñëàì. 
Îäåðæàíî çàëåæíîñò³ äëÿ â³äõèëåííÿ ïîâåðõí³ ïîä³ëó òà äëÿ êðèòè÷íîãî õâèëüî-
âîãî ÷èñëà â³ä õàðàêòåðíèõ ïàðàìåòð³â çàäà÷³. 
 
PROPAGATION OF NON-LINEAR WAVE-PACKETS AT NEAR-CRITICAL WAVE 
NUMBERS IN TWO-LAYER FLUID OF FINITE DEPTH 
 
The non-linear problem of wave-packet propagation at the interface of two fluid layers 
with taking into account the surface tension forces is investigated. The analysis is con-
ducted by the asymptotic method of multiple scale expansions up to the third approxi-
mation. On this basis the nonlinear evolution equation of Schrëdinger type is derived 
for the case of small frequencies that corresponds to near-critical wave numbers. The 
expressions for the interface elevation and for the critical wave number depending on 
characteristic parameters of the problem are obtained. 
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