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ПЛОСКА СИМЕТРИЧНА ЗАДАЧА ПРО УДАР ТВЕРДОГО 
ЦИЛІНДРИЧНОГО ТІЛА ПО ПОВЕРХНІ КАВЕРНИ 
ПРИ СУПЕРКАВІТАЦІЙНОМУ ОБТІКАННІ 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ ïðîöåñ óäàðíî¿ âçàºìîä³¿ òâåðäîãî öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà ç ïî-
âåðõíåþ öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè. Ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ íåñòàö³îíàð-
íî¿ çì³øàíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ ç íåâ³äîìîþ ãðàíèöåþ çâîäèòüñÿ äî ñï³ëüíîãî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåð-
ðà äðóãîãî ðîäó òà äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ðóõó ò³ëà. Îòðèìàíî ã³äðîäè-
íàì³÷í³ òà ê³íåìàòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñó. 

 
Âñòóï. Ó íàø ÷àñ åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåäåíî ìîæëèâ³ñòü ñòâîðåííÿ 

ï³äâîäíèõ òðàíñïîðòíèõ àïàðàò³â íà îñíîâ³ íîâèõ ô³çè÷íèõ ïðèíöèï³â ðó-
õó ò³ë ï³ä âîäîþ – ñóïåðêàâ³òàö³éíîãî ðóõó [12–14, 19]. Ïðè öüîìó ò³ëî ðó-
õàºòüñÿ óñåðåäèí³ êàâ³òàö³éíî¿ ïîðîæíèíè, ùî éîãî îòî÷óº, – ñóïåðêàâåð-
íè – ³ ìîæå ðîçâèâàòè øâèäê³ñòü ðóõó, ñóì³ðíó ç³ øâèäê³ñòþ ïîøèðåííÿ 
çâóêó ó âîä³. Ñóïåðêàâ³òàö³éíèé ðóõ âèêëèêàº çíà÷íèé ³íòåðåñ ó äîñë³äíè-
ê³â. Îñòàíí³ ðåçóëüòàòè äîñë³äæåíü ìîæíà çíàéòè, íàïðèêëàä, ó ïóáë³êà-
ö³ÿõ [16, 17]. 

Îäí³ºþ ç ïðîáëåì ñóïåðêàâ³òàö³éíîãî ðóõó º çàáåçïå÷åííÿ ñò³éêîñò³ ðó-
õó ò³ëà â êàâåðí³ [10, 12–14, 19]. Çà òàêîãî ðóõó ò³ëî êîíòàêòóº ç ïîâåðõíåþ 
êàâåðíè ëèøå ó ñâî¿é ãîëîâí³é ÷àñòèí³. Ïðèêëàäåíà äî îáëàñò³ êîíòàêòó ò³-
ëà ç ïîâåðõíåþ êàâåðíè ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà îïîðó ðóõó ç áîêó ð³äèíè 
ñòâîðþº ïåðåêèäàëüíèé ìîìåíò ùîäî öåíòðó ìàñ ò³ëà, âèêëèêàþ÷è íåñò³é-
ê³ñòü ñóïåðêàâ³òàö³éíîãî ðóõó ò³ëà â ð³äèí³. Ö³ºþ íåñò³éê³ñòþ ïîÿñíþþòü 
âèíèêíåííÿ ñåð³¿ ïîïåðå÷íèõ óäàð³â ò³ëà ïî ïîâåðõí³ êàâåðíè, ùî ìîæóòü 
ñóòòºâî âïëèâàòè íà çàãàëüíèé õàðàêòåð ðóõó ò³ëà. Öå ñâ³ä÷èòü ïðî àêòó-
àëüí³ñòü äîñë³äæåííÿ ïðîöåñó óäàðó ò³ëà ïî ïîâåðõí³ êàâåðíè. 

Ó á³ëüøîñò³ ðîá³ò çàäà÷³ çàíóðåííÿ öèë³íäðè÷íèõ ò³ë ó ð³äèíó ÷åðåç 
ïîâåðõíþ êàâåðíè äîñë³äæóâàëèñü ³ç âèêîðèñòàííÿì ìîäåë³ íåñòèñëèâî¿ ð³-
äèíè. Ó ìîíîãðàô³¿ [9] íàâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ïðî çàíóðåííÿ òâåð-
äîãî öèë³íäðà ÷åðåç ãîðèçîíòàëüíó â³ëüíó ïîâåðõíþ ð³äèíè, äå âèçíà÷àºòü-
ñÿ ä³þ÷à íà öèë³íäð âåëè÷èíà ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè çà ìàëî¿ ãëèáèíè çàíó-
ðåííÿ, ùî äîçâîëÿº àïðîêñèìóâàòè êîëî ïàðàáîëîþ. Ó ðîáîò³ [10] íàâîäÿòü-
ñÿ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ çàíóðåííÿ öèë³íäðà â ð³äèíó ÷åðåç ïî-
âåðõíþ öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè äëÿ âèïàäêó ìàëèõ çàçîð³â. Ó ñòàòòÿõ [3, 
18] ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó çàíóðåííÿ öèë³íäðà â ð³äèíó ÷åðåç ïîâåðõíþ êàâåð-
íè äëÿ äîâ³ëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ ðàä³óñ³â öèë³íäðà é ïîðîæíèíè. Ó [3] âè-
çíà÷àþòüñÿ çàëåæíîñò³ øèðèíè çìî÷åíî¿ ïîâåðõí³ ò³ëà â³ä ãëèáèíè çàíó-
ðåííÿ çà ð³çíèõ çíà÷åíü çàçîðó, à òàêîæ íàâîäèòüñÿ àíàë³òè÷íà ôîðìóëà 
äëÿ ³ìïóëüñèâíî¿ ñèëè, à ó [18] íàâîäÿòüñÿ ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿê 
³ìïóëüñèâíî¿, òàê ³ ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèë. 

Ìîäåëü ñòèñëèâî¿ ð³äèíè ÿê òàêà, ùî á³ëüø àäåêâàòíî îïèñóº ïðîöåñ 
âçàºìîä³¿ ò³ëà ç ð³äèíîþ ïðè â³äíîñíî âèñîêèõ øâèäêîñòÿõ [1], âèêîðèñòîâó-
ºòüñÿ ó ïóáë³êàö³ÿõ [6, 7]. Çîêðåìà, â ðîáîò³ [6] íàâåäåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ 
òà îäåðæàíî ¿¿ àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ ïî÷àòêîâî¿ ñòàä³¿ âçàºìîä³¿ ó 
âèïàäêó íåñê³í÷åííî ìàëîãî çàçîðó, òîáòî ó âèïàäêó, êîëè ïîïåðå÷í³ ðîçì³-
ðè ò³ëà ³ ïîðîæíèíè çá³ãàþòüñÿ. Ñôîðìóëüîâàíî çàãàëüíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ 
äëÿ äîâ³ëüíîãî çàçîðó, ÿêà º çì³øàíîþ íåñòàö³îíàðíîþ ïî÷àòêîâî-êðàéîâîþ 
çàäà÷åþ ç íåâ³äîìîþ çì³ííîþ â ÷àñ³ ãðàíèöåþ, ³ îäåðæàíî ðîçâ’ÿçóâàëüí³ 
íåñê³í÷åíí³ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà äðóãîãî ðîäó [7]. Äëÿ 
ìàëîãî çàçîðó ïîäàíî àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³, äëÿ íåìàëîãî – ÷è-
ñåëüíèé ðîçâ’ÿçîê âêàçàíèõ ñèñòåì. Ó ö³é ïóáë³êàö³¿, ùî áàçóºòüñÿ íà ðå-
çóëüòàòàõ ðîáîòè [7], îäåðæàíî ÷èñåëüíèé ðîçâ’ÿçîê äëÿ äîâ³ëüíîãî çàçîðó. 
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òàêó ìåõàí³÷íó ñèñòåìó: â áåçìåæí³é 
ð³äèí³ çíàõîäèòüñÿ íåñê³í÷åííî-ïðîòÿæíà êðóãîâà öèë³íäðè÷íà ïîðîæíèíà 
ðàä³óñà cR ; óñåðåäèí³ ïîðîæíèíè ì³ñòèòüñÿ íåñê³í÷åííî-ïðîòÿæíèé òâåð-

äèé êðóãîâèé öèë³íäð ðàä³óñà bR , â³ñü ÿêîãî ïàðàëåëüíà îñ³ ïîðîæíèíè, 

ïðè÷îìó b cR R< . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç c bd R R= −  âåëè÷èíó çàçîðó ì³æ êà-
âåðíîþ ³ ò³ëîì. Ò³ëî ï³ä ä³ºþ çîâí³øí³õ ñèë ðîáèòü ïîïåðå÷í³ óäàðè ïî ïî-
âåðõí³ êàâåðíè. Íåõàé ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 0t =  öèë³íäð äîñÿãàº ïî-
âåðõí³ ïîðîæíèíè ³ ïî÷èíàº çàíóðþâàòèñÿ êð³çü íå¿ ç³ øâèäê³ñòþ 0 ( )v t , 

ïðè÷îìó ïî÷àòêîâà øâèäê³ñòü çàíóðåííÿ 0 0 (0)v v=  çíà÷íî ìåíøà â³ä 

øâèäêîñò³ çâóêó â ð³äèí³. Ð³äèíó áóäåìî ââàæàòè ³äåàëüíîþ ñòèñëèâîþ, à 

ãëèáèíè çàíóðåííÿ êð³çü ïîâåðõíþ êàâåðíè z∗  – ìàëèìè, ùî äîçâîëÿº ñêî-
ðèñòàòèñÿ äëÿ îïèñó ðóõó ð³äèíè õâèëüîâèì ð³âíÿííÿì â àêóñòè÷íîìó íà-
áëèæåíí³ òà çíåñòè ãðàíè÷í³ óìîâè íà íåçáóðåíó ïîâåðõíþ êàâåðíè. 

Çâ’ÿæåìî ïîâåðõíþ ïîðîæíèíè ç íåðóõîìîþ äåêàðòîâîþ ñèñòåìîþ êî-
îðäèíàò Oxyz  (ðèñ. 1): öåíòð O  ðîçì³ñòèìî 

íà îñ³ ïîðîæíèíè, â³ñü Ox  ñïðÿìóºìî ãî-
ðèçîíòàëüíî, â³ñü Oz  – âåðòèêàëüíî âíèç, 
â³ñü Oy  – ïî îñ³ êàâåðíè. Îñê³ëüêè ã³äðî-
äèíàì³÷íà êàðòèíà ïðîöåñó çàíóðåííÿ öè-
ë³íäðè÷íîãî ò³ëà â ð³äèíó ÷åðåç ïîâåðõíþ 
êàâåðíè â äîâ³ëüíîìó ïîïåðå÷íîìó ïåðåð³ç³ 
ïîâòîðþºòüñÿ, òî ìîæíà îáìåæèòèñÿ ðîç-
ãëÿäîì ðóõó â îäíîìó ç ïåðåð³ç³â, íàïðè-
êëàä, ó ïëîùèí³ xOz  ³, òàêèì ÷èíîì, ðîç-
ãëÿäàòè ïëîñêó çàäà÷ó. 

Ó ïëîùèí³ xOz  ââåäåìî òàêîæ 
ïîëÿðíó ñèñòåìó êîîðäèíàò: öåíòð ïåðåð³çó 
O  – ïîëþñ ïîëÿðíî¿ ñèñòåìè, θ  – ïîëÿð-
íèé êóò, ùî â³äêëàäàºòüñÿ â³ä äîäàòíîãî íàïðÿìó îñ³ Oz , r  – ïîëÿðíèé 
ðàä³óñ.  

Ââåäåìî áåçðîçì³ðí³ çì³íí³: 

 ,      ,      ,        
b b b b

x z r Ctx z r t
R R R R

= = = = , 

 
2 2 2

,     ,      ,     
b b

p V Fp V F
CC R C R

µ
= = µ = =

ρ πρ ρ
, 

äå bR  – õàðàêòåðíèé ë³í³éíèé ðîçì³ð (ðàä³óñ ò³ëà); ρ  – ãóñòèíà ð³äèíè; p  

– ã³äðîäèíàì³÷íèé òèñê; V  – øâèäê³ñòü äåôîðìóâàííÿ ïîâåðõí³ êàâåðíè; 
F  – ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà; C  – øâèäê³ñòü çâóêó â ð³äèí³; µ  – ïîãîííà ìàñà 
öèë³íäðà. Îñê³ëüêè íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ò³ëüêè áåçðîçì³ðí³ çì³í-
í³, òî ðèñêó íàä íèìè îïóñêàºìî. 

Ðóõ ³äåàëüíî¿ ñòèñëèâî¿ ð³äèíè â àêóñòè÷íîìó íàáëèæåíí³ ùîäî õâè-
ëüîâîãî ïîòåíö³àëó ϕ  îïèñóºòüñÿ â öèë³íäðè÷íèõ êîîðäèíàòàõ õâèëüîâèì 
ð³âíÿííÿì [11] 

 
2 2 2

2 2 2 2
1 1 0
r rr r t

∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ ∂ ϕ+ + − =
∂∂ ∂θ ∂

. (1) 

Ã³äðîäèíàì³÷íèé òèñê ³ øâèäê³ñòü äåôîðìóâàííÿ ïîâåðõí³ êàâåðíè âè-
çíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

 ,         gradp V
t

∂ϕ= − = ϕ
∂

. (2) 
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x 
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2d + z
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Рис. 1 
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Ãðàíè÷í³ óìîâè ïîäàìî ó òàêîìó âèãëÿä³: 

– ó ìåæàõ îáëàñò³ êîíòàêòó ò³ëà ç ïîâåðõíåþ êàâåðíè çàäàíî óìîâó 
íåïðîíèêíîñò³ ïîâåðõí³ ò³ëà äëÿ ð³äèíè 

 0
1

( ) cos ,          
r

v t
r

∗

=

∂ϕ = θ θ < θ
∂

, (3) 

 äå êóò ∗θ  âèçíà÷àº ãðàíèöþ îáëàñò³ êîíòàêòó; 

– íà â³ëüí³é ïîâåðõí³ êàâåðíè òèñê ñòàëèé ³ äëÿ ñïðîùåííÿ ïðè-
éìåìî, ùî â³í äîð³âíþº íóëåâ³: 

 
1

0,          
rt

∗

=

∂ϕ = θ > θ
∂

.  (4) 

Çáóðåííÿ, âèêëèêàí³ â ð³äèí³ ò³ëîì, ùî çàíóðþºòüñÿ, íà íåñê³í÷åííîñò³ 
çàòóõàþòü: 

 0,             rϕ → → ∞ . (5) 

Îñê³ëüêè äî ïî÷àòêó çàíóðåííÿ ð³äèíà ïåðåáóâàëà ó ñòàí³ ñïîêîþ, òî 
áóäåìî ìàòè íóëüîâ³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè äëÿ ïîòåíö³àëó: 

 0
0

0,            0t
tt=
=

∂ϕϕ = =
∂

. (6) 

Ïîïåðå÷íèé ðóõ ò³ëà â ïîðîæíèí³ âèçíà÷àºòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèì ð³â-
íÿííÿì 

 π
0

0 0

( ) ( )
,        (0)

dv t F t
v v

dt
µ = − = , (7) 

äå ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà îïîðó çàíóðåííþ ò³ëà ç áîêó ð³äèíè ( )F t  îá÷èñëþ-
ºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 

 
θ

0

( ) 2 ( , ) cosF t p t d

∗

= θ θ θ∫ . (8) 

Êóò θ∗  º ïîëÿðíèì êóòîì òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ ê³ë, ùî îáìåæóþòü ïîâåðõí³ 
ò³ëà òà êàâåðíè, ³ îá÷èñëþºòüñÿ ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 θ
2( ) 2 ( 1)

arccos
2( 1)( )

z d d z

d d z

∗ ∗
∗

∗
+ + + =  

 + +
, (9) 

äå 0
0

( )
t

z v d∗ = τ τ∫  – ãëèáèíà çàíóðåííÿ ò³ëà êð³çü ïîâåðõíþ ïîðîæíèíè. Çà-

çîð d  ó áåçðîçì³ðíèõ ïîçíà÷åííÿõ âèçíà÷àºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 1cd R= − . 
Òàêèì ÷èíîì, ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à (1), (3)–(7) º íåñòàö³îíàðíîþ çì³-

øàíîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ ç ðóõîìîþ íàïåðåä íåâ³äîìîþ ãðàíèöåþ. 
Ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî öÿ çàäà÷à ì³ñòèòü åëåìåíòè íåë³í³éíîñò³, îñê³ëüêè 

ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà, ÿêà ðîçì³ùåíà â ïðàâ³é ÷àñòèí³ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³â-
íÿííÿ ðóõó (7), ìàº ñêëàäíó ôóíêö³îíàëüíó çàëåæí³ñòü â³ä çíà÷åííÿ êóòà 

θ∗ , ùî, â ñâîþ ÷åðãó, çã³äíî ç (9) âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç 0 ( )v t . 

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è äî ð³âíÿííÿ (1) ïåðåòâîðåííÿ Ëàï-
ëàñà çà ÷àñîì t  ³ç ïàðàìåòðîì s  [15], îòðèìóºìî â ïðîñòîð³ çîáðàæåíü ð³â-
íÿííÿ 

 
2 2

2
2 2 2

1 1 0
L L L

Ls
r rr r

∂ ϕ ∂ϕ ∂ ϕ+ + − ϕ =
∂∂ ∂θ

. (10) 

Âåëè÷èíè â ïðîñòîð³ çîáðàæåíü çà Ëàïëàñîì áóäåìî ïîçíà÷àòè ³íäåê-
ñîì «L ». 
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Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä Ôóð’º â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ³ âðàõîâóþ÷è 
óìîâó çàòóõàííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ (5), îäåðæèìî çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³â-
íÿííÿ (10) ó âèãëÿä³ 

 
0

( ) ( ) cosL
n n

n

A s K sr n
∞

=

ϕ = θ∑ , (11) 

äå nA  – íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè, ( )nK sr  – ôóíêö³¿ Ìàêäîíàëüäà [2]. 

Ðîçâèíåìî â ðÿäè Ôóð’º çà cos nθ  øâèäê³ñòü äåôîðìóâàííÿ ïîâåðõí³ 
êàâåðíè θ( , )V t  ³ ã³äðîäèíàì³÷íèé òèñê ( , )p t θ  íà í³é: 

 θ
0

( , ) ( ) cosn
n

p t p t n
∞

=

= θ∑ , (12) 

 θ
0

( , ) ( ) cosn
n

V t V t n
∞

=

= θ∑ . (13) 

Çàñòîñîâóþ÷è äî âèðàç³â (2) äëÿ òèñêó ( , )p t θ  ³ øâèäêîñò³ θ( , )V t , à òà-

êîæ äî ðîçâèíåíü (12), (13) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çà t  ³ âðàõîâóþ÷è âèðàç 
(11), îäåðæóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ êîåô³ö³ºíòàìè ðÿä³â Ôóð’º äëÿ òèñêó 
òà øâèäêîñò³ â ïðîñòîð³ çîáðàæåíü 

 ( ) ( ) ( ) ( )L L L L
n n n nV t p s s p s= + ⋅R , (14) 

äå ( )L
n sR  ìàº âèãëÿä 

( )
( ) 1

( ) 
L n
n

n

K s
s

K s

′
= − −R . 

Òîä³ çà òåîðåìîþ ïðî çãîðòêó îðèã³íàë³â äâîõ ôóíêö³é, âðàõîâóþ÷è ðå-

êóðåíòíó ôîðìóëó äëÿ ïîäàííÿ ( )nK s′  ó âèãëÿä³ 1( ) ( ) ( )n n n
nK s K s K s
s −

′ = − −  

[15], à òàêîæ òàáëè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ çîáðàæåííÿì ³ îðèã³íàëîì [5] 

 1 2 1 2
0 12

( ) ,     ( ) ,    ( ) ln
22 ( 1) 1

n n n ns s
s

n n

z z z ze ee K s K s K s z
s n st

+ −
→ → →

+ −
, 

 1 2( ) 1 ( 2) ,       ( ) 1 ( 2)z t t t t z t t t t= + + + ⋅ = + − + ⋅ , 

îòðèìàºìî çàëåæíîñò³ 

 
0

( ) ( ) ( ) ( )
t

n n n nV t p t p t d= + τ − τ τ∫ R , (15) 

ùî çâ’ÿçóþòü êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ( )nV t  ³ ( )np t . Ôóíêö³þ ( )n tR  çíàõîäèìî ç 

³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà 1-ãî ðîäó ç³ ñëàáêîþ îñîáëèâ³ñòþ: 

 
0

( ) ( ) ( ),      0,1,2,
t

n n nG t d g t nτ − τ τ = =∫ R  , (16) 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,         ( )

2 ( 2) 2 2

n n n n

n n

z t z t z t z t
G t g t t

t t t

+ +
= =

+ +
. 

Ç óðàõóâàííÿì ðîçâèíåíü (12), (13) ³ ñï³ââ³äíîøåíü (15) îòðèìàºìî 
çâ’ÿçîê ì³æ øâèäê³ñòþ ( , )V t θ  ³ òèñêîì ( , )p t θ  íà ïîâåðõí³ ïîðîæíèíè: 

 
0 0

( , ) ( , ) ( ) ( ) cos
t

n n
n

V t p t p t d n
∞

=

 θ = θ + τ − τ τ θ 
 

∑ ∫ R . (17) 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (17) ç óðàõóâàííÿì ãðàíè÷íèõ óìîâ (3), (4) ³ ñï³ââ³ä-
íîøåíü (2) îòðèìàºìî 
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0

( ) cosn
n

p t n
∞

=

θ =∑  

 θ0
0 0

( ) cos ( ) ( ) cos ( )
t

n n
n

v t p t d n H
∞

∗

=

  = θ − τ − τ τ θ − θ  
  

∑ ∫ R , (18) 

äå 
1, 0,

( )
0, 0,

x
H x

x

>
= 

<
 – ôóíêö³ÿ Ãåâ³ñàéäà. 

Ðîçâèâàþ÷è â ðÿäè Ôóð’º çà cos nθ  ïðàâó ÷àñòèíó âèðàçó (18) ³ ïðè-
ð³âíþþ÷è â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè, îòðèìóºìî íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ë³í³éíèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà 2-ãî ðîäó â³äíîñíî êîåô³ö³ºíò³â ( )np t : 

 0
0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ,     0,1, ,
t

n n mn m m
m

p t v t p t d n
∞

=

= − β τ − τ τ = ∞∑ ∫ R  , (19) 

äå êîåô³ö³ºíòè 0 ( )nv t  ³ θ( )mn
∗β  ìàþòü âèãëÿä 

 

θ

θθ

θ θ

0

0
0

0

( )
sin , 0,

( ) sin 2( ) , 1,
2

( ) sin ( 1) sin ( 1)
, 1,

1 1

n

v t
n

v t
v t n

v t n n
n

n n

∗

∗
∗

∗ ∗

 = π


 = + =  π  
  + −

+ >  π + − 

 

 

θ

θ

* *

, ,   0,

1 sin , 0,   0,

( )
1 sin 2 , ,  0,

2

sin( ) sin( )1 , ,   0.

mn

n m n

m m n
m

m n m n
m

n m m n
n m n

n m m n

∗

∗

∗
∗

∗

 = = π

 ≠ =
 πβ θ =   θθ + = ≠  π  
  + θ − θ + ≠ ≠ π + −  

 

Êîåô³ö³ºíòè ( )nV t  ç óðàõóâàííÿì çíàéäåíèõ êîåô³ö³ºíò³â ( )np t  âèçíà-

÷àºìî çà ôîðìóëîþ (15), à øâèäê³ñòü äåôîðìóâàííÿ ïîâåðõí³ êàâåðíè 
( , )V t θ  ³ ã³äðîäèíàì³÷íèé òèñê ( , )p t θ  – çà ôîðìóëàìè (12), (13) â³äïîâ³äíî. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ (12), îòðèìàºìî ã³äðîäèíàì³÷íó 
ñèëó îïîðó çàíóðåííþ ò³ëà â ð³äèíó êð³çü ïîâåðõíþ ïîðîæíèíè êàâåðíè 

 θ
0

( ) ( ) ( )n n
n

F t p t b
∞

∗

=

= ∑ , 

äå 

 

θ

θθ θ

θ θ

sin , 0,

sin 2( ) , 1,
2

sin ( 1) sin ( 1)
, 1.

1 1

n

n

b n

n n
n

n n

∗

∗
∗ ∗

∗ ∗

 =

= + =


+ − + > + −

 

Òîä³ äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (7) íàáóäå âèãëÿäó 

 θ0
0 0

0

( ) 1 ( ) ( ),       (0)n n
n

dv t
p t b v v

dt

∞
∗

=

µ = − =
π ∑ . (20) 
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×èñåëüíå ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³. Äîñë³äæåííÿ óäàðíîãî ïðîöåñó, ùî ðîç-
ãëÿäàºòüñÿ, ó ö³é ïîñòàíîâö³ çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåñê³í÷åííî¿ ñèñ-
òåìè ë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà 2-ãî ðîäó (19) ñï³ëüíî ç äè-
ôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì (20). 

Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ çä³éñíþâàëè ÷èñåëüíî íà ñê³í÷åííîìó â³äð³çêó 
÷àñó 0,T[ ] , ÿêèé ðîçáèâàëè íà ð³âí³ ÷àñòèíè ç êðîêîì Δt , ³ â îòðèìàíèõ 
âóçëàõ ³íòåðâàëó ÷àñó îá÷èñëþâàëè âñ³ øóêàí³ âåëè÷èíè. 

Íåñê³í÷åííó ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (19) ³ ïðàâó ÷àñòèíó äèôå-
ðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (20) ï³ääàâàëè çð³çóâàííþ. Îá´ðóíòóâàííÿ òàêîãî 
çð³çóâàííÿ çðîáëåíî, çîêðåìà, â [4]. Ïîðÿäîê çð³çóâàííÿ N  âèáèðàëè ç 
ì³ðêóâàíü ïðàêòè÷íî¿ çá³æíîñò³ ðîçâ’ÿçêó. Ó ñèñòåì³ (19) âñ³ ³íòåãðàëè 
îá÷èñëþâàëè çà êâàäðàòóðíîþ ôîðìóëîþ ë³âèõ ïðÿìîêóòíèê³â. Ó 
ðåçóëüòàò³ öþ ñèñòåìó çâîäèëè äî ñèñòåìè àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü. 
Äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ (20) çàì³íþâàëè ð³çíèöåâèì. Äëÿ ïîë³ïøåííÿ 
çá³æíîñò³ ðÿä³â Ôóð’º çàñòîñîâóâàëè σ -ìíîæíèêè ¥³ááñà [8] 

 
π

π

1, 0,

sin
, 1, , .n

n
n

N n N
n

N

=
σ =  =


  

ßäðî ( )n tR  íåñê³í÷åííî¿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Âîëüòåððà 2-ãî 

ðîäó (19) çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà 1-ãî ðîäó (16). Äëÿ éîãî îá÷èñ-
ëåííÿ âèêîðèñòîâóâàëè òàêèé ï³äõ³ä: 

•  ³íòåðâàë ³íòåãðóâàííÿ ðîçáèâàëè íà ð³âí³ ìàë³ â³äð³çêè 2[ ; ]j jt t + , 

0,2, , 2j M= − ; 

•  êîæåí ³íòåãðàë çàì³íÿëè ñóìîþ ³íòåãðàë³â ïî â³äð³çêó ðîçáèòòÿ 

2[ ; ]j jt t + ; 

•  çíà÷åííÿ ( )n tR  íà êîæíîìó ³íòåðâàë³ 2[ ; ]j jt t +  ââàæàëè ñòàëèìè ³ âèíî-

ñèëè çà çíàê ³íòåãðàëà ç³ çíà÷åííÿì 1( )n jt +R ; 

• ³íòåãðàëè τ τ
2

( )

j

tj

n
t

G t d
+

−∫  îá÷èñëþâàëèñÿ àíàë³òè÷íî; 

•  â ðåçóëüòàò³ òàêî¿ ïðîöåäóðè ð³âíÿííÿ (16) çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ë³í³é-
íèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî ( )n ktR  ³ç òðèêóòíîþ ìàòðèöåþ, äå 

(0; /2)k M∈ . 

Â îá÷èñëåííÿõ íà ïðîì³æêó ÷àñó 0, 4[ ] âàð³þâàëè òàê³ ïàðàìåòðè: áåç-

ðîçì³ðíà ïîãîííà ìàñà ò³ëà 0.25 20,µ = ÷ ∞  (çíà÷åííÿ ∞→µ  â³äïîâ³äàº âè-
ïàäêó ðóõó ò³ëà ç³ ñòàëîþ øâèäê³ñòþ, äèâ. ð³âíÿííÿ (7)); ïî÷àòêîâà øâèä-
ê³ñòü ïðîíèêàííÿ 0 0.01 0.05v = ÷ ; çàçîð ì³æ ïîðîæíèíîþ ³ ò³ëîì 0.2 1d = ÷ . 

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó ã³äðîäèíàì³÷íîãî òèñêó ( )p t  ó 
ëîáîâ³é òî÷ö³ çà ð³çíèõ çíà÷åíü ïîãîííî¿ ìàñè öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà 

0.5,  2, 4, µ = ∞  äëÿ ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ 0 0.05v =  ³ çíà÷åííÿ çàçîðó ì³æ 

êàâåðíîþ ³ ò³ëîì 0.2d = .  
²ç ðèñ. 2 ìîæíà ïîì³òèòè, ùî ã³äðîäèíàì³÷íèé òèñê ó ëîáîâ³é òî÷ö³ ò³ëà 

â ìîìåíò ÷àñó 0t = , â³äïîâ³äíî äî ã³ïîòåçè ïëîñêî¿ õâèë³, äîð³âíþº ñâîºìó 
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åííþ 0p Cv= ρ  â ðîçì³ðíèõ ïîçíà÷åííÿõ. Äàë³ íà ïî-

÷àòêîâîìó åòàï³ ðîçãëÿíóòîãî ÷àñîâîãî ³íòåðâàëó òèñê ð³çêî ïàäàº, ïðè÷îìó 
òèì øâèäøå, ÷èì ëåãøå ò³ëî. 



88 

0.01

0.02

0.03

0.04

0 1 2 3 t

p(t)

µ = 0.5

24

d = 0.2
v0 = 0.05

∞

  

0.01

0.02

0.03

0.04

0 1 2 3 t

p(t)

d = 1

0.5
0.2

µ = 4
v0 = 0.05

 
 Рис. 2 Рис. 3 

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü â³ä ÷àñó ã³äðîäèíàì³÷íîãî òèñêó â ëîáî-
â³é òî÷ö³ çà ð³çíèõ çíà÷åíü çàçîðó   0.2, 0.5, 1d =  äëÿ ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ 

0 0.05v =  òà ìàñè ò³ëà 4µ = . ²ç ðèñ. 3 ìîæíà ïîì³òèòè, ùî ã³äðîäèíàì³÷íèé 

òèñê ó ëîáîâ³é òî÷ö³ òèì á³ëüøèé, ÷èì ìåíøèé çàçîð d . 
Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî ðîçïîä³ë ã³äðîäèíàì³÷íîãî òèñêó ( )p t  ïî ïîâåðõí³ 

ïîðîæíèíè â ìîìåíòè ÷àñó  0.5, 1.5t =  çà ð³çíèõ çíà÷åíü çàçîðó  0.5, 1d =  
äëÿ çíà÷åíü øâèäêîñò³ 0 0.05v =  ³ ìàñè 4µ = . ²ç ðèñ. 4 áà÷èìî, ùî íà ðîç-

ãëÿíóòîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó ìåíøèì çíà÷åííÿì çàçîðó d  â³äïîâ³äàº âèùèé 
òèñê ó ìåæàõ îáëàñò³ êîíòàêòó òà á³ëüøà ñàìà îáëàñòü êîíòàêòó. 

Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè ( )F t  â³ä ÷àñó äëÿ 
øâèäêîñò³ 0 0.05v = , çàçîðó 0.2d =  çà ð³çíèõ çíà÷åíü ìàñè    0.5, 2, 4,µ = ∞ . 

²ç ðèñ. 5 ìîæíà ïîì³òèòè, ùî 
• ÷èì ìàñèâí³øå ò³ëî, òèì á³ëüøà ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà; 
• ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà íà ðîçãëÿíóòîìó ÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ äîñÿãàº 

ñâîãî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åííÿ, ïðè÷îìó òèì øâèäøå, ÷èì ëåãøå ò³ëî. 
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 Рис. 4 Рис. 5 
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 Рис. 6 Рис. 7 

Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè ( )F t  â³ä ÷àñó äëÿ 

øâèäêîñò³ 0 0.05v = , ìàñè 4µ =  çà ð³çíèõ çíà÷åíü çàçîðó 0.2;  0.5; 1d = . ²ç 

ðèñ. 6 ìîæíà ïîì³òèòè, ùî á³ëüøîìó çíà÷åííþ çàçîðó d  ó äîâ³ëüíèé 
ìîìåíò ÷àñó â³äïîâ³äàº ìåíøå çíà÷åííÿ ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè. 
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Íà ðèñ. 7 íàâåäåíî ïîð³âíÿííÿ çíà÷åíü ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè ( )F t  íà 
÷àñîâîìó ³íòåðâàë³ [0; 5]  ïðè ïðîíèêàíí³ öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà ç³ ñòàëîþ 

øâèäê³ñòþ 0v  ÷åðåç ïîâåðõíþ ïîðîæíèíè, îòðèìàíèõ ³ç âèêîðèñòàííÿì 

ð³çíèõ ìîäåëåé ð³äèíè: â ö³é ðîáîò³ – ìîäåëü ñòèñëèâî¿ ð³äèíè (êðèâà 1), â 
ðîáîò³ [3] – ìîäåëü íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè (êðèâà 2). Ó ðîçðàõóíêàõ âèêîðèñòî-
âóâàëè òàê³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â: µ → ∞ , 0 0.05v = , 0.2d = .  

²ç ðèñ. 7 âèäíî, ùî  
• çíà÷åííÿ ã³äðîäèíàì³÷íî¿ ñèëè ( )F t  äëÿ âèïàäêó íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè 

(êðèâà 2) ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó ìàº ñê³í÷åííèé ñòðèáîê 
2
0

( 1)

v

d d

π
+

 

(äëÿ ðîçãëÿíóòîãî âèïàäêó â³í äîð³âíþº 0.032725 ), òîä³ ÿê ó âèïàäêó 
ñòèñëèâî¿ ð³äèíè ïðè 0t =  ìàºìî 0F = ; 

• íà á³ëüø ï³çí³õ åòàïàõ îáèäâ³ ìîäåë³ äîçâîëÿþòü îòðèìóâàòè áëèçüê³ 
çà çíà÷åííÿì ðåçóëüòàòè. 
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 Рис. 8 Рис. 9 

Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ ðóõó ò³ëà 0 ( )v t  â³ä ÷àñó äëÿ 

ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ 0 0.05v = , çàçîðó 0.2d =  çà çíà÷åíü ìàñè ò³ëà 

0.5,  2.0,  4.0, µ = ∞ . ²ç ðèñ. 8 âèäíî, ùî øâèäê³ñòü ðóõó öèë³íäðà ³ñòîòíî 
çàëåæèòü â³ä éîãî ìàñè: á³ëüø ìàñèâíîìó ò³ëó â äîâ³ëüíèé ìîìåíò ÷àñó 
â³äïîâ³äàº á³ëüøå çíà÷åííÿ øâèäêîñò³. 

Íà ðèñ. 9 ïîêàçàíà çàëåæí³ñòü øâèäêîñò³ 0 ( )v t  â³ä ÷àñó çà ð³çíèõ çíà-

÷åíü çàçîðó 0.2,  0.5, 1.0d =  äëÿ ïî÷àòêîâî¿ øâèäêîñò³ 0 0.05v = , ìàñè 

0.5µ = . ²ç ðèñ. 9 âèäíî, ùî á³ëüøîìó çíà÷åííþ çàçîðó d  â³äïîâ³äàº á³ëüøå 

çíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ðóõó ò³ëà. Öå ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî ç ðîñòîì çàçîðó d  
ïðîíèêàííþ ò³ëà ïåðåøêîäæàº ìåíøà ã³äðîäèíàì³÷íà ñèëà (äèâ. ðèñ. 6). 

Âèñíîâêè. Ó ðîáîò³ îäåðæàíî ðîçâ’ÿçîê ïëîñêî¿ çàäà÷³ çàíóðåííÿ òâåð-
äîãî öèë³íäðè÷íîãî ò³ëà â ³äåàëüíó ñòèñëèâó ð³äèíó ÷åðåç ïîâåðõíþ 
öèë³íäðè÷íî¿ ïîðîæíèíè äëÿ äîâ³ëüíîãî çàçîðó. Îá÷èñëåíî ã³äðîäèíàì³÷í³ ³ 
ê³íåìàòè÷í³ õàðàêòåðèñòèêè äîñë³äæóâàíîãî ïðîöåñó. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà íà 
³íòåðâàë³ ÷àñó, íà ÿêîìó ã³äðîäèíàì³÷í³ õàðàêòåðèñòèêè âñòèãàþòü äîñÿãòè 
ñâî¿õ ìàêñèìàëüíèõ çíà÷åíü. Âèêîðèñòàííÿ ìîäåë³ ñòèñëèâî¿ ð³äèíè äîçâî-
ëèëî îòðèìàòè á³ëüø àäåêâàòí³ ô³çèö³ ÿâèùà ðåçóëüòàòè. 
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ПЛОСКАЯ СИММЕТРИЧНАЯ ЗАДАЧА ОБ УДАРЕ ТВЕРДОГО ЦИЛИНДРИЧЕСКОГО 
ТЕЛА ПО ПОВЕРХНОСТИ КАВЕРНЫ ПРИ СУПЕРКАВИТАЦИОННОМ ОБТЕКАНИИ 
 
Èññëåäóåòñÿ ïðîöåññ óäàðíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ òâåðäîãî öèëèíäðè÷åñêîãî òåëà ñ 
ïîâåðõíîñòüþ öèëèíäðè÷åñêîé ïîëîñòè â ñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ðåøåíèå ñôîð-
ìóëèðîâàííîé ñìåøàííîé íåñòàöèîíàðíîé êðàåâîé çàäà÷è ñ ïîäâèæíîé ãðàíèöåé 
ñâîäèòñÿ ê ñîâìåñòíîìó ðåøåíèþ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ èíòåãðàëüíûõ 
óðàâíåíèé Âîëüòåððà âòîðîãî ðîäà è äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ 
òåëà. Ïîëó÷åíû ãèäðîäèíàìè÷åñêèå è êèíåìàòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññà. 
 
PLANE SYMMETRIC PROBLEM ABOUT IMPACT OF SOLID CYLINDRICAL 
BODY ON SURFACE OF CAVITY UNDER SUPERCAVITATION FLOW 
 
The paper deals with the early stage of à solid cylindrical body impact on the surface of 
cylindrical cavity in compressible fluid. The solution of the stated mixed non-stationary 
boundary-value problem with movable boundary is reduced to joint solving the infinite 
system of linear integral Volterra second-order equations and differential equation of 
the body movement. The hydrodynamic and kinematic characteristics are obtained. 
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