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СИНТЕЗ ВИПРОМІНЮЮЧИХ СИСТЕМ ЗА ЗАДАНОЮ 
АМПЛІТУДНОЮ ДІАГРАМОЮ НАПРЯМЛЕНОСТІ ЗА НАЯВНОСТІ  
ОБМЕЖЕНЬ НА ДЖЕРЕЛА ВИПРОМІНЮВАННЯ 
 

Ðîçâèâàºòüñÿ ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîãî êëàñó íåë³í³éíèõ çàäà÷ ñèíòåçó 
âèïðîì³íþþ÷èõ ñèñòåì çà íàÿâíîñò³ îáìåæåíü íà äæåðåëà âèïðîì³íþâàííÿ. 
Íà çàãàëüíîìó (îïåðàòîðíîìó) ð³âí³ ïîäàíî âàð³àö³éíå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷, 
îäåðæàíî îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ñèíòåçó, äîâåäåíî òåîðåìó ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â. 
Ïîáóäîâàíî é îá´ðóíòîâàíî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ äëÿ çíàõîäæåííÿ ÷èñëîâèõ 
ðîçâ’ÿçê³â. Çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ïðî³ëþñòðîâàíî íà çàäà÷³ 
ñèíòåçó ë³í³éíî¿ àíòåíè çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³. 

 
 1. Âñòóï. Ó áàãàòüîõ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ íà åòàï³ îïòèìàëüíîãî 
ïðîåêòóâàííÿ âèïðîì³íþþ÷èõ ñèñòåì (ÂÑ) ñòàâëÿòüñÿ âèìîãè ëèøå äî 
åíåðãåòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ïîëÿ, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ, çîêðåìà, äî àìïë³-
òóäíî¿ ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³ (ÄÍ) àáî äî ÄÍ çà ïîòóæí³ñòþ [1, 2, 11, 12], 
à â³äñóòí³ñòü âèìîã äî ôàçîâî¿ ÄÍ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ÿê äîäàòêîâèé ñòóï³íü 
ñâîáîäè äëÿ ïîêðàùåííÿ ïîêàçíèê³â ñèíòåçó. Âîäíî÷àñ â³äñóòí³ñòü ó ïî÷àò-
êîâèõ óìîâàõ çàäà÷ ñèíòåçó àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ôàçîâó ÄÍ â³äíîñèòü 
¿õ äî íåë³í³éíèõ ñóòòºâî íåêîðåêòíèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çè-
êè, ÿêèì ïðèòàìàíí³ íåºäèí³ñòü, ãàëóæåííÿ àáî á³ôóðêàö³ÿ ðîçâ’ÿçê³â. Äî-
ñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ’ÿçê³â òàêèõ êëàñ³â çàäà÷ äëÿ ë³í³éíèõ ³ ïëîñ-
êèõ àíòåí òà àíòåííèõ ðåø³òîê íàâåäåíî, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [1, 9]. Íà â³ä-
ì³íó â³ä [1, 9], ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷³ ñèíòåçó ÂÑ, ó ÿêèõ ââî-
äÿòüñÿ â³äïîâ³äí³ îáìåæåííÿ íà äæåðåëà çáóäæåííÿ âèïðîì³íþâàíèõ ïîë³â, 
à ñàìå: ïîðÿä ³ç çàäàíîþ ÄÍ ââîäèòüñÿ îáìåæåííÿ íà â³äõèëåííÿ ñèíòåçî-
âàíîãî àìïë³òóäíî-ôàçîâîãî ðîçïîä³ëó (ÀÔÐ) ó âèïðîì³íþþ÷³é ñèñòåì³ â³ä 
äåÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî ÀÔÐ, ÿêèé íàäàë³ íàçèâàòèìåìî áàçîâèì. Òàê³ 
îáìåæåííÿ çóìîâëåí³ íåîáõ³äí³ñòþ ñïðîùåííÿ ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ ðå-
çóëüòàò³â ñèíòåçó [5]. 

 2. Îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ñèíòåçó. Â³äîìî [1], ùî ÄÍ âèïðîì³íþþ÷î¿ ñèñ-
òåìè f  ìîæå áóòè ïîäàíà ÿê ðåçóëüòàò ä³¿ ë³í³éíîãî îïåðàòîðà A : 

 f AI= ,  (1) 

ÿêèé çä³éñíþº â³äîáðàæåííÿ ç äåÿêîãî ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó 2 ( )IH L V= , 
ÿêîìó íàëåæàòü ôóíêö³¿, ùî îïèñóþòü ÀÔÐ ñòðóì³â ó âèïðîì³íþþ÷³é ñèñ-
òåì³, ó ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð 2( )fH L G= , äî ÿêîãî íàëåæàòü ôóíêö³¿, ùî îïè-

ñóþòü ÄÍ âèïðîì³íþþ÷î¿ ñèñòåìè. Âèãëÿä ³ âëàñòèâîñò³ îïåðàòîðà A  âè-
çíà÷àþòüñÿ òèïîì ³ ãåîìåòð³ºþ âèïðîì³íþþ÷î¿ ñèñòåìè. 
 Ïîêëàäåìî, ùî â³äîìèé áàçîâèé ÀÔÐ ñòðóì³â çáóäæåííÿ II H∗ ∈ . 

Çàäà÷ó ñèíòåçó ÂÑ çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ÄÍ F  ñôîðìóëþºìî ÿê çàäà÷ó 
ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàëà  

 2 22 2( )
I II IF H HH H

I F AI I I F f I I
α ∗ ∗σ = − + α − ≡ − + α −  (2) 

íà ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ IH , ó ÿêîìó ïåðøèé äîäàíîê îïèñóº ñåðåäíüî-

êâàäðàòè÷íå â³äõèëåííÿ ìîäóë³â çàäàíî¿ é ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ â îáëàñò³ G , 
äðóãèé äîäàíîê õàðàêòåðèçóº â³äõèëåííÿ îïòèìàëüíîãî ÀÔÐ â³ä áàçîâîãî, 
α  – âàãîâèé ìíîæíèê. Íàÿâí³ñòü ó ïåðøîìó äîäàíêó (2) ìîäóëÿ â³ä ôóíê-
ö³¿ ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî â³í º íåîïóêëèì. ²ñíóâàííÿ ïðèíàéìí³ îäí³º¿ òî÷êè 
ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà (2) ñòâåðäæóº 
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 Òåîðåìà 1. Íåõàé ë³í³éíèé îïåðàòîð : I fA H H→  º ö³ëêîì íåïåðåðâ-

íèì, à çàäàíà àìïë³òóäíà ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ F  – ä³éñíà äîäàòíà 
(íåâ³ä’ºìíà) é ³íòå´ðîâíà ç êâàäðàòîì ôóíêö³ÿ. 
 Òîä³ â ïðîñòîð³ IH  ³ñíóº õî÷ áè îäíà òî÷êà àáñîëþòíîãî ì³í³ìóìó 

ôóíêö³îíàëà ( )F I
α

σ  ³ ç áóäü-ÿêî¿ ì³í³ì³çóþ÷î¿ ïîñë³äîâíîñò³ ìîæíà âèä³-

ëèòè ï³äïîñë³äîâí³ñòü, ÿêà ñëàáêî çá³ãàºòüñÿ äî îäí³º¿ ç òî÷îê àáñîëþò-
íîãî ì³í³ìóìó. 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð 2 ( )IH L V=  º ðåôëåê-
ñèâíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çã³äíî ç [3, òåîðå-
ìà 10.2] äîñòàòíüî ïîêàçàòè âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ: 

(³) ( )F I
α

σ  − ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèé çíèçó íà IH  ôóíêö³îíàë, 

(³³) lim ( )
IH

F
I

I
α→∞

σ = + ∞ . 

 Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî 2(1) ( ) ,
II HF HI F AI F AI F AI

α
σ = − ≡ − −( )  – 

ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèé çíèçó íà IH  ôóíêö³îíàë. Íåõàé n II H∈{ }  – äîâ³ëü-

íà ñëàáêî çá³æíà äî 0 II H∈  ïîñë³äîâí³ñòü. Îñê³ëüêè ë³í³éíèé îïåðàòîð 

: I fA H H→  º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì, òî â³í º òàêîæ ï³äñèëåíî íåïåðåðâíèì 

[4]. ²ç îçíà÷åííÿ ï³äñèëåíî¿ íåïåðåðâíîñò³ îïåðàòîðà âèïëèâàº, ùî A  ïåðå-
òâîðþº áóäü-ÿêó ñëàáêî çá³æíó ïîñë³äîâí³ñòü 0nI I→{ }  (ïðè )n → ∞  ïðî-

ñòîðó IH  ó ïîñë³äîâí³ñòü n n fAI f H= ∈{ } { } , ñèëüíî çá³æíó äî 0 0 ff AI H= ∈  

ó ìåòðèö³ ïðîñòîðó fH , òîáòî 

 0lim 0
fn Hn

f f
→∞

− = . (3) 

 Îö³íèìî âåëè÷èíó 

 
22(1) (1)

0 0 0( ) ( ) 2 , ,
f f f fn n H H nF F H H

I I F f F f f f
α α

σ − σ = − − + − ≤( ) ( )[ ]  

 
22

0 02 ,
f f fn H n H H

F f f f f≤ − + −( ) . (4) 

Íà ï³äñòàâ³ íåð³âíîñò³  

 0 0n nf f f f− ≤ − , 

ð³âíîñò³ (3) òà íåð³âíîñò³ Êîø³ – Áóíÿêîâñüêîãî äëÿ ïåðøîãî äîäàíêà â ïðà-
â³é ÷àñòèí³ íåð³âíîñò³ (4) îäåðæóºìî 

 0 0lim 2 , lim
f f fn H nH Hn n

F f f F f f
→∞ →∞

− ≤ − ≤( )  

 0 0lim lim 0
f f ffn nH H HHn n

F f f F f f
→∞ →∞

≤ − ≤ − → . (5) 

Äëÿ äðóãîãî äîäàíêà â íåð³âíîñò³ (4) íà ï³äñòàâ³ íåð³âíîñò³ Êîø³ – Áóíÿêîâ-
ñüêîãî òà ð³âíîñò³ (3) ìàºìî 

 
22

0 0 0lim lim ( , ) ( , )
f ff fn n n H HH Hn n

f f f f f f
→∞ →∞

− = − =  

 0 0 0 0lim ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
f f f fn n H n H n H H

n
f f f f f f f f

→∞
= − + − ≤  

 0 0 0( , ) ( , )lim f fn n H n H
n

f f f f f f
→∞

− + −≤ ≤)(  

 0 0lim ( ) ( ) 0
f f fn nH H Hn

f f f s f s
→∞

 ≤ + − =  
, (6) 
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îñê³ëüêè (2) (2)
( ) ( )

0,  
G G

n C C
f f  – îáìåæåí³ âåëè÷èíè ÿê íîðìè åëåìåíò³â çá³æ-

íî¿ ïîñë³äîâíîñò³. 
 Îòæå, íà ï³äñòàâ³ íåð³âíîñòåé (4)–(6) îäåðæóºìî, ùî  

 (1) (1)
0lim ( ) lim ( )nF Fn n

I I
α α→∞ →∞

σ = σ , 

òîáòî (1) ( )F I
α

σ  – ñëàáêî íåïåðåðâíèé ôóíêö³îíàë. Îñê³ëüêè çà îçíà÷åííÿì [3] 

ñëàáêî íåïåðåðâíèé ôóíêö³îíàë º ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèì çíèçó òà çâåðõó 

ôóíêö³îíàëîì, òî (1) ( )F I
α

σ  – ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèé çíèçó ôóíêö³îíàë. 

 Ïîêàæåìî, ùî 2(2) ( ) ( , )
II HF H

I I I I I I I
α ∗ ∗ ∗σ = − = − −  – ñëàáêî ï³âíåïåðåðâ-

íèé çíèçó ôóíêö³îíàë. Äèôåðåíö³þþ÷è (2) ( )F I
α

σ  çà Ãàòî, çíàõîäèìî  

 (2) ( , ) 2Re ( , )
IHFD I I I

α ∗σ ψ = − ψ , 

äå ψ  – äîâ³ëüíèé åëåìåíò ïðîñòîðó IH . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî  

 
2(2) (2)( , ) ( , ) 2 0

I
F F H

D I I I D I I I I I
α α

σ − − σ − = − ≥     (7) 

äëÿ äîâ³ëüíèõ ,I I ∈ ω , äå ω  – äåÿêà îïóêëà ìíîæèíà ïðîñòîðó IH , ïðè÷î-

ìó ð³âí³ñòü (7) âèêîíóºòüñÿ ëèøå ïðè I I=  . Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî ôóíê-

ö³îíàë (2) ( )F I
α

σ  º ñòðîãî îïóêëèì ³ çàäîâîëüíÿº óìîâè ëåìè 8.3 ³ òåîðåìè 8.3 

ç [3], çã³äíî ç ÿêèìè â³í º ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèì çíèçó ôóíêö³îíàëîì. 
 Òèì ñàìèì äîâåäåíî, ùî êîæíèé ³ç äîäàíê³â ó âèðàç³ (2) º ñëàáêî ï³â-
íåïåðåðâíèì çíèçó ôóíêö³îíàëîì. Îòæå, ( )F I

α
σ  – ñëàáêî ï³âíåïåðåðâíèé 

çíèçó ôóíêö³îíàë. 
 Ðîçãëÿíåìî 

 2 22lim lim 2Re ( , )
III IHHH HI I

I I I I I I∗ ∗ ∗→∞ →∞
− = − + ≥( )  

 22lim 2
I I I IH H H HI

I I I I∗ ∗→∞
≥ − + = + ∞( ) . 

Îñê³ëüêè îáèäâà äîäàíêè ó ôóíêö³îíàë³ (2) º äîäàòíèìè, òî ç ö³º¿ íåð³âíîñò³ 
âèïëèâàº, ùî lim ( )

HI

F
I

I
α→∞

σ = + ∞ , òîáòî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (³³). 

 Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Ó ïîäàëüøîìó ÷èñåëüíå çíàõîäæåííÿ åêñòðåìàëüíèõ òî÷îê ôóíêö³îíà-
ëà ( )F I

α
σ , äîñë³äæåííÿ ¿õ ê³ëüêîñò³ òà ÿê³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê ´ðóíòóºòüñÿ 

íà ÷èñåëüíîìó ðîçâ’ÿçóâàíí³ é äîñë³äæåíí³ ð³âíÿííÿ, ÿêå îòðèìóºìî ç íå-
îáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà. Äèôåðåíö³þþ÷è ( )F I

α
σ  çà Ãàòî ³ 

ïðèð³âíþþ÷è äî íóëÿ éîãî ãðàä³ºíò, îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ  

 ( ) ( exp ( arg ( )))I I A AI A F i AI∗ ∗
∗α − = − +  (8) 

â³äíîñíî îïòèìàëüíîãî ÀÔÐ ó ïðîñòîð³ IH . 

 Ïîêëàäåìî, ùî ìíîæèíà íóë³â îïåðàòîðà A  ñêëàäàºòüñÿ ëèøå ç íóëüî-
âîãî åëåìåíòà. Ïîä³ÿâøè îïåðàòîðîì A  íà îáèäâ³ ÷àñòèíè ð³âíîñò³ (8) ³ 
âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü (1), îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ  

 ( ) ( exp ( arg ))f f AA f AA F i f∗ ∗
∗α − = − + . (9) 

 ²ç òåîðåìè 1 ³ âëàñòèâîñò³ (³³) ôóíêö³îíàëà ( )F I
α

σ  âèïëèâàº 
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 Íàñë³äîê 1. Îñê³ëüêè ôóíêö³îíàë ( )F I
α

σ  äèôåðåíö³éîâíèé íà IH  çà 

Ãàòî, º çðîñòàþ÷èì ³ çã³äíî ç òåîðåìîþ 1 ìàº õî÷ áè îäíó òî÷êó 
áåçóìîâíîãî ì³í³ìóìó, òî ð³âíÿííÿ (8) ó ïðîñòîð³ IH  ³ ð³âíÿííÿ (9) ó 

ïðîñòîð³ fH  ìàþòü ïðèíàéìí³ ïî îäíîìó ðîçâ'ÿçêó. 

 Äëÿ ð³âíÿíü (8), (9) ñïðàâäæóºòüñÿ 
 Ëåìà 1. Çà óìîâ òåîðåìè 1 ì³æ ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿíü ³ñíóº âçàºìíî îä-

íîçíà÷íà â³äïîâ³äí³ñòü, òîáòî êîæíîìó ðîçâ’ÿçêó I  ð³âíÿííÿ (8) â³ä-

ïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê f AI=   ð³âíÿííÿ (9), ³ íàâïàêè.  

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé I  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (8). Òîä³1  

 ( ) ( exp ( arg ( )))I I A F i AI A AI∗ ∗
∗α − − + ≡ θ   .  

Ïîä³ÿâøè íà öþ ð³âí³ñòü ë³í³éíèì îïåðàòîðîì A , îäåðæóºìî  

 ( ) ( exp ( arg ( )))AI AI AA F i AI AA AI∗ ∗
∗α − − + ≡ θ   . 

Îñê³ëüêè îïåðàòîð A  ä³º ç ïðîñòîðó 2 ( )IH L V=  ó ïðîñò³ð 2( )fH L G= , à 

ìíîæèíà éîãî íóë³â çà ïðèïóùåííÿì ñêëàäàºòüñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî åëå-

ìåíòà θ , òî ç îñòàííüî¿ ð³âíîñò³ âèïëèâàº, ùî ff AI H= ∈   º ðîçâ’ÿçêîì 

ð³âíÿííÿ (9). 

 Íàâïàêè, íåõàé ff H∈  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (9). Îñê³ëüêè ñïðÿæåíèé 

îïåðàòîð A∗  ä³º ç³ ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó 2( )fH L G∗ ∗=  ó ñïðÿæåíèé ïðîñò³ð 

2( )IH L V∗ ∗= , à ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð 2L∗  ñï³âïàäàº ç ïðîñòîðîì 2L  (äèâ. [6, 

ñ. 191]), òî çâ³äñè âèïëèâàº, ùî A∗  ä³º ç ïðîñòîðó 2( )fH L G=  ó ïðîñò³ð 

2 ( )IH L V= .  

 Òîòîæí³ñòü, ó ÿêó ïåðåòâîðþºòüñÿ ð³âíÿííÿ (9) íà ðîçâ’ÿçêó f , çàïè-
øåìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ( exp ( arg ) ))f f A A F i f f∗
∗α − ≡ −   . (10) 

²ç òîãî, ùî F  ³ f  – ³íòå´ðîâí³ ç êâàäðàòîì ôóíêö³¿, âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ 

argei f
fF f H− ∈

 ( )  º òàêîæ ³íòå´ðîâíîþ ç êâàäðàòîì íà îáëàñò³ G . Âíàñë³-

äîê öüîãî ó ïðîñòîð³ IH  ³ñíóº åëåìåíò I I I∗∆ = −  , ÿêèé º ðåçóëüòàòîì ä³¿ 

ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà A∗  íà ôóíêö³þ exp ( arg )F i f f−  . Îòæå, ïðàâà ÷àñ-

òèíà òîòîæíîñò³ (10) º ðåçóëüòàòîì ä³¿ îïåðàòîðà A  íà åëåìåíò I∆  . Íà ï³ä-
ñòàâ³ öüîãî ë³âó ÷àñòèíó òîòîæíîñò³ (10) ïîäàìî òàêîæ ÿê ðåçóëüòàò ä³¿ îïå-

ðàòîðà A  íà åëåìåíò I∆  :  

 ( ) ( )f AI AI f f∗ ∗α∆ = α − = α −  . (11) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è (11) ó (10), îäåðæóºìî 

 ( ) ( exp ( arg ( )) )A I I A F i AI AI∗
∗α − − − ≡ θ  [ ]( ) . (12) 

Îñê³ëüêè ìíîæèíà íóë³â îïåðàòîðà A  ñêëàäàºòüñÿ ëèøå ç íóëüîâîãî åëå-
ìåíòà, òî ç (12) âèïëèâàº òîòîæí³ñòü 

 ( ) ( exp ( arg ( )))I I A AI A F i AI∗ ∗
∗α − ≡ − +   , 

òîáòî I  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (8).  
 Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
                                           
1
 Ðîçóì³ºòüñÿ, ùî öÿ òîòîæí³ñòü âèêîíóºòüñÿ çà àðãóìåíòîì ôóíêö³¿ I . 
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 Òèì ñàìèì âñòàíîâëåíî âçàºìíî îäíîçíà÷íó â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ ðîçâ’ÿç-
êàìè ð³âíÿíü (8) òà (9). Ïðè öüîìó çà ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (8) ðîçâ’ÿçêè 

ð³âíÿííÿ (9) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê f AI=  . Íàâïàêè, çà ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (9) 
ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (8) âèçíà÷àþòüñÿ çà ð³âí³ñòþ  

 1 ( exp ( arg ))I I A f A F i f∗ ∗
∗= − −

α
  ( ) . (13) 

Îòæå, íà ï³äñòàâ³ âëàñòèâîñòåé ðîçâ’ÿçê³â îäíîãî ç ð³âíÿíü âëàñòèâîñò³ ðîç-
â’ÿçê³â äðóãîãî ð³âíÿííÿ âèçíà÷àþòüñÿ çà â³äîìèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè. ²ç 

ð³âíîñò³ (13) âèïëèâàº, ùî íà ðîçâ’ÿçêàõ I  ³ f AI=   â³äïîâ³äíî ð³âíÿíü (8) ³ 

(9) ôóíêö³îíàë ( )F I
α

σ  íàáóâàº îäíîãî é òîãî æ çíà÷åííÿ, òîáòî ð³âíÿííÿ (8), 

(9) º åêâ³âàëåíòíèìè â³äíîñíî ôóíêö³îíàëà ( )F I
α

σ . 

 3. ×èñåëüíå ðîçâ’ÿçóâàííÿ îñíîâíèõ ð³âíÿíü ñèíòåçó. Â îñíîâó ïîáó-
äîâè ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ îïåðàòîðíèõ ð³âíÿíü 
(8), (9) ïîêëàäåìî íåÿâíó ñõåìó ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Ó çàãàëü-
íîìó âèïàäêó ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ð³âíÿííÿ (8) ìàº âè-
ãëÿä 

 1 1
1( ) ( exp ( arg ( ))) ,   0,1,2,n nE A A I A F i AI I n− ∗ − ∗

+ ∗+ α = α + =  , (14) 

äå E  − òîòîæíèé îïåðàòîð, ùî ä³º ó ïðîñòîð³ 2 ( )IH L V= . 
 Àíàëîã³÷íî¿ äî (14) ôîðìè íàáóâàº íåÿâíà ñõåìà ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó 
äëÿ ð³âíÿííÿ (9) â³äíîñíî ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ f : 

 1 1
1( ) ( exp ( arg ( ))) ,   0,1,2,n nE AA f AA F i f f n− ∗ − ∗

+ ∗+ α = α + =  . (15) 

 Íåÿâí³ ñõåìè (14), (15) õàðàêòåðí³ òèì, ùî íà êîæíîìó êðîö³ ³òåðàö³¿ 
ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ë³í³éíå îïåðàòîðíå ð³âíÿííÿ òèïó 

 x Ux y= +  (16) 

ó áàíàõîâîìó ïðîñòîð³ X , äå U  – ë³í³éíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð. Çã³äíî ç 
[6] äëÿ òîãî ùîá ð³âíÿííÿ (16) ìàëî ðîçâ’ÿçîê ïðè äîâ³ëüíîìó y X∈ , íåîá-

õ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá îäíîð³äíå ð³âíÿííÿ x Ux=  ìàëî ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê 
(î÷åâèäíî, 0x = ). Ïîêàæåìî, ùî ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ (14), (15) çàäîâîëüíÿþòü 

öþ óìîâó. Ëåãêî âïåâíèòèñÿ, ùî îïåðàòîðè A A∗  ³ AA∗  º ñàìîñïðÿæåíèìè ³ 
äîäàòíî íàï³ââèçíà÷åíèìè. Ä³éñíî,  

 2( , ) ( , ) ( , ) 0
I f IfH H HHA AI I AI AI AI I A AI∗ ∗= = = ≥  

äëÿ áóäü-ÿêîãî II H∈  ³ 

 ( , ) ( , ) ( , ) 0
f I fH H HAA f f A f A f f AA I∗ ∗ ∗ ∗= = ≥  

äëÿ áóäü-ÿêîãî ff H∈ . Îñê³ëüêè A  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òî 

A A∗  ³ AA∗  º òàêîæ ö³ëêîì íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðàìè [7], ÿê³ ä³þòü ó áà-

íàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî âëàñí³ çíà÷åííÿ îïåðàòîð³â A A∗  

òà AA∗  º ä³éñíèìè é íåâ³ä’ºìíèìè. Îòæå, â³äïîâ³äí³ (8), (9) îäíîð³äí³ îïåðà-
òîðí³ ð³âíÿííÿ  

 1 1 1 1,       n n n nI A AI f AA f∗ ∗
+ + + +− α = − α = ,  (17) 

ìàþòü ëèøå òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Çâ³äñè âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðîç-
â’ÿçê³â ð³âíÿíü (14), (15) ó ïðîñòîðàõ IH  ³ fH  â³äïîâ³äíî2. Ó öüîìó âèïàäêó 

                                           
  2 Ïðèì³òêà 1. Çîêðåìà, ÿêùî (14), (15) º ³íòå´ðàëüíèìè ð³âíÿííÿìè äðóãîãî ðîäó ç³ 
ñèìåòðè÷íèìè ôðåäãîëüì³âñüêèìè ÿäðàìè, à ÷èñëî α−  íå º âëàñíèì çíà÷åííÿì â³ä-
ïîâ³äíèõ îäíîð³äíèõ ³íòå´ðàëüíèõ ð³âíÿíü, òî ð³âíÿííÿ (14), (15) ïðè äîâ³ëüíèõ ïðà-
âèõ ÷àñòèíàõ (ùî íàëåæàòü äî ïðîñòîð³â IH  ³ fH  â³äïîâ³äíî) ìàþòü ïî îäíîìó é 

ò³ëüêè ïî îäíîìó ðîçâ’ÿçêó [7]. 
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ïðè 0 < α < ∞  ³ñíóº îáåðíåíèé îïåðàòîð 1 1( )E A A− ∗ −+ α , ïðè÷îìó [9]  

 1 1( ) 1
I

E A A
H

− ∗ −+ α ≤ . 

 Ðîçãëÿíåìî íåîáõ³äíèé íàäàë³ äîïîì³æíèé ôóíêö³îíàë 

 2( ) 2Re exp ( arg ),
n ffF n HHI F F i f AI

α
σ = − +( )  

 22

f IH H
AI I I∗+ + α − , 

äå arg nf  − çàäàíà ôóíêö³ÿ, ÿêó îòðèìóºìî íà n -ìó êðîö³ ³òåðàö³éíîãî 

ïðîöåñó (14). Äëÿ ôóíêö³îíàëà ( )
nF I

α
σ  ñïðàâäæóºòüñÿ  

 Ëåìà 2. Çà óìîâ òåîðåìè 1 ïðè 0 < α < ∞  ôóíêö³îíàë ( )
nF I

α
σ  íà ïðî-

ñòîð³ 2 ( )IH L V=  ìàº ºäèíó òî÷êó ì³í³ìóìó, ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ë³í³éíîãî 
îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ 

 ( ) ( exp ( arg ))nI I A AI A F i f∗ ∗
∗α − = − + . (18) 

 Çàçíà÷èìî, ùî ð³âíÿííÿ (18) îäåðæàíî ç íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó 

ôóíêö³îíàëà: grad ( ) 0
nF I

α
σ = . Îñê³ëüêè 2 ( )IH L V=  º ðåôëåêñèâíèì áàíàõî-

âèì ïðîñòîðîì, òî äëÿ ä î â å ä å í í ÿ  ëåìè, ÿê ³ ïðè äîâåäåíí³ òåîðå-
ìè 1, äîñòàòíüî äîâåñòè âèêîíàííÿ óìîâ (³), (³³). ◊ 

 ²ç ëåìè 2 âèïëèâàº, ùî ó ïðîñòîð³ IH  ³ñíóº òî÷êà ( )nI , íà ÿê³é ôóíêö³-

îíàë 
nFα

σ  íàáóâàº ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ç îãëÿäó íà óìîâó (³³) ( )nI  º âíóò-

ð³øíüîþ òî÷êîþ äåÿêî¿ ñëàáêî çàìêíåíî¿ îïóêëî¿ ìíîæèíè IHω ∈ . Çâ³äñè 

âèïëèâàº âèêîíàííÿ óìîâè ( )grad ( ) 0
n

n
F I

α
σ = . ßê óæå éøëîñÿ, ð³âíÿííÿ 

(17) ïðè 0 < α < +∞  ìàþòü ëèøå òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Çâ³äñè âèïëèâàº 

³ñíóâàííÿ ³ ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (18), ÿêùî ( exp ( arg ))n IA F i f H∗ ∈ . 

 Çàïèøåìî åêâ³âàëåíòíó ñõåìó ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (14) ó âèãëÿä³ 

 1 1 1
1 ( ) ( exp ( arg ( )))n nI E A A A F i AI I− ∗ − − ∗

+ ∗= + α α +[ ] , 
 0,1,2,n =  , (19) 
à ð³âíÿííÿ (18) çàïèøåìî òàê: 

 1 1 1( ) ( exp ( arg( )))nE A A I A F i AI I− ∗ − − ∗
∗+ α = α + . 

Îñê³ëüêè ³ñíóº îïåðàòîð 1 1( )E A A− ∗ −+ α , òî äëÿ äîâ³ëüíî¿ ôóíêö³¿ arg nf  òà-

êî¿, ùî ( exp ( arg ))n IA F i f H∗ ∈ , ºäèíèì ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (18) º ôóíêö³ÿ 

 ( ) 1 1 1( ) ( exp ( arg ))n
nI E A A A F i f I− ∗ − − ∗

∗= + α α + [ ] , 

íà ÿê³é ôóíêö³îíàë ( )
nF I

α
σ  íàáóâàº ì³í³ìàëüíîãî çíà÷åííÿ. Ç ö³º¿ ð³âíîñò³ ³ 

ð³âíîñò³ (19) âèïëèâàº, ùî ( )
1

n
nI I += , à òàêîæ íåð³âí³ñòü 1( ) ( )

n nF n FI I
α α+σ ≤ σ , 

ÿêà âèêîíóºòüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî II H∈ , ó òîìó ÷èñë³ é äëÿ nI I= : 

 1( ) ( )
n nF n F nI I

α α+σ ≤ σ . 

 Äëÿ ïîñë³äîâíîñò³ nI{ } , ÿêà îäåðæóºòüñÿ â ðåçóëüòàò³ ³òåðàö³éíîãî ïðî-

öåñó (19), ñïðàâäæóºòüñÿ 
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 Òåîðåìà 2. Íåõàé 2 2: ( ) ( )A L V L G→  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, 

F  – ³íòå´ðîâíà ç êâàäðàòîì ä³éñíà íåâ³ä’ºìíà íà G  ôóíêö³ÿ ³ ïðè 

0 < α < ∞  ³ñíóº îáåðíåíèé îïåðàòîð 1 1( )E A A− ∗ −+ α , êð³ì òîãî, ðîçì³ð-
í³ñòü ïðîñòîðó íóë³â ( ) 0N A = . 

 Òîä³ ïîñë³äîâí³ñòü nI{ } , ùî ´åíåðóºòüñÿ ³òåðàö³éíèì ïðîöåñîì (19), º 

ðåëàêñàö³éíîþ äëÿ ôóíêö³îíàëà ( )F I
α

σ  ³ ì³í³ì³çóþ÷îþ äëÿ ôóíêö³îíàëà 

 grad ( ) (exp ( arg ))
II

F HH
I A F i AI A AI I I

α

∗ ∗
∗σ = − − α + α  

íà ïðîñòîð³ IH .  
 Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 2 ïðîâîäèòüñÿ àíà-
ëîã³÷íî, ÿê ó [10], òîìó òóò âîíî îïóùåíî. ◊ 
 Ïîçíà÷èìî îïåðàòîð, ùî ì³ñòèòüñÿ ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ð³âíîñò³ (19), ÷å-
ðåç ( )D I : 

 1 1 1( ) ( ) ( exp ( arg ( )))D I E A A A F i AI I− ∗ − − ∗
∗= + α α +[ ] . 

Äëÿ îïåðàòîðà ( )D I  ñïðàâäæóºòüñÿ 

 Ëåìà 3. Íåõàé : I fA H H→  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. Òîä³ îïå-

ðàòîð ( )D I  º êîìïàêòíèì ³ ïåðåâîäèòü áóäü-ÿêó îáìåæåíó ìíîæèíó  

:
Ir HU I I r= ≤{ }  ó ñâîþ â³äíîñíî êîìïàêòíó ÷àñòèíó ïðè r =  

1

f IH H
A F I− ∗

∗= α + . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè A  − ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òî A∗  

òàêîæ º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì [7]. ×åðåç òå ùî 1 1( )E A A− ∗ −+ α  − 

ë³í³éíèé îïåðàòîð ³ 1 1( ) 1E A A− ∗ −+ α ≤ , òî 1 1( )E A A A− ∗ − ∗+ α  − ö³ëêîì íåïå-

ðåðâíèé îïåðàòîð ÿê ñóïåðïîçèö³ÿ îáìåæåíîãî é ö³ëêîì íåïåðåðâíîãî îïå-
ðàòîð³â. Îòæå, äëÿ äîâåäåííÿ ëåìè äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ( )IΦ =  

exp ( arg ( ))F i AI=  − îáìåæåíèé íà IH  îïåðàòîð. Ä³éñíî,  

 ( ) exp ( arg ( ))
fHI F i AI FΦ = ≤ . 

Òîä³ íà ï³äñòàâ³ óìîâ ëåìè îòðèìóºìî 

 1 1 1( ) ( ) ( exp ( arg ( )))
IHD I E A A A F i AI I− ∗ − − ∗

∗= + α α + ≤  

 1

fHA F I− ∗
∗≤ α + , 

òîáòî 
 ( )r rD U U⊂ . (20) 

 Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîð D  ïåðåâîäèòü îáìåæåíó ìíîæèíó rU  ó ñâîþ 
â³äíîñíî êîìïàêòíó ÷àñòèíó, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç ω . Ïðèºäíóþ÷è âñ³ ¿¿ 
ãðàíè÷í³ òî÷êè äî ω , îòðèìóºìî êîìïàêòíó ìíîæèíó ω  ç ðàä³óñîì. 
 Îñê³ëüêè ð³âíÿííÿ (8) ìàº ïðèíàéìí³ îäèí ðîçâ’ÿçîê, ÿêèé º íåðóõîìîþ 
òî÷êîþ îïåðàòîðà D , òî ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (20) âèïëèâàº, ùî âñ³ íåðóõîì³ 
òî÷êè îïåðàòîðà D  íàëåæàòü ìíîæèí³ rUω ⊂ . ßêùî ïî÷àòêîâå íàáëè-

æåííÿ 0 rI U∈ , òî 0 rI Uω ⊂  − êîìïàêòíà ìíîæèíà [8]. Îòæå, ïîñë³äîâ-

í³ñòü nI{ }  íàëåæèòü êîìïàêòí³é ìíîæèí³. Íà ï³äñòàâ³ öüîãî ç ïîñë³äîâíîñò³ 

nI{ }  ìîæíà âèä³ëèòè ôóíäàìåíòàëüíó ï³äïîñë³äîâí³ñòü 
knI{ } , ÿêà çá³ãà-

ºòüñÿ äî äåÿêî¿ òî÷êè rI U∈ ω ⊂ . ßêùî grad ( )Iασ  º íåïåðåðâíèì îïåðàòî-
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ðîì ó äåÿêîìó îêîë³ òî÷êè I , òî  

 lim grad ( ) grad lim
k kIk k I

F n F nHn n H

I I
α α→∞ →∞

 σ = σ = 
 

 

 grad ( ) 0
I

F H
I

α
= σ = . 

Â³äïîâ³äíî  

 grad ( ) 0F I
α

σ = , 

òîáòî rI U∈  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (8). Çàëåæíî â³ä âèáîðó ïî÷àòêîâîãî 
íàáëèæåííÿ ïîñë³äîâí³ íàáëèæåííÿ ìîæóòü çá³ãàòèñÿ äî ðîçâ’ÿçê³â ð³çíèõ 
òèï³â [8]. Òàêèì ÷èíîì, ïîêàçàíî, ùî ñïðàâäæóºòüñÿ 
 Íàñë³äîê 2. ßêùî grad ( )Iασ  º íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì ó äåÿêîìó 

îêîë³ IU H⊂  òî÷êè I , òî ç òåîðåìè 1 ³ ëåìè 3 âèïëèâàº, ùî ï³äïîñë³äîâ-

í³ñòü 
knI{ }  çá³ãàºòüñÿ äî äåÿêîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (8) çà íîðìîþ ïðî-

ñòîðó IH , ÿêùî 0I U∈  . 

 4. Ñèíòåç ë³í³éíî¿ àíòåíè. Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî 
ï³äõîäó äî ñèíòåçó ë³í³éíî¿ àíòåíè. Ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ ë³í³éíî¿ àíòåíè 
äîâæèíè 2a , ÿêà íàïðÿìëåíà âçäîâæ îñ³ OZ , ïîäàºòüñÿ ôîðìóëîþ [1] 

 
 1

1

( ) ( )
2

iczscf s AI I z e dz
−

= ≡
π ∫ , 

äå sin /sins = ϑ α  − óçàãàëüíåíà êóòîâà êîîðäèíàòà; sinc ka= α  – ô³çè÷íèé 

ïàðàìåòð, ó ÿêîìó 2 /k = π λ  – õâèëüîâå ÷èñëî, 2α  – âåëè÷èíà êóòà, äå çà-

äàíî â³äì³ííó â³ä òîòîæíîãî íóëÿ íåîáõ³äíó àìïë³òóäíó ä³àãðàìó ( )F s . ²ç 
ô³çè÷íèõ ì³ðêóâàíü ïîêëàäàºìî, ùî ( )F s  – íåïåðåðâíà ôóíêö³ÿ ïðè 

1,1s ∈ −[ ] .  
 Ïðèéìàºìî, ùî 2 1,1IH L= −[ ] , 2 1,1fH L= −[ ] , à ñêàëÿðí³ äîáóòêè ³ 

íîðìè ó öèõ ïðîñòîðàõ îçíà÷èìî òàê: 

 
1

1/2
1 2 1 2

1

( , ) ( ) ( ) ,          ( , )
I IIH HHI I I s I s ds I I I

−

= =∫ , 

 
1

1/2
1 2 1 2

1

( , ) ( ) ( ) ,          ( , )
f ffH HHf f f s f s ds f f f

−

= =∫ . 

Îïåðàòîð : I fA H H→ , ÿêèé âèçíà÷àº ÄÍ àíòåíè, º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì ÿê 

³íòå´ðàëüíèé îïåðàòîð ç íåïåðåðâíèì ÿäðîì [6]. Ïîêëàäåìî, ùî áàçîâèé 

ÀÔÐ ñòðóìó â àíòåí³ çàäàíî ôóíêö³ºþ ( )I z∗ . Ñïðÿæåíèé îïåðàòîð A∗  

âèçíà÷àºìî íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñò³ ( , ) ( , )
f IH Hf AI A f I∗= : 

 
1

1

( )
2

iczscA f f s e ds∗ −

−

=
π ∫ . 

 Áåðó÷è äî óâàãè ââåäåí³ îçíà÷åííÿ îïåðàòîð³â A , A∗  òà ïðîñòîð³â IH , 

fH , îäåðæóºìî ðîçãîðíóòó ôîðìó ôóíêö³îíàëà (2): 

 
1 1

22

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )F I F s f s ds I z I z dz
α ∗

− −

σ = − + α −∫ ∫[ ] . 
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Ð³âíÿííÿ (8) â³äíîñíî îïòèìàëüíîãî ÀÔÐ ñòðóì³â â àíòåí³ íàáóâàº âèãëÿäó 

 
1

1

sin ( )
( ( ) ( )) ( )

( )

c z z
I z I z I z dz

z z∗
−

′− ′ ′α − = − +′π −∫
( )

 

 
1 1

1 1

( ) exp arg ( ) exp ( )
2 2
c cF s i I z icz s dz czs ds

− −

  ′ ′ ′+ −  π π  ∫ ∫ , (21) 

à ð³âíÿííÿ (9) â³äíîñíî ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ ìàº ôîðìó 

 
1 1

arg ( )

1 1

( ( ) ( )) ( , , ) ( ) ( ) ( , , ) i f sf s f s s s c f s ds F s s s c e ds
′

∗
− −

′ ′ ′ ′ ′ ′α − = − +∫ ∫K K , (22) 

äå ( , , ) sin ( ) ( )s s c c s s s s′ ′ ′= − π −K ( ) ( )/ . 

 Çà ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿííÿ (22) îïòèìàëüíèé ÀÔÐ ñòðóì³â â àíòåí³ âè-
çíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ 

 
1

1

1

( ) ( ) ( ) ( ) exp (arg ( ) )
2
cI z I z F s f s i f s czs ds−

∗
−

= + α − −
π ∫ [ ][ ] . 

 Ïðè ÷èñëîâîìó ðîçâ’ÿçóâàíí³ ³íòå´ðàëüíèõ ð³âíÿíü (21), (22) ìîæíà âè-
êîðèñòîâóâàòè, çîêðåìà, ìåòîä ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð. 
 Ðîçãëÿíåìî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè ñèí-
òåçó äâîõ çàäàíèõ àìïë³òóäíèõ ÄÍ. Íà 
ðèñ. 1 íàâåäåíî çàäàíó ÄÍ ( )F s =  

cos ( /2)s= π  (øòðèõîâà ë³í³ÿ) òà àìïë³-
òóäè ñèíòåçîâàíèõ ÄÍ ïðè çíà÷åííÿõ 
ïàðàìåòðà     0.001, 0.005, 0.01, 0.1, 0.5α = . 
Àìïë³òóäíî-ôàçîâ³ ðîçïîä³ëè ñòðóì³â ó 
àíòåí³, ùî ñòâîðþþòü ö³ ÄÍ, íàâåäåíî 
íà ðèñ. 2. ²ç àíàë³çó ðèñ. 1 âèïëèâàº, ùî 
ç³ çìåíøåííÿì ïàðàìåòðà α  çðîñòàº 
ñòóï³íü íàáëèæåííÿ ìîäóë³â çàäàíî¿ é 
ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ ó ìåæàõ â³äð³çêà 
[ 1,1]− . Ïðè öüîìó çðîñòàº ð³âåíü áîêîâèõ ïåëþñòîê. Íàâïàêè, ïðè çá³ëüøåí-
í³ α  ïîã³ðøóºòüñÿ íàáëèæåííÿ ìîäóë³â çàäàíî¿ é ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ ó ìåæàõ 
â³äð³çêà [ 1,1]− , âîäíî÷àñ ñïàäàº ð³âåíü áîêîâèõ ïåëþñòîê. Öÿ çàêîíîì³ð-
í³ñòü äàº çìîãó øëÿõîì ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â âèáèðàòè ó ôóíêö³îíàë³ (2) 
òàêå çíà÷åííÿ âàãîâîãî ïàðàìåòðà α , ïðè ÿêîìó ðåçóëüòàò ñèíòåçó çàäî-
âîëüíÿº ïîòðåáè ïðàêòèêè. Ð³çíèöþ ì³æ áàçîâèì ³ ñèíòåçîâàíèìè ÀÔÐ 
ñòðóì³â â àíòåí³ íàâåäåíî íà ðèñ. 3. Óðàõîâóþ÷è ð³âåíü áîêîâèõ ïåëþñòîê, 
ââàæàºìî, ùî ïðèéíÿòíèìè äëÿ ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³çàö³¿ º ðîçâ’ÿçêè, ùî 
â³äïîâ³äàþòü çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà 0.5α =  àáî 0.1α = . 
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 Рис. 2 Рис. 3 
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 Íà ðèñ. 4, 5 íàâåäåíî àíàëîã³÷í³ äî ïîïåðåäíüîãî ðåçóëüòàòè ñèíòåçó 
çàäàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ÄÍ êîñåêàíñíîãî òèïó 

 
10 10, [ 1, 0.9],

( ) 1, ( 0.9, 0.8),
1/ 1.8, [ 0.8, 1].

s s
F s s

s s

+ ∈ − −= ∈ − −
 + ∈ −

  

Ïðèéíÿòíèì äëÿ ïðàêòèêè º ðîçâ’ÿçîê, ùî â³äïîâ³äàº 0.1α = . 
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 Рис. 4 Рис. 5 

5. Âèñíîâêè. ²ç àíàë³çó ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â âèïëèâàº, ùî ðåçóëü-
òàòè ñèíòåçó ñóòòºâî çàëåæàòü â³ä âåëè÷èíè âàãîâîãî ïàðàìåòðà α , ÿêèì 
ðåãóëþºòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ ïåðøèì ³ äðóãèì äîäàíêàìè ôóíêö³îíà-
ëà (2). Çàãàëüí³ ï³äõîäè äëÿ âèáîðó îïòèìàëüíîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðå-
ãóëÿðèçàö³¿ äëÿ íåë³í³éíèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ ó ë³òåðàòóð³ â³äñóòí³. Òîìó 
ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó ñèíòåçó äëÿ äåÿêî¿ ïîñë³äîâíîñò³ çíà÷åíü ïàðàìåòðà α  
³ âèáèðàºìî òîé ³ç ðîçâ’ÿçê³â, ïàðàìåòðè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü ïðàêòè÷í³ 
ïîòðåáè. 

Îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ñèíòåçó (8), (9) º íåë³í³éíèìè îïåðàòîðíèìè ð³âíÿí-
íÿìè òèïó Ãàììåðøòåéíà ³ ìàþòü íåºäèíèé ðîçâ’ÿçîê. Äîñë³äæåííÿ ãàëó-
æåííÿ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ ñèíòåçó ë³í³éíî¿ àíòåíè ïðè ( ) 0I z∗ ≡  íàâåäåíî, íà-
ïðèêëàä, ó [9]. Ïèòàííÿ ê³ëüêîñò³ ³ñíóþ÷èõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ çàäà÷ òàêîãî êëà-
ñó ïîòðåáóº îêðåìèõ äîñë³äæåíü äëÿ êîæíîãî òèïó âèïðîì³íþþ÷î¿ ñèñòåìè 
çîêðåìà. 

Âàð³àö³éíà çàäà÷à (2) äîïóñêàº óçàãàëüíåííÿ, ÿêå ïîëÿãàº ó ââåäåíí³ ó 
ôóíêö³îíàë â³äïîâ³äíèõ âàãîâèõ ôóíêö³é, ÿê³ äàþòü çìîãó ïî-ð³çíîìó ðåãó-
ëþâàòè ñòóï³íü íàáëèæåííÿ ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ äî çàäàíî¿ ó ð³çíèõ êóòîâèõ 
íàïðÿìêàõ. 

Îñíîâí³ ð³âíÿííÿ ñèíòåçó îäåðæàíî íà çàãàëüíîìó (îïåðàòîðíîìó) ð³â-
í³, òîìó çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä ëåãêî ïîøèðþºòüñÿ íà ñèíòåç ð³çíèõ òèï³â 
âèïðîì³íþþ÷èõ ñèñòåì, ó òîìó ÷èñë³ é íà ñèíòåç àíòåííèõ ðåø³òîê ïðè 
óðàõóâàíí³ âçàºìíîãî âïëèâó âèïðîì³íþâà÷³â. 
 
 1. Àíäðèé÷óê Ì. È., Âîéòîâè÷ Í. Í., Ñàâåíêî Ï. À., Òêà÷óê Â. Ï. Ñèíòåç àíòåíí 

ïî àìïëèòóäíîé äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè. ×èñëåííûå ìåòîäû è àëãîðèòìû. – 
Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1993. – 256 ñ. 

 2. Áàõðàõ Ë. Ä., Êðåìåíåöêèé Ñ. Ä. Ñèíòåç èçëó÷àþùèõ ñèñòåì (òåîðèÿ è ìåòîäû 
ðàñ÷åòà). – Ìîñêâà: Ñîâ. ðàäèî, 1974. – 232 ñ. 

 3. Âàéíáåðã Ì. Ì. Âàðèàöèîííûé ìåòîä è ìåòîä ìîíîòîííûõ îïåðàòîðîâ â òåîðèè 
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1972. – 416 ñ. 

 4. Âàéíáåðã Ì. Ì. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. – Ìîñêâà: Ïðîñâåùåíèå, 1979. – 128 ñ. 
 5. Äìèòðèåâ Â. È., Èëüèíñêèé À. Ñ., Ñâåøíèêîâ À. Ã. Ðàçâèòèå ìàòåìàòè÷åñêèõ 

ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ çàäà÷ ýëåêòðîäèíàìèêè // Óñïåõè 
ìàò. íàóê. – 1976. – 31, ¹ 6. – Ñ. 123–141. 

 6. Êàíòîðîâè÷ Ë. Â., Àêèëîâ Ã. Ï. Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç. – Ìîñêâà: Íàóêà, 
1977. – 741 ñ. 

 7. Êîëìîãîðîâ À. Í., Ôîìèí Ñ. Â. Ýëåìåíòû òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî 
àíàëèçà. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1968. – 496 ñ. 



81 

 8. Êðàñíîñåëüñêèé Ì. À., Âàéíèêêî Ã. Ì., Çàáðåéêî Ï. Ï., Ðóòèöêèé ß. Ï., Ñòå-
öåíêî Â. ß.  Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé. – Ìîñêâà: Íàóêà, 
1969. – 456 ñ. 

 9. Ñàâåíêî Ï. Î. Íåë³í³éí³ çàäà÷³ ñèíòåçó âèïðîì³íþþ÷èõ ñèñòåì (òåîð³ÿ ³ ìåòîäè 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ). – Ëüâ³â: ²ÏÏÌÌ ÍÀÍ Óêðà¿íè, 2002. – 320 ñ. 

 10. Ñàâåíêî Ï. Î. Ïðî çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó â íåë³í³éíèõ çàäà÷àõ ñèíòåçó 
âèïðîì³íþþ÷èõ ñèñòåì ïðè çàñòîñóâàíí³ çãëàäæóþ÷èõ ôóíêö³îíàë³â // Ìàò. 
ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2000. – 43, ¹ 2. – Ñ. 105–111. 

 11. Duan D.-W., Rahmat-Samii Ya. A generalized diffraction synthesis technique for 
high performance reflector antennas // IEEE Trans. Antennas and Propag. – 1995. 
– 43, No. 1. – P. 27–40. 

 12. Marhefka R. J., Pelton E. I., Burnside W. D. An iterative approach for computing 
an antenna aperture distribution from given radiation pattern data // Int. Symp. 
Dig.: Anten. and Propag., Seattle, Wash., 1979. – New York, 1979. – Vol. 1. – 
P. 50–53. 

 
СИНТЕЗ ИЗЛУЧАЮЩИХ СИСТЕМ ПО ЗАДАННОЙ  
АМПЛИТУДНОЙ ДИАГРАММЕ НАПРАВЛЕННОСТИ ПРИ НАЛИЧИИ 
ОГРАНИЧЕНИЙ НА ИСТОЧНИКИ ИЗЛУЧЕНИЯ 
 
Ðàçâèâàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ îäíîãî êëàññà íåëèíåéíûõ çàäà÷ ñèíòåçà èçëó÷àþùèõ 
ñèñòåì ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà èñòî÷íèêè èçëó÷åíèÿ. Íà îáùåì (îïåðàòîð-
íîì) óðîâíå ñôîðìóëèðîâàíû âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè çàäà÷, ïîëó÷åíû îñíîâíûå 
óðàâíåíèÿ  ñèíòåçà, äîêàçàíà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé. Ïîñòðîåí è îáîñ-
íîâàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé. Ïðèìåíåíèå 
ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà èëëþñòðèðóåòñÿ íà çàäà÷å ñèíòåçà ëèíåéíîé àíòåííû ïî 
çàäàííîé àìïëèòóäíîé äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè. 
 
SYNTHESIS OF RADIATING SYSTEM ACCORDING 
TO PRESCRIBED AMPLITUDE DIRECTIVITY PATTERN IN THE PRESENCE 
OF LIMITATIONS ON IRRADIATING SOURCES 
 
The method for solving one class of non-linear synthesis problems of radiating systems 
in the presence of limitations on the radiating sources is developed. The variational 
formulation of problems on the general (operational) level is given, the basic synthesis 
equations are obtained and the theorem of solutions’ existence is proved. The iterative 
process for finding the numerical solutions is constructed and justified. The use of 
suggested method is illustrated on the synthesis problem of linear antenna according to 
the prescribed amplitude directivity pattern. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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