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ІТЕРАЦІЙНИЙ МЕТОД ПОЧЕРГОВИХ  
НАБЛИЖЕНЬ ДО ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ НЕЛІНІЙНИХ 
СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ  
 

Çàïðîïîíîâàíî òà îá´ðóíòîâàíî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ ïðîñòîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ íåë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³. Âèä³ëåíî êëàñ íåë³í³éíèõ 
ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, äëÿ ÿêèõ çàïðîïîíîâàíèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà âëàñ-
íèì çíà÷åííÿì çàáåçïå÷óº ïî÷åðãîâ³ äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ äî ïðîñòîãî 
âëàñíîãî çíà÷åííÿ, òà êëàñ çàäà÷, äëÿ ÿêîãî öåé ñàìèé ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ äàº 
ëèøå îäíîñòîðîíí³ ìîíîòîíí³ íàáëèæåííÿ. 

 
 Îäèí ³ç ï³äõîä³â, ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ àëãåáðà¿÷-

íî¿ çàäà÷³ íà âëàñí³ çíà÷åííÿ â n  [15], ïîëÿãàº ó çâåäåíí³ ñïåêòðàëüíî¿ 
ïðîáëåìè äî íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè 1n +  ð³âíÿíü ç 1n +  íåâ³äîìèìè çà äîïî-
ìîãîþ óìîâè íîðìóâàííÿ âëàñíîãî âåêòîðà, ÿêó ðîçâ’ÿçóþòü ç âèêîðèñòàí-
íÿì áóäü-ÿêîãî â³äîìîãî ìåòîäó, íàïðèêëàä, îïåðàòîðíîãî ìåòîäó Íüþòî-
íà [8]. Òàêèé ï³äõ³ä ùå íàçèâàþòü ìåòîäîì äîïîâíåíîãî âåêòîðà [1], îñê³ëü-
êè ó öüîìó âèïàäêó ìåòîä Íüþòîíà çàñòîñîâóþòü äî «ðîçøèðåíîãî» âåêòî-

ðà íåâ³äîìèõ â 1n+ . 
 Öþ ³äåþ âèêîðèñòàíî äëÿ ïîáóäîâè òà äîñë³äæåííÿ ³íòåðâàëüíèõ ìåòî-
ä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ (äèâ., íàïðèêëàä, [7, 9, 10, 13, 14]). 
Ìàþ÷è äåÿê³ â ïåâíîìó ñåíñ³ çàäîâ³ëüí³ äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ äëÿ âëàñ-
íîãî âåêòîðà òà âëàñíîãî çíà÷åííÿ, ³íòåðâàëüí³ ìåòîäè çàñòîñîâóþòü äëÿ ¿õ 
óòî÷íåííÿ. ²íòåðåñ äî äâîñòîðîíí³õ ìåòîä³â, çîêðåìà ³íòåðâàëüíèõ, çóìîâ-
ëþºòüñÿ, ïåðø çà âñå, òèì, ùî âîíè ïîð³âíÿíî ç ³íøèìè ³òåðàö³éíèìè ìåòî-
äàìè äîçâîëÿþòü îö³íþâàòè øóêàí³ ðîçâ’ÿçêè ç äâîõ ñòîð³í íà êîæíîìó 
êðîö³ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó, òîáòî íà êîæíîìó êðîö³ îòðèìóâàòè çðó÷íó 
àïîñòåð³îðíó îö³íêó ïîõèáêè îá÷èñëåíü. 
 Ó ö³é ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ ³íøèé ñïîñ³á (íå ïîâ’ÿçàíèé ç ³íòåðâàëüíîþ 
àðèôìåòèêîþ) ïîáóäîâè äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü äî âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³-
í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³. Â³í áàçóºòüñÿ íà âàð³àö³éíîìó ï³äõîä³ îïèñó 
ñïåêòðà. Ïðè öüîìó ñóòòºâó ðîëü â³ä³ãðàº íàëåæíå óçàãàëüíåííÿ ôóíêö³î-
íàëà Ðåëåÿ äëÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³. Òàêèé ï³äõ³ä äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè òà îá-
´ðóíòóâàòè äâîñòîðîíí³ ³òåðàö³éí³ ïðîöåñè ç ð³çíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíê-
ö³îíàëàìè Ðåëåÿ, ÿê³ äàþòü ïî÷åðãîâ³ íàáëèæåííÿ ïðîñòîãî âëàñíîãî çíà-
÷åííÿ íåë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³. 
 Òàêèé ï³äõ³ä äëÿ ïîáóäîâè ³òåðàö³éíèõ àëãîðèòì³â ïî÷åðãîâèõ ³ âêëþ-
÷àþ÷èõ àïðîêñèìàö³é ðîçâ’ÿçê³â äëÿ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü áóâ çàïðîïîíîâà-
íèé ³ äîñë³äæóâàâñÿ ó ðîáîòàõ [3–5, 11, 12]. 

1. Äåÿê³ äîïîì³æí³ òâåðäæåííÿ. Íåõàé H  – ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð ç³ ñêà-
ëÿðíèì äîáóòêîì ( , )⋅ ⋅  ³ ( )B H  – ìíîæèíà ë³í³éíèõ îáìåæåíèõ ñàìîñïðÿæå-

íèõ îïåðàòîð³â â H . Ðîçãëÿíåìî íåë³í³éíó çàäà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ 
 ( ) 0,        ( , ),       L y a b y Hλ = λ ∈ ∈ , (1) 

ç îïåðàòîðíîçíà÷íîþ ôóíêö³ºþ : ( , ) ( )L a b B H→ , ÿêà àíàë³òè÷íî çàëåæèòü 
â³ä ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà λ .  

 Îçíà÷åííÿ 1. Íåïåðåðâíèé ôóíêö³îíàë : \ 0 ( , )p H a b→{ }  íàçèâàþòü 
ôóíêö³îíàëîì Ðåëåÿ äëÿ îïåðàòîð-ôóíêö³¿ ( )L λ , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 
 1°) ( ) ( ),     ,     0p y p yα = α ∈ α ≠ , 

 2°) ( ( ( )) ,  ) 0L p y y y = , 

 3°) ( ( ( )) ,  ) 0L p y y y′ ≠ , 

à ïàðó ( , )L p  íàçèâàþòü ñèñòåìîþ Ðåëåÿ.  
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×åðåç ( \ 0 )W p H= { }  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà p . ßê-

ùî W∗λ ∈  ³ 0y∗ ≠  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (1), òî ∗λ  íàçèâàþòü âëàñíèì çíà-

÷åííÿì, à y∗  – âëàñíèì âåêòîðîì, ÿêèé â³äïîâ³äàº âëàñíîìó çíà÷åííþ ∗λ . 

Ââàæàºìî òàêîæ, ùî íà äåÿêîìó ³íòåðâàë³ U  òàêîìó, ùî ( , )W U a b⊂ ⊂ , 
îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ ( )L λ  º òðè÷³ äèôåðåíö³éîâíîþ, çàäîâîëüíÿº óìîâè 

 ( ( ) , ) 0,             \ 0L y y U y H′ λ > λ ∈ ∀ ∈ { } , (2) 

àáî  

 ( ( ) , ) 0,             \ 0L y y U y H′ λ < λ ∈ ∀ ∈ { } , (3) 

³ äëÿ áóäü-ÿêîãî 0y ≠  ôóíêö³ÿ ( ( ) , )L y yλ  ìàº íà U  ºäèíèé êîð³íü. 

 Îçíà÷åííÿ 2. Ñèñòåìó Ðåëåÿ íàçèâàþòü ³çîòîííîþ çà λ  íà U , ÿêùî 
âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2), ³ àíòèòîííîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3). 
 Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìó Ðåëåÿ íàçèâàþòü îïóêëîþ (âãíóòîþ) çà λ  íà 
U , ÿêùî 

 ( ( ) , ) 0       ( ( ) , ) 0 ,               \ 0L y y L y y U y H′′ ′′λ ≥ λ ≤ λ ∈ ∀ ∈ { }( ) . 

 Ïîðÿä ³ç íåë³í³éíîþ ñèñòåìîþ Ðåëåÿ ( , )L p  ðîçãëÿíåìî ë³í³éí³ ñèñòåìè 

Ðåëåÿ ,L pµ µ{ }  ç êîìïîíåíòàìè 

 
( ( ) , )

( ) ( ) ( ( ) ( )),         ( )
( ( ) , )
L y y

L L L L p y
L y yµ µ

µ′ ′λ = λ µ − µ µ − µ = µ − ′ µ
, 

äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóþòüñÿ íàñòóïí³ òâåðäæåííÿ. 

Ëåìà 1. ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà àáî ³çîòîííà òà âãíóòà 

çà λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ¿¿ ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) max ( )
U

p y p yµµ∈
= . 

 Ëåìà 2. ßêùî ( , )L p  – àíòèòîííà òà âãíóòà àáî ³çîòîííà òà îïóêëà 

çà λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ, òî ¿¿ ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 ( ) min ( )
U

p y p yµµ∈
= . 

 Ä î â å ä å í í ÿ  ëåì. Íåõàé ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà (âãíóòà) çà 

λ  íà U  ñèñòåìà Ðåëåÿ. Òîä³ ôóíêö³ÿ  

 ( ) ( ( ) , )f L y yλ = λ  

º ñïàäíîþ ³ îïóêëîþ (âãíóòîþ) çà λ  íà U , òîáòî äëÿ áóäü-ÿêèõ , Uλ µ ∈  

 ( ) 0,        ( )( ) ( ) ( )     ( )( ) ( ) ( )f f f f f f f ′ ′ ′µ < µ λ − µ ≤ λ − µ µ λ − µ ≥ λ − µ 
 

. 

Ïîêëàäåìî ( )p yλ = . Îñê³ëüêè ( ( )) 0f p y = , òî îñòàíí³ äâ³ íåð³âíîñò³ íàáó-
äóòü âèãëÿäó  

 
( ) ( )

( ) ( )           ( ) ( )
( ) ( )

f f
p y p y p y p y

f fµ µ
µ µ ≥ µ − = ≤ µ − = ′ ′µ µ 

, 

ïðè÷îìó ð³âí³ñòü äîñÿãàºòüñÿ ïðè ( )p yµ = . Çâ³äñè âèïëèâàº òâåðäæåííÿ 
ëåìè 1 (â³äïîâ³äíî ëåìè 2) äëÿ àíòèòîííèõ ñèñòåì Ðåëåÿ. Äëÿ ³çîòîííèõ 
ñèñòåì Ðåëåÿ òâåðäæåííÿ ëåì âñòàíîâëþþòüñÿ àíàëîã³÷íî. ◊ 

2. Äîïîì³æíà îïåðàòîð-ôóíêö³ÿ òà ¿¿ âëàñòèâîñò³. Ðîçãëÿíåìî îïåðà-
òîð-ôóíêö³þ  

 
( )

( )
sgn ( ( ) , ) sgn ( ( ) , ) ( ( ) , )

L

L y y L y y L y y

λλ =
′ ′ ′λ λ ⋅ λ

H . 

 Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî, ÿêùî ( )p y  – ôóíêö³îíàë Ðåëåÿ äëÿ ( )L λ , 
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òî ( )p y  áóäå ôóíêö³îíàëîì Ðåëåÿ ³ äëÿ ( )λH . Ä³éñíî, äëÿ äîâ³ëüíîãî 0y ≠  

 
( ( ( )) , )

( ( ( )) , ) 0
sgn ( ( ( )) , ) sgn ( ( ( )) , ) ( ( ( )) , )

L p y y y
p y y y

L p y y y L p y y y L p y y y
= =

′ ′ ′⋅
H ,  

 ( ( ( )) , ) sgn ( ( ( )) , ) ( ( ( )) , ) 0p y y y L p y y y L p y y y′ ′ ′= ⋅ >H ,  (4) 

òîáòî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 2° ³ 3° îçíà÷åííÿ 1. Öå îçíà÷àº, ùî, ÿêùî ,y∗ ∗λ  

– âëàñíà ïàðà ( )L λ , òî ,y∗ ∗λ  áóäå òàêîæ âëàñíîþ ïàðîþ ( )λH . 

 Çíîâó æ òàêè ïîðÿä ç íåë³í³éíîþ ñèñòåìîþ Ðåëåÿ ( , )pH  ðîçãëÿíåìî 

ë³í³éí³ ñèñòåìè ,hµ µH{ }  ç êîìïîíåíòàìè 

 
( ( ) , )

( ) ( ) ( ( ) ( )),        ( )
( ( ) , )

y y
h y

y yµ µ
µ′ ′λ = λ µ − µ µ − µ = µ − ′ µ

H
H H H H

H
 

³ âñòàíîâèìî òàêå òâåðäæåííÿ. 

 Òåîðåìà 1. Äëÿ áóäü-ÿêî¿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )L p  ³ñíóº òàêèé îê³ë 

U Uε ⊂ , ó ÿêîìó ñèñòåìà Ðåëåÿ ( , )pH  º ³çîòîííîþ çà λ  íà Uε , ïðè÷îìó 

i) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y  âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 
2( ( ) , ) ( ( ) , )

0
2( ( ) , ) 2( ( ) , )
L y y L y y
L y y L y y

′′ ′′ ′ λ λ   − <    ′ ′λ λ    
, (5) 

òî ( , )pH  â îêîë³ Uε  çë³âà â³ä ( )p y  º îïóêëîþ çà λ , à ñïðàâà – âãíóòîþ çà 

λ  ñèñòåìîþ Ðåëåÿ, à ¿¿ ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 
( ) ( )

min ( ) ( ) max ( )
p y U p y U

h y p y h y
ε ε

µ µµ< ∈ µ > ∈
= = ; (6) 

ii) ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî y  âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 
2( ( ) , ) ( ( ) , )

0
2( ( ) , ) 2( ( ) , )
L y y L y y
L y y L y y

′′ ′′ ′ λ λ   − >    ′ ′λ λ    
, (7) 

òî ( , )pH  â îêîë³ Uε  çë³âà â³ä ( )p y  º âãíóòîþ çà λ , à ñïðàâà – îïóêëîþ çà 

λ  ñèñòåìîþ Ðåëåÿ, à ¿¿  ôóíêö³îíàë p  çîáðàæóºòüñÿ ó âèãëÿä³ 

 
( ) ( )

max ( ) ( ) min ( )
p y U p y U

h y p y h y
ε ε

µ µµ< ∈ µ > ∈
= = . (8) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ( , )L p  – àíòèòîííà òà îïóêëà çà λ  íà U  ñèñ-
òåìà Ðåëåÿ. Òîä³ ôóíêö³ÿ 

 ( ) ( ( ) , )f L y yλ = λ  

º ñïàäíîþ ³ îïóêëîþ çà λ  íà U , òîáòî ( ) 0f u′ <  ³ ( ) 0f u′′ > .  
 Îñê³ëüêè ôóíêö³ÿ  

 
2

( ) ( )
( )

2 ( ( ))

f f
t

f

′′λ λ
λ =

λ
 

ïðè ( )p yλ =  äîð³âíþº íóëåâ³, òî ³ñíóº òàêèé îê³ë  

 ( ( )) : ( ) ( )U p y p y yε = µ µ − < ε{ }  

çíà÷åíü ôóíêö³îíàëà ( )p y  (ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü ( )t λ ), ó ÿêîìó 

 
2

( ) ( )
( ) 1

2( ( ))

f f
t q

f

′′λ λλ = ≤ <
λ

. 
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Ç öüîãî âèïëèâàº, ùî â îêîë³ ( ( ))U p yε  ôóíêö³ÿ ( ) 0h′ λ > , îñê³ëüêè 

 
2

( ) ( )
( ) sgn ( ) ( ) 1

2( ( ))

f f
h f f

f

′′λ λ ′ ′ ′λ = λ ⋅ λ − ′ λ
. 

Òåïåð ç òåîðåìè ïðî ñåðåäíº, çàñòîñîâàíî¿ äî äèôåðåíö³éîâíî¿ íà â³äð³çêó  
, ( ( ))U p yεµ λ ∈[ ]  ôóíêö³¿ ( ) ( ( ) , )h y yλ = λH :  

 ( ) ( ) ( )( ),       [ , ]h h h′λ − µ = ξ λ − µ ξ ∈ µ λ , 

âèïëèâàº, ùî ôóíêö³ÿ ( )h λ  º çðîñòàþ÷îþ. Öå îçíà÷àº, ùî ñèñòåìà Ðåëåÿ 

( , )pH  º ³çîòîííîþ. 

 Îñê³ëüêè ( )h λ  – àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ, òî òåîðåìà ïðî ñåðåäíº ñïðàâä-

æóºòüñÿ äëÿ ïîõ³äíî¿ ( )h′ ξ : 

 ( ) ( ) ( )( ),        [ , ]h h h′ ′ ′′µ − λ = ξ µ − λ ξ ∈ λ µ . 

 Îòæå, ÿêùî ( ) 0h′′ ξ < , òî ôóíêö³ÿ ( )h′ λ  º ñïàäíîþ, ³ çðîñòàþ÷îþ, ÿêùî 

( ) 0h′′ ξ > . 

 Îñê³ëüêè ôóíêö³þ ( )h′′ λ  ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( )h h′′ λ = λ ⋅ β λ , äå 
2( ) ( )

( )
2 ( ) 2 ( )
f f
f f

′′ ′′ ′λ λ   β λ = −   ′ ′λ λ   
, 

òî (äëÿ äîâ³ëüíîãî ô³êñîâàíîãî y ) ìàºìî òàêó ïîâåä³íêó ôóíêö³¿ ( )h λ  òà ¿¿ 
ïîõ³äíî¿: 

(à) ÿêùî ( ) 0β λ < , òîáòî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (5) òåîðåìè, òî ïîõ³äíà ( )h′ ξ  

çë³âà â³ä ( )p y  º çðîñòàþ÷îþ ôóíêö³ºþ, à ( )h λ  – îïóêëîþ, à ñïðàâà â³ä ( )p y  

ôóíêö³ÿ ( )h′ ξ  º ñïàäíîþ, à ( )h λ  – âãíóòîþ. Öå îçíà÷àº, ùî é ñèñòåìà Ðåëåÿ 

( , )pH  çë³âà òà ñïðàâà â³ä ( )p y  º â³äïîâ³äíî îïóêëîþ ³ âãíóòîþ çà λ . Òåïåð 

ç ëåìè 2 ³ ëåìè 1 äëÿ ³çîòîííî¿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )pH  âèïëèâàº ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (6); 

(á) ÿêùî ( ) 0β λ > , òîáòî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (7) òåîðåìè, òî çë³âà â³ä 

( )p y  ôóíêö³ÿ ( )h′ ξ  º ñïàäíîþ, à ( )h λ  – âãíóòîþ, à ñïðàâà â³ä ( )p y  ôóíêö³ÿ 

( )h′ ξ  º çðîñòàþ÷îþ, à ( )h λ  – îïóêëîþ. Îòæå, ñèñòåìà Ðåëåÿ ( , )pH  çë³âà òà 

ñïðàâà â³ä ( )p y  º â³äïîâ³äíî âãíóòîþ ³ îïóêëîþ çà λ , ³ ç ëåì 1 òà 2 äëÿ 

³çîòîííî¿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )pH  îòðèìóºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ (8). 
 Àíàëîã³÷íî âñòàíîâëþþòüñÿ òâåðäæåííÿ òåîðåìè ó âèïàäêàõ, êîëè ñèñ-
òåìà Ðåëåÿ ( , )L p  º àíòèòîííîþ ³ âãíóòîþ, à òàêîæ äëÿ ³çîòîííèõ îïóêëî¿ ³ 

âãíóòî¿ ñèñòåì Ðåëåÿ ( , )L p . ◊ 
3. ²òåðàö³éí³ ïðîöåñè çà âëàñíèì çíà÷åííÿì òà ¿õ ìîíîòîíí³ âëàñòè-

âîñò³. Òåîðåìà 1 äàº ìîæëèâ³ñòü ïîáóäóâàòè òà îá´ðóíòóâàòè ³òåðàö³éíèé 
ïðîöåñ çà âëàñíèì çíà÷åííÿì äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü äëÿ çàäà÷³ (1). Öåé 
ïðîöåñ º ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ âëàñíî¿ ïàðè çàäà÷³ 
(1), ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ âëàñíå ç ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó çà âëàñíèì çíà÷åííÿì 
òà ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó çà âëàñíèì âåêòîðîì. Äëÿ çðó÷íîñò³ îá´ðóíòóâàííÿ 
àëãîðèòìó áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî º â³äîìèì íîâå íàáëèæåííÿ äî âëàñíîãî 

âåêòîðà ( )ky , ³ çà íèì áóäåìî âèçíà÷àòè äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ äî âëàñíî-

ãî çíà÷åííÿ [ ] ( )( )k kp yλ ≡ . Îòæå, àëãîðèòì ñêëàäàºòüñÿ ³ç çîâí³øí³õ ³òåðàö³é 
çà âëàñíèì âåêòîðîì ³ âíóòð³øí³õ – çà âëàñíèì çíà÷åííÿì. 
 Çîâí³øí³ ³òåðàö³¿, òîáòî ³òåðàö³¿ çà âëàñíèì âåêòîðîì, ìîæíà ïðîâîäè-
òè, çîêðåìà, çà ôîðìóëîþ [6] 
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 ( ) ( 1) ,      0,1,2, ,k kAy By k−= =   
äå 

 [ 1] [ 1] [ 1] [ 1]( ) ( ) , ( )k k k kA L L B L− − − −′ ′≡ λ λ − λ ≡ λ , 

à äëÿ îòðèìàííÿ äâîñòîðîíí³õ íàáëèæåíü äî [ ]kλ  ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà 
âëàñíèì çíà÷åííÿì çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ( 1) ( )m m+λ = λ −  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( ( ) , )( ( ) , )

2( ( ) , ) ( ( ) , )( ( ) , )

m k k m k k

m k k m k k m k k

L y y L y y

L y y L y y L y y

′λ λ
−

′ ′′λ − λ λ( )
,  (9) 

0,1,2,m =  . 

 Îñê³ëüêè ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (9) çä³éñíþºòüñÿ ïðè ô³êñîâàíîìó ( )ky , 
îòðèìàíîìó íà çîâí³øí³õ ³òåðàö³ÿõ, òî äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó âåðõí³é ³í-
äåêñ çîâí³øí³õ ³òåðàö³é ( )k  íàäàë³, ÿêùî öå íå âèìàãàòèìå óòî÷íåííÿ, áó-
äåìî îïóñêàòè. 
 Çàçíà÷èìî, ùî ïîñë³äîâí³ñòü íàáëèæåíü, îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ ³òåðà-
ö³éíîãî ïðîöåñó (9), ìàº òàê³ ìîíîòîíí³ âëàñòèâîñò³.  
 Òåîðåìà 2. ßêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà (5) òåîðåìè 1, à òàêîæ óìîâà 

 
2

( ) ( )
max 1

( )U

h h

hλ∈

′′λ λ <
′ λ

, (10) 

äå ( ) ( ( ) , )h H y yλ = λ , ( ) ( ( ) , )h H y y′ ′λ = λ , ( ) ( ( ) , )h H y y′′ ′′λ = λ , òî ïàðí³ íîìåðè 

ïîñë³äîâíîñò³ ( ){ }mλ , îòðèìàíî¿ çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9), 
óòâîðþþòü ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó ïîñë³äîâí³ñòü, à íåïàðí³ íîìåðè – ìî-

íîòîííî ñïàäíó, ÿêùî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ (0) [ ]kλ < λ , ³, íàâïàêè, ÿêùî 
(0) [ ]kλ > λ . 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî ïðè ïî÷àòêîâîìó íàáëèæåíí³ 
(0) [ ]kλ < λ  ïàðí³ íîìåðè ïîñë³äîâíîñò³ ( )mλ{ }  çíàõîäÿòüñÿ çë³âà â³ä [ ]kλ , à 

íåïàðí³ – ñïðàâà, òîáòî (2 ) [ ] (2 1)m k m−λ < λ < λ , 1, 2,m =  . Äîâåäåìî öå çà ³í-
äóêö³ºþ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 0m n= ≥  âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 (2 ) [ ] (2 1)n k n−λ < λ < λ , 

³ äîâåäåìî, ùî  

 (2 2) [ ] (2 1)n k n+ +λ < λ < λ . 

 Îñê³ëüêè ð³âí³ñòü (9) åêâ³âàëåíòíà çàïèñó 

 
( )

( 1) ( )
( )

( )

( )

m
m m

m

h

h
+ λλ = λ −

′ λ
, (11) 

òî ïåðåïèøåìî (11) ó âèãëÿä³ 

 
(2 ) [ ]

(2 ) (2 1)
(2 )

( ) ( )

( )

n k
n n

n

h h

h
+ λ − λλ − λ =

′ λ
 

³ ñêîðèñòàºìîñÿ òåîðåìîþ ïðî ñåðåäíº. Òîä³ îòðèìàºìî 

 
(2 ) [ ]

(2 ) (2 1) (2 ) [ ]
(2 )

( ) ( )
,     ( , )

( )

n k
n n n k

n

h

h
+ ′λ − λ ξλ − λ = ξ ∈ λ λ

′ λ
. (12) 

Çà òåîðåìîþ 1 ôóíêö³ÿ ( ) 0h′ ξ >  ³ ìîíîòîííî çðîñòàº ïðè (2 ) [ ]( , )n kξ ∈ λ λ , 

îòæå, (2 )( ) / ( ) 1nh h′ ′ξ λ >  ³ ç (12) îòðèìóºìî, ùî (2 ) (2 1) (2 ) [ ]n n n k+λ − λ < λ − λ , 

òîáòî [ ] (2 1)k n+λ < λ . Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî (2 2) [ ]n k+λ < λ . 
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 Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ïàðí³ íîìåðè ïîñë³äîâíîñò³ ( )mλ{ }  óòâîðþþòü ìî-
íîòîííî çðîñòàþ÷ó ïîñë³äîâí³ñòü, à íåïàðí³ íîìåðè – ìîíîòîííî ñïàäíó. Äî-
âåäåìî öå òàêîæ çà ³íäóêö³ºþ. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî 0m n= ≥  âè-
êîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ 

 (2 2) (2 )n n−λ < λ   (13) 

òà 

 (2 3) (2 1)n n− −λ < λ , 

³ äîâåäåìî, ùî  

 (2 2) (2 ) (2 2)n n n− +λ < λ < λ  (14) 

òà 

 (2 3) (2 1) (2 1)n n n− − +λ < λ < λ . (15) 

 Ðîçãëÿíåìî ð³çíèöþ (2 2) (2 )n n+λ − λ . Ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (11) îòðèìàºìî, 
çàñòîñóâàâøè òåîðåìó ïðî ñåðåäíº, ùî 

 
(2 )

(2 2) (2 ) (2 ) [ ]
(2 ) 2

( ) ( )( )
1 ,       ( , )

( ) ( )

n
n n n k

n

h hh

h h
+ ′′ξ ξλ  λ − λ = − + ξ ∈ λ λ ′ ′ λ ξ

, 

çâ³äêè, âðàõîâóþ÷è óìîâó (10) ³ íåð³âí³ñòü (2 ) (2 )( ) / ( ) 0n nh h′− λ λ > , ÿêà âè-

ïëèâàº ç òåîðåìè 1, îòðèìóºìî, ùî (2 2) (2 ) 0n n+λ − λ > , à öå ðàçîì ç (13) äî-
âîäèòü íåð³âí³ñòü (14). Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ íåð³âí³ñòü (15). 
 Çà ò³ºþ ñàìîþ ñõåìîþ äîâîäèòüñÿ ³ äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè, òîáòî 

ïðè âèáîð³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ ñïðàâà â³ä [ ]kλ  ïàðí³ íîìåðè ïîñë³äîâ-

íîñò³ ( )mλ{ }  óòâîðþþòü ìîíîòîííî ñïàäíó ïîñë³äîâí³ñòü, à íåïàðí³ – ìîíî-

òîííî çðîñòàþ÷ó. ◊ 
 Òåîðåìà 3. ßêùî äëÿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )L p  âèêîíóþòüñÿ óìîâè (7), 

òî, ïî÷èíàþ÷è ç 0m = , ïîñë³äîâí³ñòü ( )mλ{ } , îòðèìàíà çà äîïîìîãîþ 

³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9), ìîíîòîííî çðîñòàº, ÿêùî (0) [ ]kλ < λ , ³ ìîíîòîí-

íî ñïàäàº, ÿêùî (0) [ ]kλ > λ . 
 Ä î â å ä å í í ÿ  òåîðåìè 3 ïîâí³ñòþ ïîâòîðþº ä î â å ä å í í ÿ  òåî-
ðåìè 2, àëå òåïåð óæå ç óðàõóâàííÿì óìîâè (7). ◊ 
 Îòæå, ç òåîðåì 1–3 âèïëèâàº, ùî äëÿ ïåâíîãî êëàñó ñèñòåì Ðåëåÿ 
( , )L p  (äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà (5)) çàïðîïîíîâàíèé ³òåðàö³éíèé 
ïðîöåñ çà âëàñíèì çíà÷åííÿì ó âèãëÿä³ (9) äàº ïî÷åðãîâå íàáëèæåííÿ äî 

âëàñíîãî çíà÷åííÿ [ ]kλ , ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó âåêòîðó ( )ky , ç äâîõ ñòîð³í, 
à äëÿ ³íøîãî êëàñó ñèñòåì Ðåëåÿ (äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà (7)) – 
ëèøå îäíîñòîðîíí³ ìîíîòîíí³ íàáëèæåííÿ. 
 Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ñèñòåì Ðåëåÿ ( , )L p , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (7) 
òåîðåìè 1, ìîæíà òàêîæ ïîáóäóâàòè ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ äâîñòîðîíí³õ íà-
áëèæåíü, àëå öå áóäå ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ âêëþ÷àþ÷èõ íàáëèæåíü: 

 (0) (1) ( ) [ ] ( ) (1) (0)m k mµ < µ < < µ < < λ < < ν < < ν < ν    , 

äëÿ ÿêîãî ïîòð³áíî çàäàâàòè äâà ïî÷àòêîâèõ íàáëèæåííÿ çë³âà òà ñïðàâà 

â³ä [ ]kλ , íàïðèêëàä, (0) [ ]kµ < λ  ³ (0) [ ]kν > λ , à ³òåðàö³¿ çä³éñíþâàòè çà ôîð-
ìóëàìè 

 ( 1) ( )m m+µ = µ −  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( ( ) , )( ( ) , )

2( ( ) , ) ( ( ) , )( ( ) , )

m k k m k k

m k k m k k m k k

L y y L y y

L y y L y y L y y

′µ µ
−

′ ′′µ − µ µ( )
, 
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 ( 1) ( )m m+ν = ν −  

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( ( ) , )( ( ) , )

2( ( ) , ) ( ( ) , )( ( ) , )

m k k m k k

m k k m k k m k k

L y y L y y

L y y L y y L y y

′ν ν
−

′ ′′ν − ν ν( )
. (16) 

 Äîñë³äæåííÿ òàêèõ ³òåðàö³éíèõ ïðîöåñ³â òèïó (16), ÿê³ äàþòü âêëþ-
÷àþ÷³ íàáëèæåííÿ, ³ ìîæëèâèõ ¿õ âàð³àíò³â, êîëè äîñòàòíüî çàäàâàòè ëèøå 

îäíå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çë³âà àáî ñïðàâà â³ä [ ]kλ , º ïðåäìåòîì ðîçãëÿäó 
îêðåìî¿ ðîáîòè. Äàë³ ðîçãëÿíåìî ëèøå ïî÷åðãîâ³ äâîñòîðîíí³ íàáëèæåííÿ. 

4. Çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó ïî÷åðãîâèõ íàáëèæåíü çà âëàñíèì 
çíà÷åííÿì. Íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ( ) , ),         ( ) ( ( ) , )k k k kh H y y f L y yλ = λ λ = λ , 

 2 2min ( ) ,               max ( )
U U

m h M h
λ∈ λ∈

′ ′′= λ = λ . 

 Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó Ðåëåÿ ( , )L p , äëÿ ÿêî¿ âèêîíóºòüñÿ óìîâà (5), à ³òå-
ðàö³éíèé ïðîöåñ çà âëàñíèì çíà÷åííÿì çä³éñíþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ (9). Ïî-

êàæåìî, ùî íàáëèæåííÿ äî [ ]kλ  çä³éñíþºòüñÿ ïî÷åðãîâî ç äâîõ ñòîð³í.  

 Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )L p  âèêîíóºòüñÿ óìîâà (5), à 

äëÿ ñèñòåìè Ðåëåÿ ( , )pH  – óìîâà (10). ßêùî (0) [ ]k Uελ < λ ∈ , ïðè÷îìó 

 (0) [ ] (1) [ ]2 2
0 1

2 2
1,         1

2 2
k kM M

q q
m m

≡ λ − λ < ≡ λ − λ < , (17) 

äå (1)λ  îòðèìàíî çà ôîðìóëîþ (9), òî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (9) çá³ãàºòüñÿ 

äî [ ]kλ  ç äâîõ ñòîð³í: 

 (0) (2) (2 ) [ ] (2 1) (3) (1)m k m−λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    ,  (18) 

à äëÿ ïîõèáîê â³äïîâ³äíî çë³âà òà ñïðàâà ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 (2 ) [ ] 4 1 (0) [ ]
0

mm k kq −λ − λ < λ − λ ,  

 (2 1) [ ] 4 1 (1) [ ]
1

mm k kq− −λ − λ < λ − λ . (19) 

ßêùî 

 
2( ) ( )

( ) ,             
2 ( ) 2 ( )
f f

h N M
f f

′′ ′′ ′λ λ   ′ λ < − <   ′ ′λ λ   
, (20) 

ïðè÷îìó 

 
1 2 1 2

(0) [ ] (1) [ ]
0 1

2 2
1,      1

2 2
k kNM NMq q

m m
   ≡ λ − λ < ≡ λ − λ <   
   

/ /

, (21) 

òî äëÿ ïîõèáîê â³äïîâ³äíî çë³âà òà ñïðàâà ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 9 1(2 ) [ ] (0) [ ]
0

mm k kq −λ − λ < λ − λ ,  

 9 1(2 1) [ ] (1) [ ]
1

mm k kq −−λ − λ < λ − λ . (22) 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé (0) [ ]k Uελ < λ ∈  ³ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (5) ³ (10). 

Òîä³ ç òåîðåìè 2 âèïëèâàº, ùî ïàðí³ íîìåðè ïîñë³äîâíîñò³ ( )mλ{ } , îòðèìà-
íî¿ çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9), óòâîðþþòü ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó 

ïîñë³äîâí³ñòü, îáìåæåíó çâåðõó ÷èñëîì [ ]kλ , à íåïàðí³ íîìåðè – ìîíîòîííî 

ñïàäíó, îáìåæåíó öèì ñàìèì ÷èñëîì [ ]kλ . Îòæå, ïàðí³ òà íåïàðí³ íîìåðè 

ïîñë³äîâíîñò³ ( )mλ{ }  ïðÿìóþòü äî ãðàíèö³, ÿêà ç îãëÿäó íà íåïåðåðâí³ñòü 

ôóíêö³¿ ( )h λ  ³ óìîâó [ ]( ) 0kh′ λ ≠  (óìîâà 3° îçíà÷åííÿ 1) ñï³âïàäàº ç [ ]kλ . 
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 Òàêèì ÷èíîì, çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9) îòðèìóºìî ïî÷åð-

ãîâ³ íàáëèæåííÿ ó âèãëÿä³ (18), ìîíîòîíí³ ç êîæíî¿ ñòîðîíè â³ä [ ]kλ . 
 Äëÿ äîâåäåííÿ îö³íîê (19), (22) âèêîðèñòîâóºìî îçíà÷åííÿ ³òåðîâàíî¿ 
ôóíêö³¿ [2, c. 276]): äëÿ ïàðíèõ (àáî íåïàðíèõ) íîìåð³â ïîñë³äîâíîñò³ ³òåðà-
ö³éíèé ïðîöåñ (9) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 2 2 2 2 1 2 1( )          ( )n n n n+ + −λ = ϕ λ λ = ϕ λ( ) , (23) 

äå ( ) ( ( ))ϕ λ = ψ ψ λ  – ³òåðîâàíà ôóíêö³ÿ, à ( ) ( )/ ( )h h′ψ λ = λ − λ λ  – ôóíêö³ÿ 

Íüþòîíà ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9) äëÿ ( )h λ .  
 Îñê³ëüêè ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (9) ìîæíà ïîäàòè â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³ 

 
( )

( 1) ( )
( )

( )

( )

m
m m

m

h

h
+ λλ = λ −

′ λ
, 

òî, ì³ðêóþ÷è àíàëîã³÷íî, ÿê ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 2, îòðèìàºìî, ùî 

 
2( 1) [ ] ( ) [ ]2

22
m k m kM

m
+λ − λ ≤ λ − λ  

àáî 

 
2( ) [ ] ( ) [ ]2

2
( ) ( )

2
m k m kM

m
ψ λ − ψ λ ≤ λ − λ . (24) 

Îòæå, äëÿ ³òåðîâàíî¿ ôóíêö³¿ ( )ϕ λ  îòðèìóºìî îö³íêó 

 
2

4( ) [ ] ( ) [ ]2 2

2 2
( ) ( )

2 2
m k m kM M

m m
 ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ 
 

. 

Öå äîçâîëÿº çàïèñàòè ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (23) ó âèãëÿä³ 

 
3

4(2 2) [ ] (2 ) [ ] (2 ) [ ]2

2
( ) ( )

2
n k n k n kM

m
+  λ − λ = ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ 

 
. 

Òåïåð ç óðàõóâàííÿì óìîâè (17) ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ äîâîäèòüñÿ 
ïåðøà ç îö³íîê (19) òåîðåìè, çâ³äêè, çîêðåìà, âèïëèâàº çá³æí³ñòü ïîñë³äîâ-

íîñò³ (2 )nλ{ }  äî [ ]kλ  çë³âà. Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ äðóãà ç îö³íîê (19), ç ÿêî¿ 

âèïëèâàº çá³æí³ñòü ïîñë³äîâíîñò³ (2 1)n−λ{ }  äî [ ]kλ  ñïðàâà. 
 ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (20), òî îö³íêà (24) íàáóäå âèãëÿäó 

 
3( ) [ ] ( ) [ ]

2
( ) ( )

2
m k m kNM

m
ψ λ − ψ λ ≤ λ − λ , 

îñê³ëüêè 

 
2

[ ]( ) ( )
( ) ( )

2 ( ) 2 ( )
kf f

h h NM
f f

′′′ ′′λ λ    ′′ λ = λ − ≤ λ − λ    ′ ′λ λ    
. 

Îòæå, äëÿ ³òåðîâàíî¿ ôóíêö³¿ ( )ϕ λ  îòðèìóºìî îö³íêó 

 
4

9(2 2) [ ] (2 ) [ ] (2 ) [ ]

2
( ) ( )

2
n k n k n kNM

m
+  λ − λ = ϕ λ − ϕ λ ≤ λ − λ 

 
. 

Âðàõîâóþ÷è öþ íåð³âí³ñòü, ïåðøà ç îö³íîê (22) äîâîäèòüñÿ çà ³íäóêö³ºþ. 
Àíàëîã³÷í³ ì³ðêóâàííÿ çàñòîñîâóþòüñÿ ïðè äîâåäåíí³ äðóãî¿ ç îö³íîê (22). 
Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Çàçíà÷èìî, ùî, êîëè ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ çíàõîäèòüñÿ ñïðàâà â³ä 

[ ]kλ , òîáòî [ ] (0)k Uλ < λ ∈ , òî çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (9) îòðèìó-

ºìî ïî÷åðãîâ³ ìîíîòîíí³ íàáëèæåííÿ äî [ ]kλ  ó âèãëÿä³ 

 (1) (3) (2 1) [ ] (2 ) (2) (0)m k m−λ < λ < < λ < < λ < < λ < < λ < λ    , 

³ äëÿ íüîãî ñïðàâäæóºòüñÿ àíàëîã òåîðåìè 4. 
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 Îòæå, îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äîçâîëÿþòü äëÿ ïåâíîãî êëàñó ñèñòåì Ðå-
ëåÿ (äëÿ ÿêèõ ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà (5)) îòðèìóâàòè çà äîïîìîãîþ ³òåðàö³é-
íîãî ïðîöåñó (9) ïî÷åðãîâ³ äâîñòîðîíí³ (ìîíîòîíí³ ç êîæíî¿ ñòîðîíè) íàáëè-
æåííÿ äî ïðîñòîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ íåë³í³éíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³, íåçà-
ëåæíî ç ÿêî¿ ñòîðîíè â³ä âëàñíîãî çíà÷åííÿ çíàõîäèòüñÿ ïî÷àòêîâå íàáëè-
æåííÿ.  

Ïîðÿä ç öèì ïîòð³áíî â³äì³òèòè, ùî ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó äîñë³äæåí-
íÿ çíàêà ôóíêö³¿ ( )β λ , òîáòî óìîâè (5), º íåïðîñòèì çàâäàííÿì. Àëå ïðè-
íàëåæí³ñòü ñèñòåì Ðåëåÿ äî òîãî ÷è ³íøîãî êëàñó ìîæíà âèçíà÷èòè ö³íîþ 
äâîõ ïåðøèõ ³òåðàö³é çà ôîðìóëîþ (9) (ôàêòè÷íî ç àíàë³çó ïîâåä³íêè çíàêà 
ïîïðàâêè ( ) / ( )h h′λ λ  åêâ³âàëåíòíîãî äî (9) ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (11)) ³ òîä³ 
ñêîðèãóâàòè ïðè íåîáõ³äíîñò³ ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ òàê, ùîá îòðèìàòè äâîñòî-
ðîíí³ íàáëèæåííÿ. Äëÿ öüîãî ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ ìîæíà çàïèñàòè, íàïðèê-

ëàä, ó òàêîìó âèãëÿä³ (ÿêùî (0) ( , )∗ ∗ν ∈ λ λ + ε ): 
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( ( ) , )
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m k k
m m

m k k

L y y

L y y
+ ν

µ = ν −
′ ν

, 

 ( 1)m +ν =  
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( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2( ( ) , )( ( ) , )

2( ( ) , ) ( ( ) , )( ( ) , )

m k k m k k
m

m k k m k k m k k

L y y L y y

L y y L y y L y y

′ν ν
= ν −

′ ′′ν − ν ν( )
, (25) 

ùî äàº íåîäíàêîâó øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ ç ð³çíèõ ñòîð³í â³ä êîðåíÿ, àáî âè-
êîðèñòàòè (25) ëèøå äëÿ îòðèìàííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ ç ³íøîãî áîêó â³ä 
êîðåíÿ, à äàë³ ïðîäîâæèòè ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ çà ôîðìóëîþ (16). Ìîæëèâ³ 
òàêîæ ³íø³ âàð³àíòè, ÿê³ ìîæóòü áóòè ïðåäìåòîì ðîçãëÿäó îêðåìî¿ ðîáîòè. 
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ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД АЛЬТЕРНИРУЮЩИХ ПРИБЛИЖЕНИЙ 
К СОБСТВЕННЫМ ЗНАЧЕНИЯМ НЕЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ  
 
Ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îïðåäåëåíèÿ ïðîñòîãî ñîá-
ñòâåííîãî çíà÷åíèÿ íåëèíåéíîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è. Âûäåëåí êëàññ íåëèíåéíûõ 
ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïðåäëîæåííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ îáåñïå-
÷èâàåò àëüòåðíèðóþùèå äâóñòîðîííèå ïðèáëèæåíèÿ ê ïðîñòîìó ñîáñòâåííîìó 
çíà÷åíèþ, è êëàññ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ýòîò æå ïðîöåññ äàåò òîëüêî îäíîñòîðîí-
íèå ìîíîòîííûå ïðèáëèæåíèÿ. 
 
ITERATIVE METHOD OF ALTERNATING APPROXIMATIONS 
TO EIGENVALUES OF NON-LINEAR SPECTRAL PROBLEMS 
 
The iterative process for calculation of a simple eigenvalue of the non-linear spectral 
problem is offered and justified. The class of non-linear spectral problems for which 
the offered iterative process ensures alternating two-sided approximations to a simple 
eigenvalue is selected. The class of problems for which the same process gives only one-
sided monotone approximations is selected too. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
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