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О. М. Медвідь, М. М. Симотюк 
 
ЗАДАЧА З ІНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ ЛІНІЙНИХ  
СИСТЕМ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ  
 

Äîñë³äæåíî êîðåêòí³ñòü çàäà÷³ ç ³íòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ë³í³éíèõ ñèñ-
òåì ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäè-
íîñò³ ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³. Äîâåäåíî ìåòðè÷í³ òåîðåìè ïðî îö³íêè 
çíèçó ìàëèõ çíàìåííèê³â, ùî âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³. 

 
Çàäà÷³ ç ³íòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 

âèíèêàþòü ïðè ïîáóäîâ³ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé ïðîöåñ³â òåïëîïðîâ³äíîñò³, 
òåïëîïðóæíîñò³, äèíàì³êè ðîçâèòêó á³îïîïóëÿö³é. Äîñë³äæåííÿ  êîðåêòíîñò³ 
òàêèõ çàäà÷ ïðîâîäèëèñü ó áàãàòüîõ àñïåêòàõ ð³çíèìè àâòîðàìè [2, 5, 7–13, 
15]. Çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [11–13] âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ 
çàäà÷ ç ³íòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ åâîëþö³éíèõ ñèñòåì ð³âíÿíü â áåçìåæ-
íîìó øàð³, âèâ÷åíî çàëåæí³ñòü êîðåêòíîñò³ òàêèõ çàäà÷³ â³ä òîâùèíè ðîç-
ãëÿäóâàíîãî øàðó. Äîñë³äæåííÿ ³íòåãðàëüíèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõ³äíèìè â îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ïîâ’ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíà-
ìåííèê³â; ó ïðàöÿõ [7, 9, 10] íà îñíîâ³ ìåòðè÷íîãî ï³äõîäó, âèêîðèñòàíîãî 
äëÿ îö³íîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèê³â, âñòàíîâëåíî ðîçâ’ÿçí³ñòü òàêèõ çàäà÷ 
äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáå´à) ÷èñåë, ÿê³ º çíà÷åííÿìè âåðõíüî¿ 
ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ â ³íòåãðàëüíèõ óìîâàõ.  

Öÿ ðîáîòà ïðîäîâæóº ³ ðîçâèâàº äîñë³äæåííÿ, ðîçïî÷àò³ ó [7]. ¯¿ îñíîâ-
íîþ ìåòîþ º âñòàíîâëåííÿ ðåçóëüòàòó ïðî ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó ³íòåãðàëüíî¿ 
çàäà÷³ äëÿ ë³í³éíèõ ñèñòåì ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè äëÿ óñ³õ âåðõ-
í³õ ìåæ ³íòåãðóâàííÿ 1 (0, ]t T∈ , êð³ì, ìîæëèâî, ìíîæèíè, äëÿ ðîçì³ðíîñò³ 
Ãàóñäîðôà ÿêî¿ îòðèìàíî îö³íêó çâåðõó.  

1. Íèæ÷å âèêîðèñòîâóºìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: pΩ  – p -âèì³ðíèé òîð 

( 2 )pπ / ; (0, )T
p pQ T= × Ω , 0T > ; 1( / , , / )x pD i x i x= − ∂ ∂ − ∂ ∂ ; 1( , , )pk k k= ∈  

p∈  , 1 pk k k= + + , 1 1( , ) p pk x k x k x= + + ; ,
,
mW γ

α β , ,α β ∈  , 0γ > , 

m ∈  , – ïðîñò³ð, îòðèìàíèé ó ðåçóëüòàò³ ïîïîâíåííÿ ïðîñòîðó ñê³í÷åííèõ 

òðèãîíîìåòðè÷íèõ âåêòîðíèõ ïîë³íîì³â ( ) exp( , )kx ik x= ∑  , äå k =  
1col ( , , )m m
k k= ϕ ϕ ∈  , çà íîðìîþ  
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∂
∂
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∂
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2. Ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó:  
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1

1
1

0

( , ) ( ),     1, , ,      ,     0
t

j
pjt t x dt x j n x t T− = = ∈ Ω < ≤∫ u  , (2) 

äå ( ),  0,1, , 1,  p
jA j nξ = − ξ ∈  , – êâàäðàòí³ ìàòðèö³ ðîçì³ðó m m× , åëå-

ìåíòàìè ÿêèõ º ìíîãî÷ëåíè ç êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ñòåïåíÿ N ; 
1( , ) col ( , ), , ( , )mt x u t x u t x=u ( ) , 1( ) col ( ), , ( )m

j j jx x x= ϕ ϕ ( ) , 1, ,j n=  .  

Îçíà÷åííÿ 1. Çàäà÷ó (1), (2) íàçâåìî 0 0( , ; , ; )α β α β γ -êîðåêòíîþ (äå 0α , 

0 , , ,  0β α β ∈ γ > ), ÿêùî äëÿ äîâ³ëüíèõ âåêòîð-ôóíêö³é ,
,
m

j W γ
α β∈ , j =  

1, ,n=  , ó ïðîñòîð³ 
0 0

,
,([0, ]; )n mC T Wγ

α β  ³ñíóº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê u  çàäà÷³ (1), 

(2) òàêèé, ùî  

 
0 0

, ,
1 ,,

1

( , ); ([0, ]; ) ( );
n

n m m
j

j

t x C T W C x Wγ γ
α βα β

=

≤ ∑u  , (3) 

äå ñòàëà 1 0C >  íå çàëåæèòü â³ä âèáîðó ,
,
m

j W γ
α β∈ , 1, ,j n=  .  

Ïîçíà÷èìî: (0, ,0,1,0, ,0) mn
q

q

= ∈e    , 1, ,q mn=  ; ( )k  – áëî÷íà 

ìàòðèöÿ ðîçì³ðó mn mn×  âèãëÿäó  
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m n m m n p

n

E
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A k A k A k

− −

−
= ∈

− − −



 , (4) 

äå ( 1),0m n m− , ( 1)m nE −  – íóëüîâà òà îäèíè÷íà ìàòðèö³ ðîçì³ð³â ( 1)m n m− × , 

( 1) ( 1)m n m n− × −  â³äïîâ³äíî;  

 1
( 1) 1

1( 1)

( ) ( ), , ( ) , , , ,       ( ) ( )
n

j
j m jm

jm m n

V t t t t t −
− +

=−

= = + +∑v v 0 0 v e e    , 

 
1

1
0

( , ) det ( )exp( ( ) ) ,       
t

pk t V t k t dt k∆ = ∈∫   . (5) 

Îçíà÷åííÿ 2. Âåðõíþ ìåæó 1t  â óìîâàõ (2) íàçâåìî ( , ; )ω δ γ -íîðìàëü-

íîþ äëÿ çàäà÷³ (1), (2) ( , ,  0ω δ ∈ γ > ), ÿêùî ³ñíóº ñòàëà 2 0C >  òàêà, ùî 

äëÿ âñ³õ pk ∈   âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  

 1 2( , ) 1 expk t C k k γ−ω∆ ≥ + −δ( ) ( ) . 

3. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ óìîâ êîðåêòíîñò³ çàäà÷³ (1), (2) çàïðîâàäèìî âåê-

òîð-ôóíêö³¿ 1( , ) col ( , ), , ( , )mn
q q qt k F t k F t k≡F ( ) , 1( , ) col ( , ), , ( , )m

q q qt k f t k f t k≡f ( ) , 

1, ,q mn=  , òàêèìè ð³âíîñòÿìè:  

 ( , ) exp( ( ) ) ,         1, ,q qt k L k t q mn= =F e  , 

 1( , ) col ( , ), , ( , ) ,         1, ,m
q q qt k F t k F t k q mn= =f  ( ) . 

Çàóâàæèìî, ùî ç³ ñòðóêòóðè ìàòðèö³ ( )k  (äèâ. (4)) âèïëèâàº, ùî  

 ( 1)( , ) col ( , ), , ( , ) ,       1, ,n
q q qt k t k t k q mn−= =F f f ( ) . (6) 

Íåõàé 1( ), , ( )mnk kλ λ  – êîðåí³ ð³âíÿííÿ  

 det ( , ) 0,          pL k kλ = ∈  , (7) 
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k
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äå 0γ  – çâåäåíèé ïîðÿäîê [4] ñèñòåìè (1).  

Ëåìà 1. Äëÿ âåêòîð-ôóíêö³é ( , ),  1, ,q t k q mn=f  , âèêîíóþòüñÿ îö³íêè  

 
0

0

( 1)
3 1( )

4 1

1 exp , 0,1, , 1,
0    ( , )

1 exp , .

mn N
j

q mnN

C k t k j n
t t k

C k t k j n

γ−

γ

 + Λ = −∀ ≥ ≤ 
+ Λ =

f
( ) ( )

( ) ( )
 (8) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè äëÿ êîæíîãî pk ∈  åëåìåíòè êîæíî¿ ç ìàò-

ðèöü 0 1( ), , ( )nA k A k−  º ìíîãî÷ëåíàìè â³ä 1, , pk k  ñòåïåíÿ N , òî ç îö³íêè 

íîðìè ìàòðèö³ ÷åðåç ìàêñèìóì ìîäóë³â ¿¿ åëåìåíò³â ³ ç ôîðìóëè (4) îòðè-
ìóºìî, ùî  

 5( ) 1 ,       N pk C k k≤ + ∈ ( )  . (9) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îö³íêó äëÿ íîðìè åêñïîíåíòè ìàòðèö³ [14, § 24.2], ç (9) ä³ñ-
òàºìî  

 0( 1)
6 1exp( ( ) ) 1 exp ,    [0, ],   mn N pk t C k t k t T kγ−≤ + Λ ∈ ∈ ( ) ( )  . (10) 

Òîä³ ç ôîðìóë (9), (10) âèïëèâàº, ùî äëÿ äîâ³ëüíîãî 0t ≥  âèêîíóþòüñÿ 
îö³íêè  

 0( ) ( 1)
7 1( , ) exp ( ( ) ) ( ) 1 exprr mn r N

q t k k t k C k t k γ+ −≤ ⋅ ≤ + ΛF   ( ) ( ) , 

 1, , ,     0,1,    pq mn r k= = ∈  . (11) 

Âðàõîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (6), ç îö³íîê (11) îòðèìóºìî îö³íêè (8). ◊ 
Òåîðåìà 1. ßêùî âåðõíÿ ìåæà ³íòåãðóâàííÿ 1t  º 0( , ; )ω δ γ -íîðìàëüíîþ 

äëÿ çàäà÷³ (1), (2), òî äëÿ äîâ³ëüíèõ 0 0,α β ∈   çàäà÷à (1), (2) º 0 0( , ; ,α β α β ; 

0 )γ -êîðåêòíîþ, äå 2 2
0 ( 1)m n mn Nα = α + ω + − + , 0 1mn Tβ = β + δ + Λ .  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé 0 ,
, ,  1, ,m

j W j nγ
α β∈ =  . Ïîêàæåìî, ùî â ïðî-

ñòîð³ 0

0 0

,
,([0, ]; )mnC T W γ

α β  ³ñíóº ºäèíà ôóíêö³ÿ ( , )t xu , ÿêà º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè 

(1) ³ ñïðàâäæóº óìîâè (2), (3). Ç íîðìàëüíîñò³ âåðõíüî¿ ìåæ³ 1t  âèïëèâàº, 

çîêðåìà, ùî 1( , ) 0k t∆ ≠  äëÿ âñ³õ pk ∈  . Òîìó äëÿ êîæíîãî pk ∈   ³ñíóº 
ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ³íòåãðàëüíî¿ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü  

 
1

1

0

, ( ) ,      ( ) ,     1, ,
t

j
k k jk

dL k t t t dt j n
dt

−  = = = 
  ∫u 0 u  , (12) 

äå 1col , , m
jk jk jk= ϕ ϕ ( ) , pk ∈  , – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º âåêòîð-ôóíêö³é 

( )j x , 1, ,j n=  . Öåé ðîçâ’ÿçîê çîáðàæóºòüñÿ ð³âí³ñòþ  
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q s r
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k t
− +

= = =

∆
= ϕ ∈

∆∑ ∑ ∑u f  , (13) 

äå ( 1) , 1( , )s m r q k t− +∆ , 1, , ,  1, , ,  1, ,s n r m q mn= = =   , – àëãåáðè÷íå äîïîâ-

íåííÿ åëåìåíòà 
1

1

0

( , )
t

s r
qt f t k dt−∫  ó âèçíà÷íèêó 1( , )k t∆ . ²ç ôîðìóëè (5) òà 
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îö³íîê (8) âèïëèâàº, ùî  

 ( )
( 1) , 1 [0, ]

( , ) ( , )j
s m r q q C T

k t t k− +∆ ≤f  

 
2 2

0( 1)
8 11 expm n mn NC k mn T k γ− +≤ + Λ( ) ( ) , 

 0,1, , ,    1, , ,    1, , ,    1, ,j n s n r m q mn= = = =    . 

Âðàõîâóþ÷è, ùî âåðõíÿ ìåæà 1t  º 0( , ; )ω δ γ -íîðìàëüíîþ äëÿ çàäà÷³ (1), (2), 

ç îòðèìàíèõ îö³íîê ä³ñòàºìî  

 
[0, ]

( ) nk C T
t ≤u  

 
2 2

0( 1)
9 1

1

1 exp ( )
n

m n mn N
jk

j

C k mn T k γω+ − +

=

≤ + δ + Λ ∑ ( ) ( ) . (14) 

Ðîçãëÿíåìî âåêòîð-ôóíêö³þ  

 ( , ) ( )exp( , )
p

k
k

t x t ik x
∈

= ∑u u


, (15) 

êîåô³ö³ºíòè ( )k tu , pk ∈  , ÿêî¿ çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè (13). Ç íåð³âíîñòåé 

(14) âèïëèâàº, ùî  

 2 2
0 0

0 0 0 0 1

, ,
10, ( 1) ,

1

; ([0, ]; ) ;
n

m mn
j m n mn N mn T

j

C T W C Wγ γ
α β α +ω+ − + β +δ+ Λ

=

≤ < ∞∑u  , 

òîáòî ðÿä (15) íàëåæèòü äî ïðîñòîðó 0

0 0
([0 ] )mnC T W γ ,

α ,β, ;  ³ äëÿ íüîãî âèêîíó-

ºòüñÿ óìîâà (3). Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ( )k tu , pk ∈  , º ðîçâ’ÿçêàìè çàäà÷³ 

(12), òî ðÿä (15) º ðîçâ’ÿçêîì çàäà÷³ (1), (2). ªäèí³ñòü öüîãî ðîçâ’ÿçêó âèïëè-

âàº ç òîãî, ùî 1( , ) 0k t∆ ≠  äëÿ âñ³õ pk ∈  .  

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

4. ×åðåç 0
,M γ

ω δ  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñ³õ âåðõí³õ ìåæ 1 0t > , ÿê³ º 

0( , ; )ω δ γ -íîðìàëüíèìè äëÿ çàäà÷³ (1), (2). Ç îãëÿäó íà òâåðäæåííÿ òåîðåìè 1 

ïðèðîäíèì º ïèòàííÿ ïðî òå, íàñê³ëüêè «âåëèêîþ» º ìíîæèíà 0
,M γ

ω δ . Äëÿ 

öüîãî ç’ÿñóºìî ñïî÷àòêó äåÿê³ ñòðóêòóðí³ âëàñòèâîñò³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî 
âèçíà÷íèêà 1( , )k t∆ .  

Ëåìà 2. Äëÿ âèçíà÷íèêà 1( , )k t∆ , pk ∈  , âèêîíóþòüñÿ òàê³ ð³âíîñò³:  

 

1

2
1

2
111 0

( , ) 0, 0 ,

,      ,

q

q
t

k t q mn

C q mnt =

∂ ∆  ≤ <
= 

=∂ 
 

äå 
11 2 1

2 2
11

1

( )! ( !) ( !)
n n

m m

q q n

C mn q q
−− −

= =

 = ⋅ ∈ 
 ∏ ∏  . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè (0, )q qk =F e , 1, ,q mn=  , òî äëÿ âåêòîð-

ôóíêö³é ( , )q t kf , 1, ,q mn=  , âèêîíóþòüñÿ òàê³ ïî÷àòêîâ³ óìîâè:  

 ( 1)
( 1)

, ,
(0, )      , 1, , ,     1, ,

, ,
j

m q s
s

j q
k j q n s m

j q
−

− +

≠= = =
=

0
f

f
  ,  (16) 

äå (0, ,0,1,0, ,0) ,  1, ,m
q

q

q m= ∈ =f     . Îñê³ëüêè âåêòîð-ôóíêö³¿ ( , )q t kf , 

1, ,q mn=  , º àíàë³òè÷íèìè çà t , òî íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè Òåéëîðà ç ð³â-
íîñòåé (16) âèïëèâàþòü ðîçâèíåííÿ  
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1 1
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t
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+ − −∫ ef  , 

 , 1, , ,       1, ,j q n s m= =  , 

äå 1( , )q t k , 1, ,q mn=  , – àíàë³òè÷í³ âåêòîð-ôóíêö³¿ â îêîë³ òî÷êè 1 0t = .  

Ç íàâåäåíèõ ðîçâèíåíü âèïëèâàº, ùî â îêîë³ òî÷êè 1 0t =  âèêîíóºòüñÿ ð³â-
í³ñòü  
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1
11

1 1 1

, 1

( , ) det ( , )
( 1)( 1)!

nj q
mn

m

j q

t
k t E t k t

j q q

+ −
+

=

 
∆ = ⊗ + β + − − 

, (17) 

äå 1( , )t kβ  – àíàë³òè÷íà ôóíêö³ÿ â îêîë³ òî÷êè 1 0t = , mE  – îäèíè÷íà ìàò-

ðèöÿ ðîçì³ðó m m× , à çàïèñ A B⊗  îçíà÷àº òåíçîðíèé äîáóòîê ìàòðèöü 
,A B . Â³äîìî [6, ñ. 236], ùî  

 
1 1

1 1

, 1 , 1

det det
( 1)( 1)! ( 1)( 1)!

n n mj q j q

m

j q j q

t t
E

j q q j q q

+ − + −

= =

   
⊗ =   + − − + − −   

. 

Ç îãëÿäó íà ð³âí³ñòü  

 
2

11 1 2 1
21

1
1, 1

det ( !) !
( 1)( 1)!

nj q n n
n

q q nj q

t
t q q

j q q

−+ − − −

= ==

 = ⋅  + − −  
∏ ∏ , 

âñòàíîâëåíó ó [7], ç ôîðìóëè (17) ä³ñòàºìî ðîçâèíåííÿ  

 

2

2 111 1
1 1 12

( , ) ( , )
( )!

mn
mnC t

k t t k t
mn

+∆ = + β , 

ç ÿêîãî âèïëèâàº òâåðäæåííÿ ëåìè. ◊ 
Íàäàë³ áóäåìî ïðèïóñêàòè, ùî äëÿ êîæíîãî pk ∈   âñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ 

(7) º ïðîñòèìè. Òîä³ ìàòðèöÿ ( ( ), )qL k k∗ λ , ÿêà º ïðèºäíàíîþ äî ìàòðèö³ 

( ( ), )qL k kλ , â³äì³ííà â³ä íóëüîâî¿ [3, ñ. 94]. Íåõàé 
1( ) col ( ), , ( )m

q q qk h k h k=h ( )   

– äåÿêèé íåíóëüîâèé ñòîâïåöü ìàòðèö³ ( ( ), ),  1, ,qL k k q mn∗ λ =  ;  

 1( ) col ( ), ( ) ( ), , ( ) ( ) ,     1, ,n
q q q q q qk k k k k k q mn−= λ λ =H h h h ( ) ; 

 
1

1 1 1
0

( , ) det ( )exp( ( ) ) ( ) ,    ( ) ( ), , ( )
t

mnk t V t k t H k dt H k k k∆ = =∫ H H  . 

×åðåç ( , )C mn n  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñ³õ íàáîð³â 1( , , )ni i , ñêëàäåíèõ 

ç n  íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 1, , ni i  òàêèõ, ùî 11 ni i mn≤ < < ≤ . Äëÿ íàáîðó 

1( , , )ni iω =   ïîêëàäåìî 1set , , ni iω = { } , 

1
1

1
set0 , 1

( , ) det exp( ( ) ) ,   ( ) ( ),   1, ,
q

nt
j j j

i q
qj q

k t t k t dt H k h k j m−
ω ω

∈ ω=

δ = λ = =∏∫  . 

 Ëåìà 3. ßêùî äëÿ êîæíîãî pk∈  óñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (7) º ïðîñòèìè, 

òî âèçíà÷íèê 1( , )k t∆  º êâàç³ìíîãî÷ëåíîì âèãëÿäó 1 1
1

( , )exp ( )
R

q q
q

p t k k t
=

Λ∑ ( ) , 

äå 2mnR ≤ , 1( , )qp k t , 1, ,q R=  , – ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ, íå âèùîãî í³æ 

2
nmC , à ÷èñëà ( )q kΛ , 1, ,q R=  , íàëåæàòü äî ìíîæèíè ñóì  

 1 1 1( ) ( ) : , , 0,1mn mn mnr k r k r rλ + + λ ∈  { }{ } . 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè âñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (7) º ïðîñòèìè, òî 
( ) 0H k ≠ . Òîìó âèçíà÷íèêè 1( , )k t∆  ³ 1 1( , )k t∆  â³äð³çíÿþòüñÿ ñòàëèì ìíîæ-

íèêîì: 

 1 1 1
1( , ) ( , )

det ( )
k t k t

H k
∆ = ∆ . 

Îòæå, òâåðäæåííÿ ëåìè äîñòàòíüî âñòàíîâèòè äëÿ 1 1( )k t∆ , .  Âðàõîâóþ÷è, 

ùî íà ïåðåòèí³ q -ãî ñòîâïöÿ, 1, ,q mn=  , òà (( 1) )s m r− + -ãî ðÿäêà, s =  

1, ,n=  , 1, ,r m=  , ó âèçíà÷íèêó 1 1( , )k t∆  ñòî¿òü åëåìåíò 

1
1

0

exp( ( ) ) ( )
t

s r
q qt k t dt h k− λ ⋅∫ , 

íà ï³äñòàâ³ ïðàâèëà Ëàïëàñà ä³ñòàíåìî  

 
1

1 1 1
, , ( , ) 1

( , ) ( ) ( , )
s s

m

m
s

C mn n s

k t H k k tω ω
ω … ω ∈ =

∆ = ± δ∑ ∏ , 

äå ï³äñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà âñ³ìà íàáîðàìè 1, , mω ω  òàêèìè, ùî  

 
1

1
set set ,      2, ,

q

j q
j

q m
−

=
ω ω = ∅ =   . 

Çã³äíî ç ëåìîþ 3.2 ç [7] êîæåí ç âèçíà÷íèê³â 1( , )
s
k tωδ , 1, ,s m=  , ìàº âè-

ãëÿä  

 1 , 1 , 1
1

( , ) ( , )exp ( )
s

s s s

R

j j
j

k t p t k k tω ω ω
=

δ = Λ∑ ( ) , 

äå 2n
sR ≤ , , 1( , ),  1, ,

sj sp t k j Rω =  , – ìíîãî÷ëåíè ñòåïåíÿ, íå âèùîãî í³æ 

2
nC , à ïîêàçíèêè ( )

sj k,ωΛ  íàëåæàòü äî ìíîæèíè âñ³õ ìîæëèâèõ ñóì  

 
11 1 1( ) ( ) :  ( , , ) , , , 0,1

ni n i n s nr k r k i i r rλ + + λ = ω ∈   { }{ } . 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî  

 
1

11

1 1 , 1 , 1
, , ( , ) 1 1 1

( , ) ( ) ( , )exp ( )
m

s s s s s
m m

RR m
s

j j
C mn n j j s

k t H k p t k k tω ω ω
ω … ω ∈ = = =

∆ = ± Λ∑ ∑ ∑ ∏ ( ) . 

Ëåìó äîâåäåíî. ◊ 

Äëÿ äîñë³äæåííÿ ïèòàííÿ ïðî «âåëè÷èíó» ìíîæèíè 0M γ
ω,δ  çàñòîñóºìî 

ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà [1]. Ïîçíà÷èìî 
2 2

0 0 0(1 ) ( )((1 )2 1)mn
nmn p mCω = γ + + + γ + − .  

Òåîðåìà 2. Íåõàé äëÿ êîæíîãî pk ∈  óñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (7) º ïðîñ-

òèìè. ßêùî 2mn Tδ = Λ , òî äëÿ äîâ³ëüíîãî 0ω > ω  ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà 

ìíîæèíè 0
,(0, ] \T M γ

ω δ  íå ïåðåâèùóº ÷èñëà 
2

0
2

0

( ) (1 )2 1

(1 )

mn
np mC

mn

+ γ + −

ω − γ +

( )
. 

  Ä î â å ä å í í ÿ. ×åðåç 0
, ( )A kγ

ω δ  ïîçíà÷èìî ìíîæèíó òèõ çíà÷åíü 

1 (0, ]t T∈ , äëÿ ÿêèõ íåð³âí³ñòü  

 0
1( , ) 1 expk t k k γ−ω∆ ≤ + −δ( ) ( )  (18) 

âèêîíóºòüñÿ ïðè ô³êñîâàíîìó pk ∈  , à ÷åðåç 0Aγ
ω,δ  – ìíîæèíó òèõ 1t ∈  

(0, ]T∈ , äëÿ ÿêèõ íåð³âí³ñòü (18) âèêîíóºòüñÿ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ 
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âåêòîð³â pk ∈  . ²ç òåîðåìè 2.1 ðîáîòè [7] ³ ëåì 2, 3 âèïëèâàº, ùî ïðè ω >  

0> ω  ³ 2mn Tδ = Λ  ìíîæèíó 0
, ( )A kγ

ω δ  ìîæíà ïîêðèòè ïðîì³æêàìè 0 ,
, ( )jS kγ

ω δ , 

1, , ( )j N k=  , òàê, ùî äëÿ ê³ëüêîñò³ ( )N k  öèõ ïðîì³æê³â âèêîíóþòüñÿ íåð³â-
íîñò³  

 0
12( ) 1 ,      pN k C k kγ≤ + ∈( )  , (19) 

à äëÿ ¿õí³õ äîâæèí – íåð³âíîñò³  

 
2

0 0 0, (1 ) 1/( 1)
, 13 2mes ( ) 1 exp ( )j mnS k C k mn T kγ γ + −ω γ ν −

ω δ ≤ + Λ − δ =( ) ( )[ ]  

 0( )
13 1 ,     1, , ( ),      p pC k j N k k− + γ ρ−ε= + = ∈( ) / , (20) 

äå 2(1 )2mn
nmCν = + , 0 0( ) ( 1) (1 )( ) 0pε = ω − ω ν − − − ρ + γ ρ >/ / . Çàóâàæèìî, ùî 

äëÿ 0ω > ω , 2mn Tδ = Λ  ïðàâèëüíèì º âêëþ÷åííÿ  

 0 0 0
( )

,
0 0 1

( ) ( )
N k

j

N k N N k N j
A A k S k

∞ ∞γ γ γ ,
ω δ ω,δ ω,δ

= ≥ = ≥ =
= ⊂     . 

Òîìó êîæíà òî÷êà ìíîæèíè 0Aγ
ω,δ  íàëåæèòü äî íåñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ ïðî-

ì³æê³â 0 ,
, ( ),  1, , ( )jS k j N kγ

ω δ =  , pk ∈  . Ç íåð³âíîñòåé (19), (20) âèïëèâàº, ùî  

 0
( )

,
, 14

0 1 0

mes ( ) 1
N k

j p

k j k

S k C kγ ρ − −ερ
ω δ

≥ = ≥

≤ + < ∞∑ ∑ ∑( ) ( ) , 

ÿêùî 
2

0

2
0( )((1 )2 1)

(1 )

mn
np mC

mn

+ γ + −
ρ >

ω−γ +
. Òîä³ [1] ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà ìíîæèíè 

0
,Aγ

ω δ  íå ïåðåâèùóº 
2

0

2
0( )((1 )2 1)

(1 )

mn
np mC

mn

+ γ + −
ω−γ +

. Î÷åâèäíî, ùî ìíîæèíà S =  

1 1(0, ] : ( , ) 0
pk

t T k t
∈

= ∈ ∆ = { }


 º íå á³ëüø í³æ çë³÷åííîþ. Îñê³ëüêè 
0
,(0, ]T Mγ

ω δ ⊂\  

0
,A Sγ

ω δ⊂  , òî ç ìîíîòîííîñò³ ðîçì³ðíîñò³ Ãàóñäîðôà â³äíîñíî âêëþ÷åííÿ 

ìíîæèí ³ ç òîãî, ùî äâ³ ìíîæèíè, ÿê³ â³äð³çíÿþòüñÿ íà íå á³ëüø í³æ çë³÷åí-
íèé äîäàíîê, ìàþòü îäíàêîâó ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà, âèïëèâàº, ùî ðîçì³ð-

í³ñòü Ãàóñäîðôà ìíîæèíè 0
,(0, ]T Mγ

ω δ\  íå ïåðåâèùóº ðîçì³ðíîñò³ Ãàóñäîðôà 

ìíîæèíè 0Aγ
ω,δ .  

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
5. ²ç òåîðåì 1, 2 âèïëèâàº íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðî êîðåêòíó ðîçâ’ÿç-

í³ñòü ³íòåãðàëüíî¿ çàäà÷³ (1), (2) äëÿ âñ³õ ÷èñåë 1 (0 ]t T∈ , , êð³ì, ìîæëèâî, 
ìíîæèíè, ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà ÿêî¿ íå ïåðåâèùóº ïåâíîãî íåâ³ä’ºìíîãî 
÷èñëà.  

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ êîæíîãî pk ∈  âñ³ êîðåí³ ð³âíÿííÿ (7) º ïðîñòè-

ìè. Òîä³ äëÿ äîâ³ëüíèõ 0 0,α β ∈   ³ 2 2
0 0(1 ) ( ) (1 )2 1mn

nmn p mCω > γ + + + γ + −( )  

çàäà÷à (1), (2) º  

 2 2
0 0 0 0 1 2 0( , ; ( 1) , ( ) ; )m n mn N mn Tα β α + ω + − + β + Λ + Λ γ -êîðåêòíîþ 

äëÿ âñ³õ 1 (0, ]t T∈ , êð³ì, ìîæëèâî, ìíîæèíè, ðîçì³ðí³ñòü Ãàóñäîðôà ÿêî¿ 

íå ïåðåâèùóº 
2

0
2

0

( )((1 )2 1)

(1 )

mn
np mC

mn

+ γ + −

ω − γ +
.  



39 

Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ô³íàíñîâ³é ï³äòðèìö³ Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåí-
òàëüíèõ äîñë³äæåíü Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè (Ïðîåêò ¹ 10.01/053). 

 
 1. Áåðíèê Â. È., Ìåëüíè÷óê Þ. Â. Äèîôàíòîâû ïðèáëèæåíèÿ è ðàçìåðíîñòü Õàóñ-

äîðôà. – Ìèíñê: Íàóêà è òåõíèêà, 1988. – 144 ñ.  
 2. Â³ãàê Â. Ì. Ïîáóäîâà ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç ³íòåãðàëüíèìè óìîâà-

ìè // Äîï. ÀÍ Óêðà¿íè. – Ñåð. À. – 1994. – ¹ 8. – C. 57–60.  
 3. Ãàíòìàõåð Ô. Ð. Òåîðèÿ ìàòðèö. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1966. – 576 ñ.  
 4. Ãåëüôàíä È. Ì., Øèëîâ Ã. Å. Îáîáùåííûå ôóíêöèè è äåéñòâèÿ íàä íèìè. Íåêî-

òîðûå âîïðîñû òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. – Ìîñêâà: Ôèçìàòãèç, 
1958. – 276 ñ.  

 5. Èâàí÷îâ Í. È. Êðàåâûå çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ èíòåãðàëüíûìè 
óñëîâèÿìè // Äèôôåðåíö. óðàâíåíèÿ. – 2004. – 40, ¹ 4. – Ñ. 547–564.  

 6. Ëàíêàñòåð Ï. Òåîðèÿ ìàòðèö. – Ìîñêâà: Íàóêà, 1982. – 272 ñ.  
 7. Ìåäâ³äü Î. Ì., Ñèìîòþê Ì. Ì. Ä³îôàíòîâ³ íàáëèæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî âè-

çíà÷íèêà ³íòåãðàëüíî¿ çàäà÷³ äëÿ ë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè // 
Íàóê. â³ñí. ×åðí³â. íàö. óí-òó. Ñåð. Ìàòåìàòèêà. – 2004. – Âèï. 228. – Ñ. 74–85.  

 8. Ïòàøíèê Á. É., ²ëüê³â Â. Ñ., Êì³òü ². ß., Ïîë³ùóê Â. Ì. Íåëîêàëüí³ êðàéîâ³ çà-
äà÷³ äëÿ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. – Êè¿â: Íàóê. äóìêà, 2002. – 416 ñ. 

 9. Ñèìîòþê Ì. Ì., Ìåäâ³äü Î. Ì. Çàäà÷à ç ³íòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ë³í³éíèõ 
ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè // Ìàò. ìåòîäè òà 
ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2003. – 46, ¹ 4. – Ñ. 92–101. 

 10. Ñèìîòþê Ì. Ì., Ìåäâ³äü Î. Ì. Çàäà÷à ç ðîçïîä³ëåíèìè äàíèìè äëÿ ð³âíÿíü ³ç 
÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 2004. – 47, ¹ 4. – 
Ñ. 155–159. 

 11. Ôàðäèãîëà Ë. Â. Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ íà ñâîéñòâà ðåøåíèé èíòåãðàëüíûõ êðàå-
âûõ çàäà÷ â ñëîå // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. – 1993. – ¹ 7. – Ñ. 51–58. 

 12. Ôàðäèãîëà Ë. Â. Èíòåãðàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ñëîå // Ìàò. çàìåòêè. – 1993. – 
53, âûï. 6. – C. 122–129.  

 13. Ôàðäèãîëà Ë. Â. Èíòåãðàëüíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à â ñëîå äëÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ 
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ // Ìàò. ñá. – 1995. – 
186, ¹ 11. – C. 123–144.  

 14. Øèëîâ Ã. Å. Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç. Âòîðîé ñïåöèàëüíûé êóðñ. – Ìîñêâà: Íàó-
êà, 1965. – 328 ñ.  

 15. Øòàáàëþê Ï. È. Ïî÷òè-ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 
ãèïåðáîëè÷åñêîãî è ñîñòàâíîãî òèïîâ: Äèñ. … êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. – Ëüâîâ, 1984. 
– 146 ñ. 

 
ЗАДАЧА С ИНТЕГРАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ  
СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 
 
Èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü çàäà÷è ñ èíòåãðàëüíûìè óñëîâèÿìè äëÿ ëèíåéíûõ ñèñ-
òåì óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 
è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Äîêàçàíû ìåòðè÷åñêèå òå-
îðåìû îá îöåíêàõ ñíèçó ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, âîçíèêàþùèõ ïðè ïîñòðîåíèè ðå-
øåíèÿ çàäà÷è. 
 
PROBLEM WITH INTEGRAL CONDITIONS FOR SYSTEMS OF LINEAR  
PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
The correctness of the problem with integral conditions for systems of linear partial 
differential equations with constant coefficients is investigated. The conditions of exis-
tence and uniqueness of the solution of the problem are established. The metric theorems 
of estimations of small denominators of the problem are proved. 
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