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СТІЙКІСТЬ ЗАДАЧІ З НЕЛОКАЛЬНИМИ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ 
ДЛЯ ГІПЕРБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ñò³éêîñò³ íåëîêàëüíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ 
çà Ãîðä³íãîì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. ßêùî øó-
êàíèé ðîçâ’ÿçîê ñïðàâäæóº äîäàòêîâó óìîâó «îáìåæåíîñò³ åíåðã³¿», ïðîâåäåíî 
ðåãóëÿðèçàö³þ äîñë³äæóâàíî¿ çàäà÷³ òà ïîáóäîâó ¿¿ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó. 

 
Äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü ³ ñèñòåì ð³âíÿíü çàäà÷à ç íåëîêàëüíèìè 

êðàéîâèìè óìîâàìè, ÿê â³äîìî, º íåêîðåêòíîþ. Ó ïðàöÿõ [2, 3, 4, 8] âèñâ³ò-
ëåí³ ð³çí³ ï³äõîäè äî äîñë³äæåííÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷. 

Ñò³éê³ñòü çàäà÷³ Ä³ð³õëå äëÿ îäíîâèì³ðíîãî õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ âèâ÷à-
ëàñü ó [5, 15]. Äëÿ ã³ïåðáîë³÷íèõ ð³âíÿíü òà ñèñòåì ð³âíÿíü äîâ³ëüíîãî ïî-
ðÿäêó ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè â [7, 12, 13, 14] äîñë³äæåíî ñò³éê³ñòü ³ ðåãó-
ëÿðèçàö³þ çàäà÷³ Ä³ð³õëå. Ó ïðàö³ [9] ðîçãëÿíóòî ñò³éê³ñòü áàãàòîòî÷êîâî¿ 
çàäà÷³ äëÿ ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ïðàöÿ [1] 
ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ ñò³éêîñò³ òà ïîáóäîâ³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó íåëî-
êàëüíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó ³ç 
çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè. 

Ó çàïðîïîíîâàí³é ïðàö³ äîñë³äæåíî ñò³éê³ñòü íåëîêàëüíî¿ êðàéîâî¿ çà-
äà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ ç³ ñòàëèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ã³ïåðáîë³÷íîãî çà Ãîðä³íãîì. Çà 
äîïîìîãîþ ìåòîäó ðåãóëÿðèçàö³¿ [10, 11] ïðîâåäåíî ïîáóäîâó íàáëèæåíîãî 
ðîçâ’ÿçêó ðîçãëÿäóâàíî¿ çàäà÷³. 

 Â îáëàñò³ 1( , ) : [0, ],  p pD t x t T x+= ∈ ∈ ∈ Ω ⊂ { } , äå ( 2 )pΩ = π   – 
p -âèì³ðíèé òîð, ðîçãëÿäàºìî çàäà÷ó 
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äå 1( , , )ps s s=  , 1 ps s s= + + , 
0 , ,  s sa µ ∈  , ,0, ,0 0na ≠ , 1µ ≠ . Ââàæàºìî, 

ùî ð³âíÿííÿ (1) ã³ïåðáîë³÷íå çà Ãîðä³íãîì, òîáòî, ùî êîðåí³ jλ , 1, ,j n=  , 

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ 
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äëÿ äîâ³ëüíîãî ä³éñíîãî âåêòîðà 1( , , ) 0pα = α α ≠  ìàþòü îáìåæåíó ä³éñíó 

÷àñòèíó: 

 0Re ( ) ,        1, ,j C j nλ α ≤ =  . 

Ç³ ñòðóêòóðè ð³âíÿííÿ (3) îòðèìóºìî 

 1 2( ) ,       1, ,j C C j nλ α ≤ α + =  . 

 Âèãëÿä îáëàñò³ D  çóìîâëþº 2π -ïåð³îäè÷í³ñòü çà ñóêóïí³ñòþ çì³ííèõ 

1, , px x  øóêàíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) ³ ôóíêö³é ( ),  1, ,x nϕ =   .  

 Íàäàë³ áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàê³ ïîçíà÷åííÿ:  

1( , , )pk k k=  ; 1 pk k k= + + ;  2 2
1 pk k k= + + ; 

1 1( , ) p pk x k x k x= + + ; 
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 ( )qH Ω , q +∈  , – ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð êîìïëåêñíîçíà÷íèõ 2π -ïåð³îäè÷-

íèõ çà âñ³ìà çì³ííèìè ôóíêö³é 
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 1. Ñôîðìóëþºìî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ ïðè äîñë³äæåíí³ îäíîçíà÷íî¿ 
ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ (1), (2), ÿê³ âèïëèâàþòü ³ç ðåçóëüòàò³â ïðàö³ [6], äå ðîç-
ãëÿäàëàñÿ ñèñòåìà ð³âíÿíü, ã³ïåðáîë³÷íèõ çà Ãîðä³íãîì. 

Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ øóêàºìî ç ïðîñòîðó ( )n
qH D , q n≥ , ó âèãëÿä³ 
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 Òîä³, ââàæàþ÷è, ùî ( ) ( )Nx Hϕ ∈ Ω , 1, ,n=  , äå N  – äîñòàòíüî âåëè-

êå, äëÿ âèçíà÷åííÿ êîæíî¿ ç ôóíêö³é ( )ku t  îäåðæèìî òàêó çàäà÷ó: 
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   , (6) 

äå kϕ  – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ôóíêö³é ( )xϕ , 1, ,n=  . 

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ âñ³õ pk ∈   êîðåí³ ( )j kλ , 1, ,j n=  , ð³âíÿííÿ (3) 

ïðè kα =  º ïîïàðíî ð³çíèìè. Òîä³ ð³âíÿííÿ (5) ìàº òàêó ôóíäàìåíòàëüíó 
ñèñòåìó ðîçâ’ÿçê³â: 

 ( ) exp ( ) ,           1, ,kj ju t k t j n= λ =  , 

à ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (5), (6) çîáðàæàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
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äå ( )jSχ λ  – ñóìà óñ³õ ìîæëèâèõ äîáóòê³â âåëè÷èí ( )kωλ , 1, ,nω =  , jω ≠ ; 

χ  – ê³ëüê³ñòü ìíîæíèê³â ó êîæíîìó äîáóòêó. 

Òåîðåìà 1. Äëÿ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1), (2) ó ïðîñòîð³ ( )n
nH D  íå-

îáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá ð³âíÿííÿ 

 1 exp ( ( ) ) 0,      1, ,j k T j n− µ λ = =  , 

íå ìàëè ðîçâ’ÿçê³â ó ö³ëèõ ÷èñëàõ 1, , pk k . 

Çà óìîâ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) ôîðìàëüíî çîáðàæàºòüñÿ ðÿ-
äîì 

 
0 , 1

( , ) ( , ) exp ( , ) ( )
n

k j j
k j

u t x T k i k x k t
≥ =

= ϕ + λ∑ ∑ K 


( ) , (7) 

äå  

 

1

( 1) ( )
( , ) ,      , 1, ,

1 exp ( ( ) ) ( ) ( )

n j
n

j n

j j r
r
r j

S
T k j n

k T k k

+
−

=
≠

− λ
= =

− µ λ λ − λ∏
K 




 
( ) ( )

. (8) 

Òåîðåìà 2. Íåõàé ³ñíóþòü 1 2,γ γ ∈ ³ äîäàòí³ ñòàë³ 1 2,M M  òàê³, ùî 

äëÿ âñ³õ (êð³ì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â pk ∈   âèêîíóþòüñÿ íåð³â-
íîñò³ 
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/ . (10) 

ßêùî ( )NHϕ ∈ Ω , 1, ,n=  , äå 1 21N q n> + − + γ + γ + ε , 0 1< ε < , òî ³ñ-

íóº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2) ç ïðîñòîðó ( ),n
qH D  q n≥ , ÿêèé íåïåðåðâíî çà-

ëåæèòü â³ä ôóíêö³é ( )xϕ , 1, ,n=  . 

 Ïîçíà÷èìî ÷åðåç a  âåêòîðè, ñêëàäåí³ ç êîåô³ö³ºíò³â 
0 ,s sa  ð³âíÿííÿ (1), 

à ÷åðåç θ  – ê³ëüê³ñòü öèõ êîåô³ö³ºíò³â, òîáòî ê³ëüê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â 0 1( , ,s s   
1, ) p

ps
+

+∈   íåð³âíîñò³ 0s s n+ ≤ .  

Òåîðåìà 3. Äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáåãà â 2 ) âåêòîð³â 
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Im
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µ
ψ =

µ
, íåð³âíîñò³ (9) ïðè 1 pγ =  âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñ³õ 

(êð³ì ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â .pk ∈   

Òåîðåìà 4. Äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáåãà â θ ) âåêòîð³â a  
ïðè 2 ( 1) 2p nγ ≥ − /  íåð³âíîñò³ (10) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñ³õ (êð³ì ñê³í÷åííî¿ 

ê³ëüêîñò³) âåêòîð³â .pk ∈   

2. Ïåðåéäåìî äî äîñë³äæåííÿ ñò³éêîñò³ çàäà÷³ (1), (2). Ðîçãëÿíåìî îá-
ëàñòü [0, ]Dτ = τ × Ω , äå Tτ − ≤ δ , 0δ > , òà íàáëèæåí³ êðàéîâ³ óìîâè 
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åíåðã³¿» 
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Òåîðåìà 5. ßêùî äëÿ âñ³õ pk ∈   ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 

  1 exp ( ( ) ) 0,      1, ,j k T j n− µ λ ≠ =  , 

òî çàäà÷à (1), (11), (12) º ñò³éêîþ. 
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Ó ñóì³ çà   óñ³ äîäàíêè, êð³ì îäíîãî (ïðè = ν ), äîð³âíþþòü íóëåâ³ ÿê ñó-
ìè äîáóòê³â åëåìåíò³â îäíîãî ðÿäêà íà àëãåáðè÷í³ äîïîâíåííÿ äî åëåìåíò³â 
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 . (22) 

 Íåõàé 0m  – òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ 2
2

( )E m
m

+ δ Ψ , òîáòî 0m  º êîðå-

íåì ð³âíÿííÿ 

 3
2

2( ) Em m′Ψ =
δ

. (23) 

Îñê³ëüêè ( )mΨ  º ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ, òî 0
0

m
δ→
→ ∞ , çâ³äêè âèïëèâàº, ùî 

 
2 0
0

0E
m δ→

→ . 

 Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (20), (23), îòðèìóºìî 

 
2 3

2 0 0 0 0
02 2 3 2 3

0 0 0 0 0 0 0

( ) ( ) 2 ( )
( )

( ) ( )

m m m E mE E Em
m m m m m m m

′δ Ψ Ψ Ψ
+ δ Ψ = + = + =

′ ′Ψ Ψ
 

 0
2 2 00 00 0

( )
2   0

( )

mE E
m mm m δ→

Ψ
= + ⋅ ′Ψ

→ . 

Òîä³ ç îö³íîê (19), (22) âèïëèâàº 
2

2
( )0

lim 0Lv Ωδ→
= , ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. ◊ 
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 3. Ïîáóäóºìî ðåãóëÿðèçóâàëüíó ñ³ì’þ îïåðàòîð³â çàäà÷³ (1), (11), (12). 

Îçíà÷åííÿ 2 (äèâ. [2, 4]). Ñóêóïí³ñòü ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â NB  íàçèâàþòü 
ðåãóëÿðèçóâàëüíîþ äëÿ ë³í³éíîãî îïåðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ  

 Ax f= , (24) 

äå x X∈ , f F∈ , ,X F  – áàíàõîâ³ ïðîñòîðè, A  – ö³ëêîì íåïåðåðâíèé îïå-

ðàòîð ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ X  òà îáëàñòþ çíà÷åíü F , ÿêùî: 
 à) äëÿ êîæíîãî N ∈   îïåðàòîð :NB F X→  º íåïåðåðâíèì; 

 á) äëÿ êîæíîãî x X∈  ñïðàâäæóºòüñÿ óìîâà lim 0N XN
B Ax x

→∞
− = . 

Ïàðàìåòð N  íàçèâàºòüñÿ ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàö³¿. 
 Ðîçãëÿíåìî ñóêóïí³ñòü ë³í³éíèõ îïåðàòîð³â NB , ÿê³ çàëåæàòü â³ä ö³ëî-

÷èñëîâîãî ïàðàìåòðà N  ³ ä³þòü ³ç ïðîñòîðó 2 ( )L Ω  â 2 ( )L Ω  çà ïðàâèëîì 

 
, 1

( ) ( , ) exp ( , ) ( )
n

N k j j
k N j

B x T k i k x k t
≤ =

ϕ = ϕ + λ∑ ∑ K ( ) 


, (25) 

äå ( )1( ) ( ), , ( )nx x xϕ = ϕ ϕ ; kϕ – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ôóíêö³¿ ( )xϕ , =  

1, ,n=  ; ( , )j T kK  , , 1, ,j n=  , âèçíà÷åí³ ôîðìóëàìè (8). 

 Ëåãêî áà÷èòè, ùî îïåðàòîðè (25) º íåïåðåðâíèìè, îñê³ëüêè íåïåðåðâíè-
ìè º îïåðàòîðè ñê³í÷åííîãî ï³äñóìîâóâàííÿ òà îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷àþòü 
êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ôóíêö³é ( )xϕ , 1, ,n=  . 
 Çà óìîâ òåîðåìè 2 ðÿä ó ïðàâ³é ÷àñòèí³ ôîðìóëè (7) º çá³æíèì ³ âèçíà-
÷àº ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (11), (12). Òîìó ïîñë³äîâí³ñòü NB ϕ{ } , ÿê ÷àñòèíà 
ðÿäó (7), òàêîæ º çá³æíîþ ³ çá³ãàºòüñÿ äî ò³º¿ æ ãðàíèö³, ùî é ðÿä (7). 
 Ç öèõ ì³ðêóâàíü âèïëèâàº äîâåäåííÿ òàêî¿ òåîðåìè. 

 Òåîðåìà 6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Òîä³ ñóêóïí³ñòü 
îïåðàòîð³â (25), ùî ä³þòü ³ç 2 ( )L Ω  â 2 ( )L Ω , º ðåãóëÿðèçóâàëüíîþ ñ³ì’ºþ 
îïåðàòîð³â çàäà÷³ (1), (11), (12). 

 4. ßê â³äîìî ç [3, 4], ÿêùî äëÿ ð³âíÿííÿ (24) ïîáóäîâàíî ðåãóëÿðèçó-
âàëüíó ñ³ì’þ îïåðàòîð³â NB , òî çà íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (24) 

ìîæíà âçÿòè åëåìåíò Nx B fδ δ=  ³ç ïðîñòîðó X , äå 0δ > , à f Fδ ∈  âèáðàíå 

òàê, ùîá 
F

f fδ− ≤ δ . 

 Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³þ  

 ,
, 1

( , ) ( , ) exp ( , ) ( )
n

N k j j
k N j

u t x k i k x k tτ
≤ =

= Φ τ + λ∑ ∑ K 


( ) , (26) 

äå kΦ  – êîåô³ö³ºíòè Ôóð’º ôóíêö³¿ ( )xΦ , ÿêà ñïðàâäæóº íåð³âí³ñòü 
2 2

0
k k

k ≥

Φ − ϕ ≤ δ∑   , 1, ,n=  . 

 Ïîêàæåìî, ùî ïðè äîñòàòíüî âåëèêîìó ( )N N= δ  âèêîíóºòüñÿ óìîâà 

 
2

, ( )0 [0, ]
lim max 0N Lt T

u u τ Ωδ→ ∈
− = , 

òîáòî ôóíêö³ÿ , ( , )Nu t xτ , îçíà÷åíà ð³âí³ñòþ (26), º íàáëèæåíèì ðîçâ’ÿçêîì 

çàäà÷³ (1), (2). 
 Î÷åâèäíî, ùî  

 
22 2

, ,( )( ) ( )N N N NLL L
u u u B B uτ τΩΩ Ω

− ≤ − ϕ + ϕ − , (27) 

äå åëåìåíò NB ϕ  âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (25). 
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 Îö³íêó íîðìè ôóíêö³¿ Nw u B= − ϕ  â (27) îòðèìóºìî àíàëîã³÷íî äî 

îö³íêè (17) íîðìè ôóíêö³¿ ( , )V t x : 

 
2

2
( )Lw Ω ≤  

 

2

2 [0, ] , 1

1 max ( , ) exp ( , ) ( )
n

k j j
t T k N j

T k k i k x k t dx
N ∈ > =Ω

≤ ϕ + λ ≤∑ ∑∫ K 


( )  

 
2 2

3 3
2 2[0, ] 1

max
p

t T rr

C C Ew w dx
t xN N∈ =Ω

∂ ∂   ≤ + ≤   ∂ ∂   ∑∫ . 

 Äëÿ äðóãîãî äîäàíêà â (27) ñïðàâäæóºòüñÿ íåð³âí³ñòü 

 
2

2 22

, ( )
, 1

( , ) ( , ) exp ( )
n

N N k j k j jL
k N j

B u T k k k tτ Ω
≤ =

ϕ − = ϕ − Φ τ λ ≤∑ ∑ K K   


( )  

 
2

2 1
6

, 1 1

( ) ( )
1 exp ( ( ) )

nn
j k
n j r

jk N j r
r j

C S k k
k T

−
−

≤ = =
≠

ϕ
≤ λ − λ −

− µ λ∑ ∑ ∏( ) 



 

 
2 2

2
6 2

, 1
1 exp ( ( ) ) 1 exp ( )

n
k kk

N
j k N j j

C
k k t∗≤ =

ϕ − ΦΦ
− ≤ σ ≤

− µ λ τ − µ λ
∑ ∑

( )
 


 

 
22 2

6
, 1

1 exp ( )
n

N j
k N j

C k t
−∗

≤ =

≤ σ δ − µ λ∑ ∑


( ) , 

äå  [0, ]t T∗ ∈  – òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêö³¿ 11 exp ( ( ) )j k t −− µ λ( ) , 

 6 0
[0, ]

max 1, max exp
t T

C C t
∈

= { } , 
2

1

, 1, ,
1

max max ( ) ( )
n

j
N n j r

j n k N
r
r j

S k k −
−= ≤ =

≠

σ = λ − λ∏ 
( ) . 

Òîä³ 

 
2

22 2 23
, 62( )

, 1

1 exp ( )
n

N N jL
k N j

C E
u u C k t

N

−∗
τ Ω

≤ =

− ≤ + σ δ − µ λ∑ ∑


( ) . (28) 

 Òåðåìà 7. Íåõàé ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2. Òîä³ çà íàáëèæå-
íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (11), (12) ìîæíà âèáðàòè ôóíêö³þ , ( , )Nu t xτ , ÿêà 

çàäàíà ôîðìóëîþ (26) ³ çàäîâîëüíÿº óìîâó (28), äå T − τ < δ , à ( , )u t x  – 
òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ (1), (2). 

 Î÷åâèäíî, ùî åôåêòèâí³ñòü ðåãóëÿðèçàö³¿ çàëåæèòü â³ä âèáîðó ïàðà-
ìåòðà ( )N N= δ . ßêùî çàô³êñîâàíî òî÷í³ñòü δ  íàáëèæåííÿ íåëîêàëüíèõ 
êðàéîâèõ óìîâ (2), òî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ( )N δ , ïðè ÿêîìó äîñÿãàºòüñÿ  

 
2

, ( )( )
inf N LN

u u τ Ωδ
− , 

áóäå îïòèìàëüíèì ñòîñîâíî îö³íêè (28). 

Ðîáîòà âèêîíàíà ïðè ô³íàíñîâ³é ï³äòðèìö³ Äåðæàâíîãî ôîíäó ôóíäàìåí-
òàëüíèõ äîñë³äæåíü Ì³í³ñòåðñòâà îñâ³òè ³ íàóêè Óêðà¿íè (Ïðîåêò ¹ 10.01/053). 
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УСТОЙЧИВОСТЬ ЗАДАЧИ С НЕЛОКАЛЬНЫМИ КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ  
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè íåëîêàëüíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ãèïåðáîëè-
÷åñêèõ ïî Ãîðäèíãó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè. Ïðè óñëîâèè, ÷òî èñêîìîå ðåøåíèå óäîâëåòâîðÿåò äîïîëíèòåëüíîìó óñëîâèþ 
«îãðàíè÷åííîñòè ýíåðãèè», ïðîâåäåíî ðåãóëÿðèçàöèþ èññëåäóåìîé çàäà÷è è ïî-
ñòðîåíî åå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. 
 
STABILITY OF NON-LOCAL BOUNDARY-VALUE PROBLEM 
FOR HYPERBOLIC EQUATIONS 
 
The conditions of stability of non-local boundary-value problem for hyperbolic – by 
Gording – differential equations with constant coefficients are established. If the un-
known solution fulfills additional condition of «boundness of energy», the regularization 
of considered problem is made and the approximate solution is built. 
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