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ПРО ІНВАРІАНТНІ ОПЕРАТОРИ НИЗЬКОВИМІРНИХ НЕСПРЯЖЕНИХ 
ПІДАЛГЕБР АЛГЕБРИ ЛІ ГРУПИ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 

Øëÿõîì êëàñèô³êàö³¿ íèçüêîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðó-
ïè Ïóàíêàðå (1, 4)P  ó êëàñè ³çîìîðôíèõ ï³äàëãåáð ïîáóäîâàíî âñ³ ³íâàð³àíòí³ 
îïåðàòîðè (óçàãàëüíåí³ îïåðàòîðè Êàç³ì³ðà) äëÿ âñ³õ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð 
àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ðîçì³ðíîñò³ 3≤ , à òàêîæ äëÿ á³ëüøîñò³ íåñïðÿæå-

íèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ðîçì³ðíîñòåé 4 ³ 5. Íàâåäåíî ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè äëÿ âñ³õ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  

ðîçì³ðíîñò³ 3≤ . 
 

²íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè (ôóíêö³¿ ãåíåðàòîð³â ãðóï Ë³, ÿê³ êîìóòóþòü ç 
óñ³ìà ãåíåðàòîðàìè öèõ ãðóï) â³ä³ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîð³¿ çîáðàæåíü 
ãðóï Ë³ (¿õ àëãåáð Ë³), ó òåîð³¿ ñïåö³àëüíèõ ôóíêö³é, â òåîðåòè÷í³é ³ ìàòå-
ìàòè÷í³é ô³çèö³. Ç äåòàëÿìè ñòîñîâíî öèõ ïèòàíü ìîæíà îçíàéîìèòèñü ó 
[15] (äèâ. òàêîæ öèòîâàíó òàì ë³òåðàòóðó). 

Ó ðîáîò³ [15] ïîáóäîâàíî âñ³ ³íâàð³àíòí³ ôóíêö³¿ â³ä ãðóïîâèõ ãåíåðàòî-
ð³â (óçàãàëüíåí³ îïåðàòîðè Êàç³ì³ðà) äëÿ âñ³õ ä³éñíèõ àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñ-
ò³ ≤ 5 ³ äëÿ âñ³õ ä³éñíèõ í³ëüïîòåíòíèõ àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñò³ 6. Êð³ì öüîãî, 
îïèñàíî ìåòîä, ÿêèé âèêîðèñòîâóâàâñÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ öèõ ³íâàð³àíò³â. Ó 
[16] çíàéäåíî âñ³ ³íâàð³àíòí³ ôóíêö³¿ â³ä ãðóïîâèõ ãåíåðàòîð³â äëÿ âñ³õ íå-
ñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè Ïóàíêàðå (1,3)P . 

Ïðèðîäíèì ðîçøèðåííÿì ãðóïè Ïóàíêàðå (1,3)P  º óçàãàëüíåíà ãðóïà 
Ïóàíêàðå (1, 4)P . Ãðóïà (1, 4)P  º ãðóïîþ ïîâîðîò³â ³ çñóâ³â ï’ÿòèâèì³ðíîãî 
ïðîñòîðó Ì³íêîâñüêîãî (1, 4)M . Âîíà øèðîêî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ïðè ðîçãëÿä³ 
ð³çíèõ çàäà÷ òåîðåòè÷íî¿ ³ ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 10, 
12]). Âèâ÷åííþ ï³äãðóïîâî¿ ñòðóêòóðè ãðóïè (1, 4)P  ïðèñâÿ÷åíî ðîáîòè [4, 5, 
8, 9, 13]. Ó ðîáîòàõ [6, 7] ïîáóäîâàíî ³íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè äëÿ äåÿêèõ íå-
ñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Îïèñó ³íâàð³àíòíèõ îïåðàòî-
ð³â âîñüìèâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ïðè-
ñâÿ÷åíà ðîáîòà [14]. Öÿ ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïîáóäîâ³ ³íâàð³àíòíèõ îïåðàòîð³â 
äëÿ âñ³õ íèçüêîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . 
Äëÿ ðåàë³çàö³¿ öüîãî âèêîíàºìî íàñòóïíå: 

– íà îñíîâ³ ïîâíî¿ êëàñèô³êàö³¿ ä³éñíèõ ñòðóêòóð àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñò³ 
≤ 5, îòðèìàíî¿ Ã. Ì. Ìóáàðàêçÿíîâèì [2, 3], ïðîâåäåìî êëàñèô³êàö³þ âñ³õ 
íèçüêîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ó êëàñè 
³çîìîðôíèõ ï³äàëãåáð; 

– âèêîðèñòàºìî ïîáóäîâàí³ â [15] âñ³ ³íâàð³àíòí³ ôóíêö³¿ â³ä ãðóïîâèõ 
ãåíåðàòîð³â äëÿ âñ³õ ä³éñíèõ àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñò³ ≤ 5 äëÿ çíàõîäæåííÿ 
³íâàð³àíòíèõ îïåðàòîð³â äëÿ âñ³õ íèçüêîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð 
àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P .  

Â îñíîâó ïðîïîíîâàíî¿ ðîáîòè ïîêëàäåíî ïîâíèé ñïèñîê íåñïðÿæåíèõ 
(ç òî÷í³ñòþ äî (1, 4)P -ñïðÿæåíîñò³) ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P , ÿêèé 
ìîæíà çíàéòè â [11]. 

Íà ñüîãîäí³ ïîáóäîâàíî âñ³ ³íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè (óçàãàëüíåí³ îïåðàòî-
ðè Êàç³ì³ðà) äëÿ âñ³õ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ðîç-

ì³ðíîñò³ ≤ 3, à òàêîæ äëÿ á³ëüøîñò³ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ 
ãðóïè (1, 4)P  ðîçì³ðíîñòåé 4 ³ 5. Äëÿ ïðåäñòàâëåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â 
ïîòð³áíî ðîçãëÿíóòè àëãåáðó Ë³ ãðóïè (1, 4)P . 
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1. Àëãåáðà Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Àëãåáðà Ë³ ãðóïè (1, 4)P  çàäàºòüñÿ 15 áà-

çèñíèìè åëåìåíòàìè ,   , 0,1, , 4M Mµν νµ= − µ ν =  , ³ ,   0,1, , 4Pµ
′ µ =  , ÿê³ 

çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàö³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 , 0P Pµ ν
′ ′ =[ ] , 

 ,M P g P g Pµν σ µσ ν νσ µ
′ ′ ′ ′= −[ ] , 

 ,M M g M g M g M g Mµν ρσ µρ νσ νσ µρ νρ µσ µσ νρ
′ ′ ′ ′ ′ ′= + − −[ ] , 

äå ,  , 0,1, , 4gµν µ ν =  , – ìåòðè÷íèé òåíçîð ç êîìïîíåíòàìè 00 11g g= − =  

22 33 44 1g g g= − = − = − =  ³ 0gµν = , ÿêùî µ ≠ ν . Òóò ³ âñþäè íàäàë³ 

M iMµν µν
′ = .  

Ïåðåéäåìî â³ä Mµν
′  ³ Pµ

′  äî òàêèõ ë³í³éíèõ êîìá³íàö³é:  

 40 1 32 2 31 3 21,       ,      ,      G M L M L M L M′ ′ ′ ′= = = − = , 

 4 0 4 0,       ,      1,2,3a a a a a aP M M C M M a′ ′ ′ ′= − = + = , 

 0 4 0 4
0 4,       ,      1,2,3,      

2 2k k

P P P P
X X P k X

′ ′ ′ ′− +′= = = = . 

2. ²íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè îäíîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àë-
ãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Ñïî÷àòêó íàâåäåìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè êëàñèô³êàö³¿ 
ä³éñíèõ îäíîâèì³ðíèõ àëãåáð Ë³ . 

Â³äîìî [3], ùî ³ñíóº ò³ëüêè îäèí òèï ä³éñíèõ àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñò³ 
îäèí. Ïîçíà÷àòèìåìî éîãî 1A  [16]. Îñê³ëüêè âñ³ îäíîâèì³ðí³ àëãåáðè Ë³ º 

³çîìîðôíèìè, òî âîíè áóäóòü òèïó 1A .  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 1A .  

Íèæ÷å âèïèñóºìî îäíîâèì³ðí³ íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 1A  àëãåáðè 

Ë³ ãðóïè (1, 4)P : 

 G ,    3 , 0L eG e+ > ,    3 3 32P C L+ + ,    3 3 3 , 2P C eL e+ + > ,  

 3P ,    3 3L P− ,    3L ,    0 4X X+ ,    0 4X X− ,    4X , 

 1, 0G cX c+ < ,    3 3 3 3, 0, 0L eG X e+ + > <æ æ ,  

 3 3 0 0 0, 0L P X− + α α < ,    3 3 3 0 4( ), 2, 0P C eL X X e+ + + α + > α < , 

 3 4L X− ,     3 1P X+ ,     3 3 3 0 42 ( ), 0P C L X X+ + + α + α < , 

 3 0P X+ ,     ( )3 0 4 , 0L d X X d+ + <  ,     3 3 , 0L X+ α α < . 

Êîæíà àëãåáðà Ë³ òèïó 1A  ìàº îäèí ³íâàð³àíòíèé îïåðàòîð (îïåðàòîð 
Êàç³ì³ðà), ÿêèì º ¿¿ áàçèñíèé åëåìåíò.  

3. ²íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè äâîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåá-
ðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Ñïî÷àòêó íàâåäåìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè êëàñèô³êàö³¿ ä³éñ-
íèõ äâîâèì³ðíèõ àëãåáð Ë³. Â³äîìî, ùî º ò³ëüêè äâà ð³çí³ òèïè ä³éñíèõ äâî-
âèì³ðíèõ àëãåáð Ë³: ðîçêëàäíèé, 1 1 12A A A⊕ ≡ , ³ íåðîçêëàäíèé, 2A  [3]. Àë-

ãåáðè Ë³ òèïó 12A  – àáåëåâ³. Áàçèñí³ åëåìåíòè ( 1e  ³ 2e ) àëãåáð Ë³ òèïó 2A  

çàäîâîëüíÿþòü êîìóòàö³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ 1 2 2,e e e=[ ]  [15].  
Íèæ÷å íàâîäèìî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äëÿ äâîâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ 

ï³äàëãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P .  
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Àëãåáðè Ë³ òèïó 12A .  

Âèïèøåìî íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 12A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P : 

 3,G L ,    1,G X ,     3 3, , 0L eG X e+ > ,    3 3 3,P C L+ , 

 3 3 3 0 42 ,P C L X X+ + + ,     3 3 3 0 4, , 2P C eL X X e+ + + > , 

 1 2,P P ,      3 3,L P ,      3 1,P X ,     3 4,P X ,      3 3 4,L P X− ,  

 3 4,L X ,    3 0 4,L X X+ ,    3 0 4,L X X− ,    0 4 0 4,X X X X+ − ,  

 1 4,X X ,    1 0 4,X X X− ,    3 4 3 0, , 0L X P hX h− + > ,  3 4 3,L X P− , 

 3 3 0,L P X+ ,    3 3, , 0G aX L a+ < ,    3 3, , 0G L dX d+ < ,  

 3 0 1,P X X+ ,     3 2 1,P X X+ ,     3 0 4,P X X+ ,    3 1 4,P X X+ ,  

 2 2 1 2, , 0G a X X a+ < ,     3 3 0 0 4 0, , 0L P a X X a− + < ,  

 3 3 3 0 4, ( ), 0P C L d X X d+ + + < ,     3 4 3,L X X− ,  

 3 3 3 0 4 3, , 0L d X X X d+ + < ,      3 3 3 0 4 3, , 0L d X X X d+ − < ,  

 3 4 4 0 4 4, , 0L d X X X d+ − < ,      3 0 4 4( ), , 0L X X X+ α + α < ,  

 3 3 3 4 3, , 0L a X X a+ < ,  

 3 0 4 3 3 0 4( ), ( ), 0, 0L X X P C X X+ α + + + β + α < β < , 

 1 3 2,P X P+ ,      1 3 2 2 3, , 0, 0P X P X X+ + γ + β γ > β > , 

 1 3 2 2, , 0P X P X+ + γ γ > ,      1 2 2 3, , 0P P X X+ + β β > ,  

 1 2 2,P P X+ ,      3 3 3, , 0, 0G X L X+ α + β α < β < . 

Äëÿ àáåëåâèõ àëãåáð Ë³ òèïó 12A  ³íâàð³àíòíèìè îïåðàòîðàìè º ¿õí³ áà-
çèñí³ åëåìåíòè.  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 2A :  

 1 2 2,e e e=[ ] . 

Íèæ÷å âèïèñóºìî íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 2A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P : 

 3,G P− ,   3 3
1 , , 0G L P d
d

− − > ,    4,G X− ,   3 4
1 , , 0G L X e
e

− − > , 

 1 3, , 0G aX P a− − < ,    1 4, , 0G cX X c− − < , 

 3
3 3 4 3

1 , , 0, 0G L X X e
e e

 − + + > < 
 

æ
æ . 

Àëãåáðè Ë³ òèïó 2A  íå ìàþòü ³íâàð³àíòíèõ îïåðàòîð³â [15, 16]. 

4. ²íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè òðèâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàëãåáð àëãåá-
ðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . Ñïî÷àòêó íàâåäåìî äåÿê³ ðåçóëüòàòè êëàñèô³êàö³¿ ä³éñ-
íèõ òðèâèì³ðíèõ àëãåáð Ë³. 

Óòâîðþþ÷è ïðÿì³ ñóìè îäíîâèì³ðíèõ àëãåáð Ë³ òèïó 1A  ç àëãåáðàìè 

Ë³ ðîçì³ðíîñò³ äâà, îòðèìóºìî äâà òèïè àëãåáð Ë³ ðîçì³ðíîñò³ òðè: 13A , 

2 1A A⊕ . Êð³ì òîãî, ³ñíóº 9 òèï³â ä³éñíèõ íåðîçêëàäíèõ àëãåáð Ë³: 3,1, ,A   

3,9A  (äèâ. [3, 15]), äâà ç ÿêèõ çàëåæàòü â³ä ïàðàìåòð³â (òîáòî ñêëàäàþòü 

êîíòèíóóìè àëãåáð Ë³).  

 Ó ö³é ðîáîò³ ñèìâîë ,
a
r jA  îçíà÷àòèìå ïðîñòî j -òó àëãåáðó Ë³ ðîçì³ð-

íîñò³ r  (òóò a  – íåïåðåðâíèé ïàðàìåòð, â³ä ÿêîãî çàëåæèòü àëãåáðà). 
Íàäàë³ ïðè çàäàíí³ êîíêðåòíî¿ àëãåáðè Ë³ âèïèñóâàòèìåìî ò³ëüêè â³ä-

ì³íí³ â³ä íóëÿ êîìóòàö³éí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, ââàæàþ÷è ïðè öüîìó âñ³ íåâè-
ïèñàí³ íóëÿìè [3, 15]. 
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Íàâåäåìî îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äëÿ òðèâèì³ðíèõ íåñïðÿæåíèõ ï³äàë-
ãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P . 

Àëãåáðè Ë³ òèïó 13A . 

Íèæ÷å âèïèñóºìî íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 13A  àëãåáðè Ë³ ãðó-

ïè (1, 4)P : 

 3 3, ,G L X ,    1 2, ,G X X ,    3 3 3 0 4, ,P C L X X+ + ,  

 1 2 3, ,P P P ,   1 2 3, ,P P X ,   1 2 4, ,P P X ,    3 3 4, ,L P X ,   3 1 2, ,P X X ,  

 3 1 4, ,P X X ,   3 0 4, ,L X X ,   3 3 4, ,L X X ,    3 3 0 4, ,L X X X− ,  

 0 4 1 0 4, ,X X X X X+ − ,    4 1 2, ,X X X ,    1 2 0 4, ,X X X X− , 

 3 3 0 4, ,L P X X+ ,     3 0 1 2, ,P X X X+ ,     3 0 1 4, ,P X X X+ ,  

 3 2 1 4, ,P X X X+ ,      3 3 1 2 3, , , 0G a X X X a+ < ,  

 3 3 3 0 4 3, , , 0L d X X X d+ < ,      3 4 4 3 0 4 4, , , 0L d X X X X d+ + <  ,  

 3 0 4 3 4( ), , , 0L X X X X+ α + α < ,      1 2 2 3, ,P P X X+ ,  

 1 3 2 2 3 4, , , 0P X P X X X+ γ + + δ γ > ,    1 2 2 3 4, , , 0P P X X X+ + δ δ > ,  

 1 2 2 4, ,P P X X+ ,    1 3 2 4, ,P X P X+ ,    1 2 2 3 3, , , 0P P X P X+ α + γ α > . 

Îñê³ëüêè àëãåáðè Ë³ òèïó 13A  º àáåëåâèìè, òî ³íâàð³àíòíèìè îïåðàòî-
ðàìè äëÿ íèõ áóäóòü ¿õí³ áàçèñí³ åëåìåíòè. 

Àëãåáðè Ë³ òèïó 2 1A A⊕ . 

Íèæ÷å âèïèñóºìî íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 2 1A A⊕  àëãåáðè Ë³ ãðó-

ïè (1, 4)P : 

 3 3,G P L− ⊕ ,      4 3,G X L− ⊕ ,       3 1,G P X− ⊕ ,  

 4 1,G X X− ⊕ ,         3 3 4
1 , , 0G L X e X
e

− − > ⊕ , 

 3 4 3 3, , 0 , 0G aX X a L dX d− − < ⊕ + < , 

 3 4 3, , 0G aX X a L− − < ⊕ ,        4 3 3, , 0G X L dX d− ⊕ + < , 

 2 2 3 2 1, , 0G a X P a X− − < ⊕ ,       2 2 4 2 1, , 0G a X X a X− − < ⊕  . 

Â³äîìî, ùî ³íâàð³àíòíèìè îïåðàòîðàìè äëÿ àëãåáð Ë³ òèïó 2 1A A⊕  º 

³íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè ï³äàëãåáð 2A  ³ 1A  (äèâ., íàïðèêëàä, [15]). Àëãåáðè Ë³ 

òèïó 2A  íå ìàþòü ³íâàð³àíòíèõ îïåðàòîð³â [15, 16]. Êîæíà àëãåáðà Ë³ òèïó 

1A  ìàº îäèí ³íâàð³àíòíèé îïåðàòîð, ÿêèì º ¿¿ áàçèñíèé åëåìåíò. Òîìó ³íâà-

ð³àíòíèìè îïåðàòîðàìè äëÿ àëãåáð Ë³ òèïó 2 1A A⊕  áóäóòü áàçèñí³ åëåìåí-

òè àëãåáð 1A .  

 Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,1A :  

 2 3 1,e e e=[ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,1A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 1. 
 Таблиця 1 
Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

4 3 32 ,  ,  X P X  4X  

4 3 1 32 ,  ,  ,    0bX P X bX b+ >  4X  

4 3 3 32 ,  ,  X L P X− −  4X  
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4 3 3 3 02 ,  ,  ,    0dX L dX P X d− + + <  4X  

4 3 3 32 ,  ,  ,    0dX L dX P d− + <  4X  

4 3 0 32 ,  ,  X P X X+  4X  

4 3 1 32 ,  ,  X P X X+  4X  

4 3 2 1 32 ,  ,  ,    0bX P X X bX b+ + >  4X  

4 3 0 1 32 ,  ,  ,    0bX P X X bX b+ + >  4X  

4 3 3 0 0 3 02 ,  ,  ,    0X L P X X− − + α α <  4X  

4 1 2 3 2 1 2 34 ,  ,  ,   0,   0X P X X P X X X− + + γ − + µ + δ µ > γ >  4X  

4 1 2 2 1 2 34 ,  ,  ,    0X P X P X X X− + − + µ + δ δ >  4X  

4 1 2 2 1 24 ,  ,  ,    0X P X P X X− + − + µ µ >  4X  

4 1 2 3 2 14 ,  ,  ,    0X P X X P X− + + β − β >  4X  

4 1 2 2 14 ,  ,  X P X P X− + −  4X  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,2A :  

 1 3 1 2 3 1 2, ,      ,e e e e e e e= = +[ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,2A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ³ ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 2. 
 Таблиця 2 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 4 3 1 1 3 3 1 32 ,  ,  ,    0,    0a X P G a X a X a a+ + < <  3
4

3 4
exp

2
P

X
a X
−  

 
 

3 4 3 3 3 32 ,  ,  ,   0a X P G a X a+ <  3
4

3 4
exp

2
P

X
a X
−  

 
 

3 3
4 3 3 3 3

12 ,  ,  ,   0,   0X P G L X d
d d d

α α
+ + > α <  

3
4

3 4
exp

2
dP

X
X

−  α 
 

Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,3A :  

 1 3 1 2 3 2, ,        ,e e e e e e= =[ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,3A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 3. 
 Таблиця 3 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2,  ,  P P G  2

1

P
P

 

3 4,  ,  P X G  4

3

X
P

 

3 4 3
1,  ,  ,    0P X G L d
d

+ >  4

3

X
P

 

1 2 3 3 3,  ,  ,    0P P G a X a+ <  2

1

P
P

 

3 4 1 1 1,  ,  ,    0P X G a X a+ <  4

3

X
P
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Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,4A :  

 1 3 1 2 3 2, ,     ,e e e e e e= = −[ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,4A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 4. 
 Таблиця 4 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

0 4,  ,  X X G−  0 4X X  

0 4 3
1,  ,  ,    0X X G L e
e

− − >  0 4X X  

0 4 1,  ,  ,    0X X G cX c− − <  0 4X X  

3
0 4 3 3 3

1,  ,  ,    0,    0X X G L X e
e e

− − − > <
æ

æ  0 4X X  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,6A : 

 1 3 2 2 3 1, ,        ,e e e e e e= − =[ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,6A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 5. 
 Таблиця 5 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3,  ,  P P L− −  2 2
1 2P P+  

1 2 3 3,  ,  P P P L− −  2 2
1 2P P+  

1 2 3 3,  ,  X X P L− −  2 2
1 2X X+  

1 2 3,  ,  ,    0X X L eG e+ >  2 2
1 2X X+  

1 2 3,  ,  X X L  2 2
1 2X X+  

1 2 3 3 3
1,  ,  ( )
2

X X L P C+ +  2 2
1 2X X+  

1 2 3 3 3
1,  ,  ( ),    2X X L P C e
e

− − − + >  2 2
1 2X X+  

3 0 4 3 3 3
1,  ,  ( ) ,    0
2 2

eX X X P C L e− − + − >  2 2
3 0 4( )X X X+ −  

1 2 3 3 3 3,  ,  ,    0P P L d X d+ <  2 2
1 2P P+  

1 1 2 2 3 3,  ,  P X P X P L− − + −  2 2
1 1 2 2( ) ( )P X P X+ + +  

1 2 3 3 0 0 0,  ,  ,    0X X L P X− + α α <  2 2
1 2X X+  

1 2 3 3 3 3,  ,  ,    0,    0X X L eG X e+ + > <æ æ  2 2
1 2X X+  

1 2 3 0 4,  ,  ( ),    0X X L d X X d− − − + <   2 2
1 2X X+  

1 2 3 3,  ,  ,    0X X L X− − − α α <  2 2
1 2X X+  

1 2 3 3 3 0 4
1,  ,  ( ) ( ),    0
2 2

X X L P C X Xα+ + + + α <  2 2
1 2X X+  

1 2 3 3 3 0 4
1,  ,  ( ) ( ),   2,   0X X L P C X X e
e e

α+ + + + > α <  2 2
1 2X X+  

1 2 4 3,  ,  P P X L− −  2 2
1 2P P+  

1 2 3 4,  ,  X X L X−  2 2
1 2X X+  
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Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,7
aA : 

 1 3 1 2 2 3 1 2, ,      , ,       0e e ae e e e e ae a= − = + >[ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,7
aA  ( a c= ) àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ 

³íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 6. 
 Таблиця 6 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3,  ,  ,    0P P L cG c+ >  2 2 1 2
1 2

1 2

icP iP
P P

P iP
+ +  − 

( )  

1 2 3 3,  ,  ,   0,    0P P L cG bX c b+ + > <  2 2 1 2
1 2

1 2

icP iP
P P

P iP
+ +  − 

( )  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,8A :  

 1 3 2 1 2 1 2 3 3, 2 ,      , ,      ,e e e e e e e e e= − = =[ ] [ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,8A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 7. 
 Таблиця 7 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

3 3,  ,  P G C−  2
3 3 3 32G P C C P− −  

Àëãåáðè Ë³ òèïó 3,9A :  

 1 2 3 2 3 1 3 1 2, ,       , ,       ,e e e e e e e e e= = =[ ] [ ] [ ] . 

Íåñïðÿæåí³ ï³äàëãåáðè òèïó 3,9A  àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  òà ¿õ ³íâàð³-

àíòí³ îïåðàòîðè íàâåäåíî â òàáë. 8. 
 Таблиця 8 

Базисні елементи підалгебри Інваріантні оператори 

1 2 3,  ,  L L L  2 2 2
1 2 3L L L+ +  

1 1 1

2 2 2

3 3 3

1 1 ( ),
2 4
1 1 ( ),
2 4
1 1 ( )
2 4

L P C

L P C

L P C

+ +

+ +

+ +

 

2

1 1 1
1 1 ( )
2 4

L P C + + +  
 

          
2

2 2 2
1 1 ( )
2 4

L P C + + + +  
 

          
2

3 3 3
1 1 ( )
2 4

L P C + + +  
 

Îòæå, ïîáóäîâàíî ³íâàð³àíòí³ îïåðàòîðè äëÿ âñ³õ íåñïðÿæåíèõ ï³äàë-
ãåáð àëãåáðè Ë³ ãðóïè (1, 4)P  ðîçì³ðíîñò³ ≤ 3. 
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OБ ИНВАРИАНТНЫХ ОПЕРАТОРАХ НЕСОПРЯЖЕННЫХ ПОДАЛГЕБР МАЛЫХ 
РАЗМЕРНОСТЕЙ АЛГЕБРЫ ЛИ ГРУППЫ ПУАНКАРЕ (1, 4)P   
 
Ïóò¸ì êëàññèôèêàöèè íåñîïðÿæåííûõ ïîäàëãåáð ìàëûõ ðàçìåðíîñòåé àëãåáðû Ëè 
ãðóïïû Ïóàíêàðå (1, 4)P  â êëàññû èçîìîðôíûõ ïîäàëãåáð ïîñòðîåíû âñå èíâàðè-
àíòíûå îïåðàòîðû (îáîáùåííûå îïåðàòîðû Êàçèìèðà) äëÿ âñåõ íåñîïðÿæåííûõ 
ïîäàëãåáð àëãåáðû Ëè ãðóïïû (1, 4)P  ðàçìåðíîñòè 3≤ , à òàêæå äëÿ áîëüøèíñòâà 

íåñîïðÿæåííûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû Ëè ãðóïïû (1, 4)P  ðàçìåðíîñòåé 4 è 5. Ïðåä-
ñòàâëåíû èíâàðèàíòíûå îïåðàòîðû äëÿ âñåõ íåñîïðÿæåííûõ ïîäàëãåáð àëãåáðû 
Ëè ãðóïïû (1, 4)P  ðàçìåðíîñòåé 3≤ . 
 
ON INVARIANT OPERATORS OF LOW-MEASURABLE NON-CONJUGATED 
LIE ALGEBRA’S SUB-ALGEBRA OF POINCARE GROUP (1, 4)P  
 
By classification of low-measurable non-conjugated Lie algebra’s sub-algebras of Poin-
care group (1, 4)P  in the class of isomorphic sub-algebras we have constructed all in-
variant operators (the Kazimir generalized operators) for all non-conjugated Lie algeb-
ra’s sub-algebras for group (1, 4)P  of dimension 3≤  and also for majority of non-con-

jugated Lie algebra’s sub-algebras for group (1, 4)P  of dimension 4 and 5. The invariant 

operators for all non-conjugated Lie algebra’s sub-algebras for group (1, 4)P  of dimen-

sion 3≤  have been presented.  
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