
132 ISSN 0130–9420. Мат. методи та фіз.-мех. поля. 2016. – 59, № 1. – С. 132-140. 

УДК 539.3 
 
Я. М. Григоренко, Л. С. Рожок 
 
ВПЛИВ ЗМІНИ ПАРАМЕТРІВ ОРТОТРОПІЇ НА  
НАПРУЖЕНИЙ СТАН ПОРОЖНИСТИХ ЦИЛІНДРІВ З УГНУТИМ 
ГОФРОВАНИМ ПОПЕРЕЧНИМ ПЕРЕРІЗОМ 
 

У просторовій постановці із застосуванням методу апроксимації функцій 
дискретними рядами Фур’є проведено аналіз впливу параметрів ортотропії 
на напружений стан порожнистих циліндрів з поперечним перерізом у ви-
гляді з’єднаних угнутих напівгофрів, що знаходяться під дією внутрішнього 
тиску при певних умовах на торцях. результати дослідження напруженого 
стану наведено у вигляді графіків і таблиці. 

 
На сучасному етапі розвитку науки і техніки збільшується кількість 

конструкцій і їх елементів, виконаних у вигляді оболонок з круговою та не 
круговою формою поперечного перерізу [5, 14]. Використання конструкцій 
подібного типу дає змогу задовольнити вимоги, пов’язані зі зменшенням ва-
ги конструкції без зниження її несучої здатності. Оболонкові конструкції 
широко застосовують в аерокосмічній, автомобільній промисловості, при 
будівництві споруд та ін. [10, 11, 15]. 

Складні умови експлуатації конструкцій і їх елементів призводять до 
необхідності використання різноманітних композитних матеріалів, що здат-
ні значно підвищити їх надійність і вагову ефективність [6, 9, 16]. 

Розрахунки напружено-деформованого стану елементів конструкцій 
здійснюється на основі сучасних розрахункових схем, які вдало поєднують 
аналітичні та чисельні методи [12, 13]. 

Ця стаття є продовженням досліджень напружено-деформованого ста-
ну циліндрів з некруговою формою поперечного перерізу. Розглядаються 
порожнисті циліндри, поперечний переріз яких являє собою з’єднані угнуті 
напівгофри, описані за допомогою укороченої гіпоциклоїди. Задачу роз-
в’язано в просторовій постановці із використанням аналітичних методів від-
окремлення змінних, апроксимації функцій дискретними рядами Фур’є [8] 
та чисельного методу дискретної ортогоналізації [1]. 

1. Постановка задачі. В ортогональній криволінійній системі координат 
, ,s ψ γ , де s  – довжина дуги твірної, ψ , 0 2≤ ψ ≤ π , – кутовий параметр, 

центральний кут в поперечному перерізі, γ , 1 2γ ≤ γ ≤ γ , – нормальна коор-
дината по товщині циліндра, розглядаємо пружні порожнисті циліндри 
сталої товщини під дією внутрішнього тиску 0 sin ( )q q s= π /l , 0 constq = . 

Напрямну серединної поверхні задаємо укороченою гіпоциклоїдою [3] в 
параметричній формі у вигляді 

 ( ) cos cos A ax A a a
a
− = − ψ + λ ψ 

 
, 

 ( ) sin sin A ay A a a
a
− = − ψ − λ ψ 

 
. 

Тут A  – радіус нерухомого кола; a , 0a > , – радіус рухомого кола; aλ , 
1λ < , – відстань до центра рухомого кола. 
Першу квадратичну форму у вибраній криволінійній ортогональній 

системі координат запишемо у вигляді 

 2 2 2 2 2
2 ( , )dS ds B d d= + ψ γ ψ + γ , 

де 

 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ),      ( , ) 1
( )

B B H H H
R

γ
= ψ γ = ψ γ ω ψ = ψ γ = +

ψ
, 
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ψ

    +    ψ ψ       ω = ω ψ = + = ψ =   ψ ψ   
−

ψ ψψ ψ

/

, 

ω  – коефіцієнт переходу від координати дуги напрямної до кутового па-
раметра ψ , Rψ  – радіус кривини серединної поверхні в поперечному пе-

рерізі. 
За вихідні приймаємо рівняння просторової теорії пружності для анізо-

тропного тіла [4]. На торцях циліндра розглядаємо умови простого опирання 

 0,     0,     0s u uψ γσ = = =  при  0,     s s= = l , (1) 

Граничні умови на бічних поверхнях мають вигляд 

 ,     0,     0sqγ γ γ ψγσ = τ = τ =  при 1γ = γ , (2) 

 0,     0,     0sγ γ ψγσ = τ = τ =  при 2γ = γ . (3) 

Приймемо за розв’язувальні функції компоненти напружень γσ , sγτ , 

ψγτ  і переміщень uγ , su , uψ . Після певних перетворень з основних рівнянь 

отримаємо розв’язувальну систему диференціальних рівнянь із частинними 
похідними шостого порядку зі змінними коефіцієнтами, що описує триви-
мірну крайову задачу: 

 
2

2 2
2 22

2 2 2

1 1 1( 1)
sH H

c b u
H s B H

γ γ ψγ
γ γ

∂σ ∂τ ∂τ∂ ∂ = − σ − − + + ∂γ ∂γ ∂ ∂ψ ∂γ 
 

 2 2
12 22 2

2 2

1 1 1s
uH u H

b b
H s H

ψ∂∂ ∂ ∂
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∂γ ∂ ∂γ ω ∂ψ
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∂τ ∂σ ∂∂ ∂ ∂
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1 1 1( )s
uu

b b b
B B B s

ψ∂∂∂  − − + ∂ψ ∂ψ ∂ ∂ψ 
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 2 2
2 22

2 2 2 2

1 2 1 1H H
c b u

B H B H
ψγ γ

ψγ γ

∂τ ∂σ ∂ ∂∂  = − − τ − − ∂γ ∂ψ ∂γ ∂ψ ∂γ 
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1 1 1( ) s
u uu

b b b b
B s B B s

ψ ψ∂ ∂∂ ∂  − + − − ∂ ∂ψ ∂ψ ∂ψ  ∂
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 2
4 2 1 2

2 2

1 1s
u uH u

c c u c c
H s B

γ ψ
γ γ

∂ ∂∂ ∂
= σ − − −

∂γ ∂γ ∂ ∂ψ
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 2
55 44

2 2

1 1,      s
s

u u uu H
a a u

s B H
γ ψ γ

γ ψγ ψ

∂ ∂ ∂∂ ∂
= τ − = τ − +

∂γ ∂ ∂γ ∂ψ ∂γ
, (4) 

з граничними умовами (1)–(3). Коефіцієнти 

 11 22 66 12 12 66,      b a a b a a= Ω = − Ω/ / , 

 2 2
22 11 66 66 11 22 12 11 22 12 66,      ,        b a a b a a a a a a a= Ω = − Ω Ω = −/ /( ) ( ) , 

 1 11 13 12 23 2 12 13 22 23( ),        ( )c b a b a c b a b a= − + = − + , 

 4 33 1 13 2 23c a c a c a= + + , 
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визначаємо через механічні параметри таким чином: 

 11 12 13
1 ,     ,     

s s s s

s s s

a a a
E E E E E

ψ ψ γ γ

ψ γ

ν ν ν ν
= = − = − = − = − , 

 22 23 33
1 1,      ,      a a a

E E E E
γψ ψγ

ψ ψ γ γ

ν ν
= = − = − = , 

 44 55 66
1 1 1,       ,       

s s

a a a
G G Gψγ γ ψ

= = = . 

Тут sE , Eψ , Eγ  – модулі пружності в напрямку осей координат, Gψγ , sG γ , 

sG ψ  – модулі зсуву, ψγν , sγν , sψν , γψν , sγν , sψν  – відповідні коефіцієнти 

Пуассона.  
 Співвідношення (1)–(4) складають замкнену систему диференціальних 
рівнянь із частинними похідними, що описує напружений стан циліндрів 
розглядуваного класу в області 1 20 , 0 2 ,s≤ ≤ ≤ ψ ≤ π γ ≤ γ ≤ γ{ }l . 

2. Метод розв’язування. Наявність граничних умов (1) дає змогу від-
окремити змінні вздовж твірної циліндра. Для цього компоненти наванта-
ження і розв’язувальні функції подамо у вигляді розвинень в ряди Фур’є 
за координатою s : 

 
1

( , , ) ( , ) sin
N

n n
n

X s X s
=

ψ γ = ψ γ λ∑ , 

 
0

( , , ) ( , ) cos
N

n n
n

Y s Y s
=

ψ γ = ψ γ λ∑ . (5) 

Тут , , , ,X u u qγ ψγ γ ψ γ= σ τ{ } , ,s sY uγ= τ{ } , n
nπλ =
l

, 0 s≤ ≤ l . 

Підставивши ряди (5) у розв’язувальну систему диференціальних рів-
нянь (4) та відповідні граничні умови (1)–(3) і відокремивши змінні, дістане-
мо розв’язувальну систему диференціальних рівнянь із частинними похід-
ними зі змінними коефіцієнтами, що описує двовимірну крайову задачу для 
кожного члена розвинень (5) [2]. 

Для відокремлення змінних у напрямку напрямної циліндра за коор-
динатою ψ  замінимо добутки розв’язувальних функцій на коефіцієнти, що 

перешкоджають цьому відокремленню, доповняльними функціями ,
j
i nϕ , 

1, ,7i = … , 1, , 5j = … , 0, ,n N= … . 
Подаючи розв’язувальні, доповняльні функції та компоненти наванта-

ження у вигляді розвинень у ряди Фур’є за координатою ψ : 

 
0 1

( , ) ( ) cos ,        ( , ) ( ) sin
K K

k k
k k

X X k Y Y k
= =

ψ γ = γ ψ ψ γ = γ ψ∑ ∑% % % % , 

 1 4 6, , , , , , ,j j
s sX u u qγ γ γ γ= σ τ ϕ ϕ ϕ% { }  

 2 3 5 7, , , , ,j jY uψγ ψ= τ ϕ ϕ ϕ ϕ% { } , (6) 

та підставляючи їх у розв’язувальну систему диференціальних рівнянь і 
відповідні граничні умови, після відокремлення змінних дістаємо систему 
звичайних диференціальних рівнянь відносно амплітудних значень рядів (6) 
у вигляді 

 
, 1 1 5 4 3

2 1, , 4, 22 1, 12 1, 22 4,( 1)
k

k n s k k k n k k

d
c b b b

d
γ

γ

σ
= − ϕ + λ τ − ϕ + ϕ + λ ϕ + ϕ

γ
, 
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 , 2 2 3
1 , 11 , 1, 12 1, 66 6,

s k
n k n s k k n k k

d
c b u b b

d
γ

γ

τ
= − λ σ + λ − ϕ − λ ϕ − ϕ −

γ
 

 2
12 66 4,( ) n kb b− + λ ϕ , 

 
, 2 1 1

66 , 2 3, 2, 22 5,2
k

n k k k k

d
b u c b

d
ψγ

ψ

τ
= λ − ϕ − ϕ − ϕ −

γ
 

 3
12 66 3, 22 7,( ) n k kb b b− + λ ϕ − ϕ , 

 
, 2 3

4 , 1 , 2 4, 2 1,
k

k n s k k k

du
c c u c c

d
γ

γ= σ + λ − ϕ − ϕ
γ

, 

 ,
55 , ,

s k
s k n k

du
a u

d γ γ= τ − λ
γ

, 

 
, 2 2

44 , 3, 2, ,      0, ,
k

k k k

du
a k K

d
ψ

ψγ= τ − ϕ + ϕ =
γ

… , (7) 

з граничними умовами 

 , , , ,,     0,      0k k s k kqγ γ γ ψγσ = τ = τ =  при 1γ = γ , (8) 

 , , ,0,        0,       0k s k kγ γ ψγσ = τ = τ =  при 2γ = γ . (9) 

У розв’язувальну систему диференціальних рівнянь (7) введено такі 
доповняльні функції: 

 1, , , , , ,
2 2

1 1, , , , ,      1, ,5j
n n s n n s n nu u u j

H R H Rγ γ γ γ
ψ ψ

 ϕ = σ τ = 
 

… , 

 2, , ,
2

1 , 1,2,        j
n n nu j

H R ψγ ψ
ψ

ϕ = τ ={ } , 

 
, , ,

3,
2

1 , , ,        1,2,3
n n s nj

n

u u
j

B
γ γ∂σ ∂ ∂ ϕ = = ∂ψ ∂ψ ∂ψ 

, 

 
, , ,

4,
2

1 1, , ,       1,2,3
n n nj

n

u u
j

B R
ψγ ψ ψ

ψ

∂τ ∂ ∂ ϕ = = ∂ψ ∂ψ ∂ψ 
, 

 3 3
5, 1, 6, 3,

2 2

1 1,    n n n nB B
∂ ∂ϕ = ϕ ϕ = ϕ

∂ψ ∂ψ
, 

 2
7, 4,

2

1 ,    0, ,n n n N
B

∂ϕ = ϕ = …
∂ψ

. (10) 

Отриману крайову задачу (8), (9) розв’язуємо стійким чисельним мето-
дом дискретної ортогоналізації одночасно для всіх гармонік k  розвинень (6) 
у ряди Фур’є. Під час інтегрування на кожному кроці застосування чи-
сельного методу амплітудні значення доповняльних функцій обчислюємо за 
поточними амплітудними значеннями розв’язувальних функцій із вико-
ристанням методу апроксимації функцій дискретними рядами Фур’є. 

3. Числові результати. На основі викладеного підходу проведемо до-
слідження залежності напруженого стану порожнистих циліндрів з угнутим 
гофрованим поперечним перерізом, що знаходяться під дією внутрішнього 
тиску, від зміни параметрів ортотропії. 

Задачу розв’язано за таких вихідних даних: радіус нерухомого кола 
18A = , радіус рухомого кола 2, 3a = − − , параметр 0.4λ = , товщина ци-

ліндра 2.8h = , довжина циліндра 60=l . Для механічних параметрів мате-
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ріалу приймаємо 0.3sψ ψγν = ν = , 0 constsE E Eγ= = = , 0E Eψ = µ , sG ψ =  

0E= δ , 0sG G E dγ ψγ= = / , 10d = . Розглядаємо п’ять варіантів ортотропії: 

 1°) 2,       0.3,         0.075   sγµ = δ = ν = , 

 2°) 1.35,       0.215,      0.122sγµ = δ = ν = , 

 3°) 1,           0.385,      0.3sγµ = δ = ν = , 

 4°) 0.741,      0.159,      0.165sγµ = δ = ν = , 

 5°) 0.5,         0.125,      0.15sγµ = δ = ν = . 

Варіант 3° значень пружних сталих відповідає випадку ізотропного 
матеріалу, коли 0 constsE E E Eγ ψ= = = = , 0 (2(1 ))sG G Eγ ψγ= = + ν/ , sγν =  

0.3sψγ ψ= ν = ν = ν = . 

На рис. 1 – 4 наведено результати розв’язання задачі у вигляді 
графіків розподілу переміщень і напружень в середньому перерізі по дов-
жині циліндра. На рисунках криві розподілу відповідних функцій для п’яти 
варіантів ортотропії розташовані відповідно до їх номерів. Штриховою лі-
нією показано криві для ізотропного випадку (варіант 3°). 

На рис. 1 наведено графіки розподілу переміщень 0/u E qγ  серединної 

поверхні вздовж напрямної циліндра. Криві на рис. 1а відповідають ци-
ліндрам для 2a = − , на рис. 1б – для 3a = − .  

  
 а) б) 

Рис. 1 
З рис. 1а видно, що максимальних значень переміщення 0/u E qγ  досяга-

ють у зоні западини напівгофрів при 9ψ = π/  і відносяться відповідно, як 

156.1 : 163.7 : 70.5 : 175.9 : 185.2 . При цьому порівняно з ізотропним варіантом 
значення переміщень збільшуються у 2.2 , 2.3 , 2.5 , 2.6  рази. При переході 
із зони з’єднання напівгофрів ( 0)ψ =  до їх западини ( 9)ψ = π/  переміщення 

зростають відповідно у 4.7 , 5.6 , 11.2 , 9.7 , 30.8  рази для п’яти варіантів 
ортотропії. 

Зменшення кількості напівгофрів при 3a = −  (рис. 1б), призводить до 

збільшення значень переміщень 0/u E qγ  для всіх варіантів ортотропії в 

1.5 2.5÷  рази. При цьому максимальними є значення у западині гофрів при 
6ψ = π/  і порівняно з ізотропним варіантом переміщення збільшуються 

відповідно у 1.3 , 1.5 , 1.9 , 2.3  рази. 

На рис. 2 наведено графіки розподілу полів напружень 0/ q−
ψσ  на внут-

рішній поверхні циліндра вздовж його напрямної. Криві на рис. 2а відпові-
дають циліндрам для 2a = − , на рис. 2б – для 3a = − . 
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 а) б) 

Рис. 2 

На рис. 2а бачимо, що максимальних абсолютних значень напруження 

0/ q−
ψσ  досягають у місцях з’єднання напівгофрів при 0ψ = , при цьому 

вони збільшуються відповідно у 1.1 , 1.3 , 2.1 , 2.7  рази відносно значень 
напружень для варіанта 3°, що відповідає ізотропному випадку. 

На рис. 2б спостерігаємо іншу картину розподілу полів напружень 

0/ q−
ψσ . Максимальними є значення у перерізі 0ψ =  і порівняно з ізотроп-

ним варіантом для варіантів 1° і 2° напруження зменшуються в 1.6  і 1.2  
рази, а для варіантів 4° і 5° – збільшуються відповідно у 1.5  та 2.2  рази. 

На рис. 3 наведено графіки розподілу полів напружень 0/q+
ψσ  на зов-

нішній поверхні циліндра вздовж напрямної. Криві на рис. 3а відповідають 
циліндрам при 2a = − , на рис. 3б – для 3a = − . 

З рис. 3а видно, що для варіантів ортотропії 1°, 2° і 4° напруження до-
сягають максимальних абсолютних значень у западині напівгофрів і при 
цьому зменшуються для варіантів 1° і 2° в 1.1  та 1.3  рази і збільшуються 
відповідно у 1.8  рази для варіанта ортотропії 4°. Для варіанта 5° напру-
ження досягають свого максимуму у зоні з’єднання напівгофрів і порівняно 
з ізотропним варіантом збільшуються у 2.5  рази. 

Для циліндрів зі значенням параметра 3a = −  (рис. 3б) напруження 

0/q+
ψσ  набувають максимальних значень у западині напівгофрів при 

6ψ = π/  і відносяться як 2.48 : 3.20 : 3.20 : 4.94 : 6.78  відповідно для варіантів 

1°–5° ортотропії. 
 

  
 а) б) 

Рис. 3 
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У табл. 1 наведено значення напружень 0s q−σ /  на внутрішній поверхні 

циліндра в деяких перерізах напрямної для двох значень рухомого радіуса 
2, 3a = − −  та п’яти варіантів ортотропії. Максимальних абсолютних зна-

чень напруження досягають у зоні з’єднання напівгофрів ( 0)ψ =  як для 

2a = − , так і для 3a = − . При цьому порівняно з ізотропним варіантом 3° 
значення напружень збільшуються у 1.8 1.4÷  рази для 2a = −  і в 1.2 1.1÷  

рази для 3a = − . Починаючи з перерізу 45ψ = π/  для 2a = −  та 30ψ = π/  

для 3a = − , значення напружень мало відрізняються один від одного. 

 Таблиця1 

0s q−σ /  

a  ψ  1° 2° 3° 4° 5° 
0  –236.0 –205.2 –113.9 –172.7 –158.2 

45π/  12.54 13.08 9.97 13.47 13.83 

2 45π/  0.86 1.82 2.03 2.77 3.30 

15π/  –6.79 –5.81 –3.60 –4.74 –4.24 

4 45π/  –11.63 –10.67 –7.26 –9.54 –9.07 

–2 

9π/  –13.29 –12.33 –8.52 –11.19 –10.73 

0  94.16 89.42 77.23 84.17 82.19 

30π/  20.10 23.29 16.78 19.97 18.31 

15π/  9.69 9.12 7.79 8.50 8.13 

10π/  0.82 1.40 2.58 2.08 2.34 

2 15π/  –6.31 –5.57 –4.17 –4.88 –4.66 

–3 

6π/  –9.20 –8.54 –7.38 –8.04 –7.93 

Характер розподілу графіків напружень 0s q+σ /  на зовнішній поверхні 

циліндра вздовж напрямної наведено на рис. 4.  
Для варіанту 1° ортотропії при 2a = −  (рис. 4а) максимальних абсолют-

них значень напруження досягають у зоні западини, а для інших варіантів 
– у зоні з’єднання напівгофрів. Порівняно з ізотропним варіантом 3° вели-
чина максимальних напружень збільшується приблизно в 1.5 1.3÷  рази. 

При 3a = −  (рис. 4б) напруження 0s q+σ /  набувають абсолютних макси-

мальних значень у зоні западини напівгофрів і відносяться як 16.19 : 14.73 :  
12.28 : 13.24 : 12.62  відповідно для п’яти варіантів ортотропії. 

  
 а) б) 

Рис. 4 
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Висновки. У просторовій постановці розв’язано задачу та проведено 
дослідження залежності напруженого стану ортотропних порожнистих ци-
ліндрів сталої товщини, що мають поперечний переріз у вигляді угнутих 
напівгофрів, який описано за допомогою укороченої гіпоциклоїди, від пара-
метрів ортотропії для двох значень рухомого кола, що впливає на кількість 
напівгофрів. 

Аналіз проведеного дослідження напруженого стану зазначеного класу 
циліндрів свідчить про одночасний вплив на напружений стан механічних і 
геометричних параметрів циліндрів. Таким чином, змінюючи відповідні ме-
ханічні чи геометричні параметри, можна суттєво впливати на параметри, 
що характеризують напружено-деформований стан розглядуваних цилінд-
рів, з метою вибору найбільш раціонального їх розподілу. 
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ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ПАРАМЕТРОВ ОРТОТРОПИИ НА 
НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ПОЛЫХ ЦИЛИНДРОВ С ВОГНУТЫМ 
ГОФРИРОВАННЫМ ПОПЕРЕЧНЫМ СЕЧЕНИЕМ 
 
В пространственной постановке с применением аппроксимации функций дис-
кретными рядами Фурье проведен анализ влияния параметров ортотропии на 
напряженное состояние полых цилиндров с поперечным сечением в виде соеди-
ненных вогнутых полугофров, находящихся под действием внутреннего давления, 
при определенных условиях на торцах. Приведены результаты исследования в 
виде графиков и таблицы. 
 
EFFECTS OF VARIATION OF ORTHOTROPIC PARAMETERS 
ON STRESS STATE OF HOLLOW CYLINDERS WITH CONCAVE 
CORRUGATED CROSS-SECTION  
 
In the spatial statement using the approximation of functions by the discrete Fourier 
series the analysis of the effects of the orthotropic parameters on stress state of hollow 
cylinders with cross-section in the shape of joined concave semi-corrugations is carried 
out. The cylinders are under action of internal pressure under certain conditions, at the 
ends. The results of the investigation are presented in the form of plots and a table. 
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