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ЕНЕРГІЯ ВНУТРІШНІХ І ПОВЕРХНЕВИХ ХВИЛЬОВИХ РУХІВ У 
ДВОШАРОВІЙ ГІДРОДИНАМІЧНІЙ СИСТЕМІ 
 

Досліджується енергія хвильового руху у двошаровій гідродинамічній системі 
«шар з твердим дном – шар з вільною поверхнею». Проаналізовано залежнос-
ті енергії поверхневого та внутрішнього хвильового руху від геометричних 
та фізичних параметрів досліджуваної системи. Оцінено внесок врахування 
другого наближення при дослідженні повної енергії системи. Виконано пере-
вірку достовірності отриманих результатів. Результати проілюстровано 
графічно. 

 
Вступ. У сучасній гідромеханіці експериментальні та теоретичні до-

слідження хвильових процесів у різного типу рідинах є актуальними та 
практично важливими. 

Аналіз поширення хвиль-вбивць і хвиль типу цунамі виконано С. Ф. До-
ценком зі співавторами. Зокрема, у роботі [3] на основі даних спостережень 
у північно-західній частині Чорного моря проведено аналіз аномальних віт-
рових хвиль (хвиль-убивць). У [4] в рамках нелінійної теорії методом скін-
ченних різниць виконано аналіз розповсюдження хвиль цунамі з басейну в 
прямолінійний канал сталого прямокутного поперечного перерізу. Виявлено, 
що максимальна висота хвиль у каналі реалізується для осередків цунамі, 
розташованих на материковому схилі навпроти входу в канал. 

У [5, 6] експериментально досліджено профілі стоячих гравітаційних 
двовимірних хвиль. Показано, що для таких хвиль існує система вторинних 
циркуляційних течій, які охоплюють всю товщину рідини. 

Наведемо деякі результати недавніх досліджень. У [23] доведено ви-
никнення вертикальних вібрацій при взаємодії верхньої рідини з нижнім 
селевим потоком. Ці вібрації обумовлені генеруванням внутрішніх хвиль в 
пікноклині. У роботі [7] в рамках другого наближення теорії мілкої води до-
сліджується поширення внутрішніх хвиль у двошаровій рідині, яка обме-
жена зверху і знизу. У [17] в рамках капілярно-гравітаційної постановки 
досліджується поширення двох хвильових пакетів хвиль різної довжини в 
одному напрямку. Експериментальне дослідження поширення хвиль у дво-
шаровій рідині подано в [16]. Хвилі генеруються розрідженням зверху, що 
призводить до формування струменя уздовж дна. У [22] представлено екс-
перименти з поширення хвиль у двошаровій рідині з урахуванням скін-
ченної товщини поверхні контакту. У [18] отримано аналітичні розв’язки 
задачі про поширення хвиль у кусково-сталій двошаровій рідині, обмеженій 
зверху і знизу жорсткими границями. 

Невід’ємною складовою таких досліджень є вивчення та аналіз енерге-
тичних характеристик розглядуваних систем, оскільки використання енер-
гії хвильового руху в рідинах є одним із напрямків сучасних досліджень в 
області альтернативних джерел енергії. 

У [13] розглядається модель трансформації довгих внутрішніх хвиль у 
горизонтально-неоднорідному океані, побудована на рівнянні Гарднера. По-
казано, що така модель застосовна для грубих оцінок амплітуди і форми 
внутрішньої хвилі. 

У [15] розглядаються аномально великі поверхневі хвилі в океані. На-
ведено результати обчислювальних експериментів для оцінки коефіцієнтів 
концентрації енергії та імпульсу цих хвиль. Отримані результати можуть 
бути використані для оцінки ризику небезпечного впливу хвиль-убивць. 

У роботах [4, 21] розглядаються чисельне та експериментальне дослід-
ження різного типу перетворювачів енергії океанічних хвиль. Проаналізо-
вано різні підходи до обчислення енергії хвильового руху. 
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Найфе [20] використовував метод багатомасштабних розвинень для ви-
ведення пари диференціальних рівнянь із частинними похідними, які опи-
сують еволюцію хвильових пакетів скінченної амплітуди на поверхні кон-
такту двох напівнескінченних рідин з різними густинами з урахуванням 
ефекту поверхневого натягу. В результаті отримано два альтернативні не-
лінійні рівняння Шредінгера і досліджено стійкість хвильових пакетів скін-
ченної амплітуди. 

Аналогічна задача про поширення хвильових пакетів на поверхні кон-
такту рідкого півпростору і рідкого шару над ним вивчалась у [2], де до-
сліджувалась проблема стійкості хвильових пакетів у системі «шар – пів-
простір» методом багатомасштабних розвинень до третього порядку [8]. У 
статтях, опублікованих останнім часом, розглянуто також різні аспекти 
четвертого наближення проблеми еволюції нелінійних хвильових пакетів 
[9]. Крім цього, виведено еволюційне рівняння для хвильових чисел, близь-
ких до критичного [2], досліджено стійкість розв’язків вказаних рівнянь [8]. 
Області резонансу другої гармоніки, напрямок поширення хвиль, форма 
хвильового пакету в системі «шар – півпростір» описано у статті [10]. 

Ця робота присвячена дослідженню енергії внутрішніх і поверхневих 
хвильових рухів у гідродинамічній системі «шар з твердим дном – шар з 
вільною поверхнею». 

1. Постановка задачі та метод дослідження. Дослідимо задачу про по-
ширення двовимірних хвильових пакетів скінченної амплітуди на поверхні 
рідкого шару 1 1( , ) : , 0x z x h zΩ = < ∞ − ≤ <{ }  з густиною 1ρ  та верхнього 

рідкого шару 2 2( , ) : , 0x z x z hΩ = < ∞ ≤ ≤{ }  з густиною 2ρ . Шари розді-

лені поверхнею контакту ( , )z x t= η , а верхній шар обмежений вільною по-

верхнею 0 ( , )z x t= η . При розв’язуванні враховуємо силу поверхневого на-

тягу на поверхні контакту та на вільній поверхні. Сила тяжіння спрямована 
перпендикулярно до поверхні поділу у від’ємному z -напрямку, рідини вва-
жаємо нестисливими. 

Математична постановка задачі у безрозмірному вигляді має вигляд 

 2 0j∇ ϕ =  в jΩ , 

 , , , ,t j z j x xη − ϕ = − αϕ η  на ( , ),       1,2z x t j= αη = , 

 0, 2, 2, 0,t z x xη − ϕ = − αϕ η  на 0 ( , )z x t= αη , 

 2 2
1, 2, 1 2(1 ) 0.5t tϕ − ρϕ + − ρ η + α ∇ϕ − ρ ∇ϕ −[ ]( ) ( )  

 2 2 3 2
, ,1 0x xxT −− + α η η =( ) /  на ( , )z x t= αη , 

 2 2 2 3 2
2, 0 2 0 0, 0,0.5 ( ) 1 0t x xxT −ϕ + η + α ∇ϕ − + α η η =( ) /  

  на 0 ( , )z x t= αη , 

 1, 10,          z z hϕ = = − , (1) 

де 2 1ρ = ρ ρ/  – відношення густин верхнього і нижнього шарів; a Lα = /  – 

коефіцієнт нелінійності, a  – максимальне відхилення вільної поверхні, L  – 
характерна довжина; jϕ  – потенціал швидкості в області jΩ ; T  і 0T  – ко-

ефіцієнти поверхневого натягу на поверхні контакту та на вільній поверхні, 
відповідно. 

Для визначення наближеного розв’язку задачі (1) для малих, але скін-
ченних, амплітуд застосуємо метод багатомасштабних розвинень до третьо-
го порядку: 
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=

ϕ = α ϕ + α =∑ . (2) 

Тут j
jx x= α , j

jt t= α  – масштабні змінні. Підстановка (2) в (1) приводить 

до трьох наближень досліджуваної системи [1, 11]. Перше наближення має 
вигляд 
 

0 01, 1, 0j x x j zzϕ + ϕ =  в jΩ , 

 
01, 1, 0t j zη − ϕ =  на 0z = , 

 
001, 21, 0t zη − ϕ =  на 2z h= , 

 
0 0 0 011, 21, 1 1,(1 ) 0t t x xTϕ − ρϕ + − ρ η − η =  на 0z = , 

 
0 0 021, 01 0 01, 0t x xTϕ + η − η =  на 2z h= , 

 11, 0zϕ =  на 1z h= − . (3) 

Аналіз розв’язків першого наближення детально проведено в [11]. 

2. Розв’язки першого та другого наближень. Під час дослідження пер-
шої лінійної задачі (3) було отримано дисперсійне співвідношення 

 
2 3

2 2 30 2
1 2 3

2 0

( ) cth ( )
cth ( ) (1 )

cth ( ) ( )

k T k kh
kh k Tk

kh k T k

ω − + ω + ρω = − ρ + 
 ω − +

, (4) 

яке має дві пари коренів 2
1ω  і 2

2ω . Детальний аналіз обох пар коренів був 
проведений в [12]. Відмітимо, що наявність двох пар коренів дисперсійного 
співвідношення дає можливість отримати дві пари незалежних розв’язків 
першого наближення 

– для 1ω : 

 (1)
1 1sin ( )A kx tη = − ω , 

 
2

(1) 1
01 12 3

1 2 0 2

sin ( )
ch ( ) ( ) sh ( )

A kx t
kh k T k kh

ω
η = − ω

ω − +
, 

 (1)
11 1 1

1 1

ch ( ) cos ( )
ch ( )

A k h z kx t
kh

ϕ = − + − ω
ω

( ) , 

 
2 3

(1) 1 1 1 2 0 2
21 2 3 2

1 2 0 2

th ( ) sh ( ( )) ( ) ch ( ( ))

ch ( ) ( ) sh ( )

A kh k h z k T k k h z

kh k T k kh

ω ω − − + −
ϕ = − ×

ω − +

( )

( )
 

 1cos ( )kx t× − ω ; (5) 

– для 2ω : 

 
2 3

(2) 2 2 0 2
1 22

2

ch ( ) ( ) sh ( )
sin ( )

kh k T k kh
B kx t

ω − +
η = − ω

ω
, 

 (2)
01 2sin ( )B kx tη = − ω , 
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kh k T k kh
B k h z kx t

kh

ω − +
ϕ = − + − ω

ω
( ) , 

 
2 3

(2) 1 2 2 0 2
21 2 3

2 2 2 0 2

th ( ) sh ( ( )) ( ) ch ( ( ))

ch ( ) ( ) sh ( )

B kh k h z k T k k h z

kh k T k kh

ω − − + −
ϕ = − ×

ω ω − +

( )

( )
 

 2cos ( )kx t× − ω , (6) 

де A  – амплітуда внутрішньої прогресивної хвилі (1)
1η , а (1)

01η  – це хвиля-

відгук, що виникає на вільній поверхні, B  – амплітуда поверхневої прогре-

сивної хвилі (2)
01η , а (2)

1η  – це хвиля-відгук, що виникає на поверхні 

контакту. 
Розглянемо в першому наближенні енергію, яку переносять за період 

τ  двовимірні прогресивні хвилі, що задаються розв’язками (5), (6), через 
площину constx =  на поверхні контакту та на вільній поверхні. Тоді, згід-
но з [14], маємо вирази 

 

1

0 (1) (2) (1) (2)
11 11 11 11

in

t

t h

E dt dz
t x

+τ

−

∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ + ϕρ
= −

τ ∂ ∂∫ ∫
( ) ( )

, (7) 

 
2 (1) (2) (1) (2)

21 21 21 21
surf

0

1
ht

t

E dt dz
t x

+τ ∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ + ϕ
= −

τ ∂ ∂∫ ∫
( ) ( )

, (8) 

де inE  – енергія, яку переносить внутрішня хвиля, surfE  – енергія, яку пе-

реносить поверхнева хвиля. При цьому відхилення поверхні контакту та 

вільної поверхні задаються таким чином: (1) (2)
1 1 1η = η + η , (1) (2)

01 01 01η = η + η . 

Формули (7) і (8) дають оцінку енергії внутрішніх і поверхневих хвиль 
на основі розв’язків першого наближення, їх аналізу присвячено п. 3. Оцін-
ку енергії досліджуваної системи з урахуванням розв’язків другого набли-
ження виконано у п. 4. 

3. Аналіз енергії хвильового руху на основі розв’язків першого 
наближення. 

3.1. Вплив хвильового числа на енергію системи. Розглянемо двоша-
рову систему за умови одночасного проходження на вільній поверхні про-
гресивної хвилі з амплітудою B  та проходження на поверхні контакту 
прогресивної хвилі з амплітудою A  при товщині нижнього шару 1 10h =  

для таких параметрів системи: 2 1h = , 0.1A = , 0.05B = , 0.95ρ = , 0 0T T= = . 

Виявлено, що при збільшенні товщини нижнього шару 1h  енергія inE , 

яку переносить довга ( 1)k =  внутрішня хвиля, зростає, при цьому величи-

на inE  набуває максимальних значень. Якщо ж 1k > , то енергія, яку пере-

носить внутрішня хвиля, зростає зі зменшенням товщини нижнього шару 1h . 

На рис. 1 показано залежність inE , surfE  і їх суми in surfE E E= +  (пов-

ної енергії системи) від хвильового числа k . Залежно від хвильового числа 
енергія surfE , яку переносять поверхневі хвилі, зростає, починаючи з де-

якого значення, меншого від 0.5k = . Енергія inE , яку переносять внутрішні 
хвилі, спадає зі збільшенням хвильового числа. 

Як видно на рис. 1, внесок до сумарної енергії двошарової системи дов-
гих внутрішніх хвиль є значно більшим, ніж внесок довгих поверхневих 
хвиль, а для коротких хвиль максимальний внесок до сумарної енергії сис-
теми здійснюють поверхневі хвилі. 
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Рис. 1 

3.2. Вплив товщини нижнього шару на енергію хвиль різної дов-
жини. Числові дослідження залежностей inE , surfE  і in surfE E E= +  від 

товщини 1h  нижнього шару виконано для різних значень хвильових чисел 

0.01, 0.1, 1.0, 2.0k =  при таких значеннях параметрів системи: 2 1h = , 

0.1A = , 0.05B = , 0.95ρ = , 0 0T T= = . 

На рис. 2 показано залежність енергії inE , яку переносить хвиля на 

поверхні контакту (рис. 2а), та енергії surfE , яку переносить поверхнева 

хвиля (рис. 2б), від товщини 1h  нижнього шару.  

Максимальне значення енергії inE , як зазначалося вище, спостеріга-

ється при проходженні довгих хвиль (крива на рис. 2а при 0.01k = ). 
Максимальну енергію surfE  для малих товщин нижнього шару перено-

сить коротка поверхнева хвиля 2k = . Для довгих хвиль ( 0.01k =  і 0.1k = ) 
спостерігається зменшення енергії поверхневого руху при близьких зна-
ченнях товщин шарів системи 1 2 1h h≈ = , що свідчить про явище гасіння 
енергії хвиль, викликане взаємодією поверхневої прогресивної хвилі з 
амплітудою B  та поверхневого відгуку на внутрішню прогресивну хвилю з 
амплітудою A . 

  
 а) б) 

Рис. 2 
На рис. 3а показано залежність повної енергії системи in surfE E E= +  

від 1h  для хвиль різної довжини ( 0.01, 0.1, 1.0, 2.0k = ). Максимальна енергія 
системи досягається при проходженні на границі контакту довгих внутріш-
ніх хвиль при 1 1h ? . У випадку 1 1h =  енергія системи буде максималь-
ною для великих хвильових чисел, тобто при проходженні на поверхні 
контакту коротких хвиль (рис. 3б). 
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 а) б) 

Рис. 3 
Також відмітимо, що зі збільшенням товщини нижнього шару, сумарна 

енергія системи не може необмежено зростати. На рис. 4 показано залеж-
ність повної енергії системи in surfE E E= +  від товщини нижнього шару 1h  

для великих значень товщини. Бачимо, що при збільшенні товщини ниж-
нього шару для кожного значення хвильового числа існує своє граничне 
сумарної енергії системи. 

 
Рис. 4 

3.3. Енергія хвильового руху у граничних випадках досліджуваної 
системи. Розглянемо залежності енергії (7), (8) від товщини нижнього ша-
ру 1h  у двошаровій системі. Отримані результати будемо порівнювати з 
розрахунком енергії, що переносить хвиля в гідродинамічній системі «шар з 
вільною поверхнею», який виконано, наприклад, у [14]. Розв’язки цієї задачі 
в лінійній постановці мають вигляд 

 sin ( )Ñ t kxζ = ω − , 

 ch ( ) cos ( )
ch ( )

C k z h t kx
kh

ϕ = + ω −
ω

( ) . 

Енергія clE , яку переносить хвиля у такій системі, в рамках лінійної 
моделі (яка є класичним випадком) обчислюється за формулою 

 
0

cl

t

t h

E dt dz
t x

+ τ

−

ρ ∂ϕ ∂ϕ= −
τ ∂ ∂∫ ∫ . (9) 

Для порівняння розглянемо два граничні випадки, коли двошарова сис-
тема вироджується в одношарову.  

Перший вироджений випадок описується рівністю густин 1 2ρ = ρ , 

1ρ = , при цьому товщина шару 1 2h h h= + , а амплітуда внутрішньої про-

гресивної хвилі 0A = . У цьому випадку отримуємо один однорідний шар, 
обмежений зверху вільною поверхнею. На рис. 5 показано залежності inE , 
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surfE , in surfE E E= +  та clE  від товщини нижнього шару для параметрів 

0.01k = , 0 0T T= = , 2 1h = , коли амплітуда поверхневої прогресивної хвилі 

0.1B = . Як бачимо на рис. 5, при збільшенні товщини нижнього шару 
енергія, що переноситься поверхневою хвилею, спадає. При цьому сума 
внутрішньої і поверхневої енергій in surfE E E= +  наближається до енергії 

clE  однорідного шару товщини 1 2h h h= + . Отже, для довгих хвиль малої 
амплітуди сума енергій, що переносяться внутрішньою і поверхневою хви-
лями, наближається до енергії, що відповідає поверхневій хвилі в системі 
«шар з вільною поверхнею» у випадку, коли 1h → ∞ . 

  

 Рис. 5 Рис. 6 
Розглянемо інший граничний випадок, коли верхній шар відсутній, тоб-

то 2 0ρ = . Тоді двошарова система вироджується в одношарову систему 

товщини 1h h= , обмежену зверху вільною поверхнею. На рис. 6 показано 

залежність inE , surfE  та clE  від товщини нижнього шару 1h  для таких 

значень параметрів: 2k = , 0 0T T= = , 2 1h = . При цьому амплітуда внут-

рішньої прогресивної хвилі 0.1A = , а амплітуда поверхневої прогресивної 
хвилі 0B = . У цьому граничному випадку енергія inE , яку переносить 

внутрішня хвиля, співпадає з clE , а surf 0E = , оскільки при 2 0ρ =  верхній 

шар відсутній. 
Таким чином, граничні випадки підтверджують достовірність отрима-

них результатів для досліджуваної системи. 

4. Оцінка внеску другого наближення в повну енергію системи. У п. 3 
було проведено аналіз енергії системи «шар з твердим дном – шар з віль-
ною поверхнею» на основі розв’язків першого наближення досліджуваної 
задачі. У цьому пункті оцінимо внесок другого наближення в повну енергію 
системи. Згідно з розвиненням (2) і розв’язками першої лінійної задачі (3), 
(4), а також з огляду на розв’язок еволюційного рівняння [22], враховуючи 
розв’язки другого лінійного наближення [11, 19], вирази для відхилень 
вільної поверхні та поверхні контакту і для потенціалів у верхньому та 
нижньому шарах запишемо таким чином 

– для 1ω : 

 (1) (1) (1)
1 2η = η + αη , 

 (1) (1) (1)
0 01 02η = η + αη , 

 (1) (1) (1)
1 11 12ϕ = ϕ + αϕ , 

 (1) (1) (1)
2 21 22ϕ = ϕ + αϕ ; (10) 
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 – для 2ω : 

 (2) (2) (2)
1 2η = η + αη , 

 (2) (2) (2)
0 01 02η = η + αη , 

 (2) (2) (2)
1 11 12ϕ = ϕ + αϕ , 

 (2) (2) (2)
2 21 22ϕ = ϕ + αϕ . (11) 

де (1)
0η  – поверхнева хвиля-відгук на внутрішню хвилю (1)η  з частотою 1ω , 

а (2)η  є внутрішньою хвилею-відгуком на поверхневу хвилю (2)
0η . 

Для обчислення енергії з урахуванням другого наближення маємо такі 
формули: 

 
1

1

(1) (2) (1) (2)
1 1 1 1

in

t

t h

E dt dz
t x

η+τ

−

∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ + ϕρ
= −

τ ∂ ∂∫ ∫
( ) ( )

, (12) 

 
01

1

(1) (2) (1) (2)
2 2 2 2

surf
1

t

t

E dt dz
t x

η+τ

η

∂ ϕ + ϕ ∂ ϕ + ϕ
= −

τ ∂ ∂∫ ∫
( ) ( )

. (13) 

Тут inE  – енергія, яку переносить внутрішня хвиля (1) (2)η = η + η , surfE  – 

енергія, яку переносить поверхнева хвиля (1) (2)
0 0 0η = η + η . Відмітимо, що у 

формулах (12), (13) межі інтегрування за z  не є сталими величинами. У 

(12) інтегрування за z  здійснюється у межах від 0  до (1) (2)
1 1 1η = η + η , а в 

(13) – від (1) (2)
1 1 1η = η + η  до (1) (2)

01 01 01η = η + η , що обумовлено врахуванням 

другого наближення. 
Для оцінки внеску другого наближення у повну енергію системи вибра-

ли відношення квадратів амплітуд других гармонік, які задаються вира-
зами (10), (11). Обчислення виконано для значень хвильових чисел 

0.01, 0.1, 1.0, 2.0k =  і відношень густин 0.9, 0.95, 0.99ρ =  при таких значен-

нях параметрів системи: 1 10h = , 2 1h = , 0 0T T= = , коли амплітуда внут-

рішньої хвилі 0.1A = , а амплітуда поверхневої хвилі 0.05B = . В результа-
ті отримано, що цей внесок становить близько 3% від загальної енергії хви-
льового руху, що можна пояснити тим, що розв’язки другого наближення 
входять у загальні розвинення для потенціалів і відхилень поверхні контак-
ту та вільної поверхні (2) з малим коефіцієнтом нелінійності α . 

Висновки. Проведено аналіз енергії, яку переносять внутрішня і по-
верхнева хвилі на поверхні контакту та вільній поверхні у гідродинамічній 
системі «шар з твердим дном – шар з вільною поверхнею», залежно від 
фізичних і геометричних параметрів системи. 

Встановлено, що у першому наближенні максимальний внесок у повну 
енергію системи дає поширення довгих хвиль. Також встановлено, що для 
кожного хвильового числа існує своє граничне значення сумарної енергії 
системи, що відповідає властивості обмеженості повної енергії системи. 

Оцінено також внесок другого наближення як 3% повної енергії хви-
льового руху в гідродинамічній системі «шар з твердим дном – шар з віль-
ною поверхнею». 

Фізична достовірність отриманих результатів підтверджена гранични-
ми випадками двошарової системи, при яких вона вироджується у одно-
шарову. 
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ЭНЕРГИЯ ВНУТРЕННИХ И ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛНОВЫХ ДВИЖЕНИЙ 
В ДВУХСЛОЙНОЙ ГИДРОДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ 
 
Исследуется энергия волнового движения в двухслойной гидродинамической систе-
ме «слой с твердым дном – слой со свободной поверхностью». Проведен анализ за-
висимости энергии внутреннего и поверхностного волновых движений от геомет-
рических и физических параметров исследуемой системы. Оценен вклад второго 
приближения при исследовании полной энергии системы. Выполнена проверка 
достоверности полученных результатов. Все результаты проиллюстрированы 
графически. 
 
THE ENERGY OF INTERNAL AND SURFACE WAVE MOTIONS IN 
TWO-LAYERED HYDRODYNAMIC SYSTEM 
 
The energy of wave motion in a two-layer system of hydrodynamic «layer with solid 
bottom – layer with a free surface» is investigated. Analysis of the dependence of the 
energy of internal and surface wave motions on the geometrical and physical parame-
ters of the system is carried out. The contribution of the second approximation of the 
total energy of the system is evaluated in the investigation. Verification of the obtained 
results is performed. All the results are illustrated graphically. 
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