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ВИБРАНІ ПРОБЛЕМИ МЕХАНІКИ ЗВ’ЯЗАНИХ ПОЛІВ 
 

Наведено короткий аналіз досліджень, виконаних в останні роки у Львівській 
науковій школі з механіки зв’язаних полів, з проблем побудови та узагаль-
нення математичних моделей і методів опису, визначення та оптимізації 
термомеханічної поведінки тіл за комплексної дії силових, теплових та 
електромагнітних навантажень. 

 
 Вивчення взаємозв’язаних процесів механічної і немеханічної природи 
в деформівних твердих тілах призвело до формування нового напрямку в 
механіці деформівного твердого тіла – механіки зв’язаних полів. Цей на-
прямок тісно пов’язаний з математичними проблемами механіки і охоплює 
побудову відповідних математичних моделей, які достатньо адекватно опи-
сують поведінку механічних систем з урахуванням взаємовпливу розгляду-
ваних процесів різної фізичної природи, розробку математичних методів 
дослідження запропонованих математичних моделей і вивчення на їх основі 
особливостей такої механічної поведінки. Його інтенсивний розвиток розпо-
чався всередині минулого століття у різних відомих світових наукових 
школах з механіки, зокрема очолюваних С. А. Амбарцумяном, А. Д. Кова-
ленком, В. Новацьким, В. З. Партоном, Л. І. Сєдовим, A. C. Eringen, G. A. Ma-
ugin, F. C. Moon, H. Parkus та ін. Розробки в окресленому напрямі відно-
сяться до основних наукових напрямків Інституту прикладних проблем 
механіки і математики (ІППММ) НАН України з часу його створення і 
завжди були в центрі уваги Я. С. Підстригача та його колег і учнів, зокрема 
Я. Й. Бурака, Ю. М. Коляна та ін. [12, 18, 35, 49, 53, 74, 92-95 та ін.]. 
 В Інституті проведено ґрунтовні фундаментальні дослідження з теоре-
тичного моделювання в механіці деформівних твердих тіл з урахуванням їх 
реальної структури і взаємовпливу процесу деформації і процесів немеха-
нічної природи – основного напрямку механіки зв’язаних полів. Зокрема, 
запропонований термодинамічний підхід до побудови конкретних моделей 
механіки дозволив провести важливі дослідження проблем взаємодії полів 
різної природи стосовно до задач теплоенергетики, машино- та приладобу-
дування, теплофізики, геофізики і нової техніки [12, 35, 49, 74 та ін.]. 
 Необхідність розв’язання практичних задач, пов’язаних з досліджен-
ням температурних полів і напружень в елементах конструкцій, зокрема в 
парогенераторах високого тиску [71 та ін.], привела до ідеї розвитку теорії і 
методів термомеханіки на основі побудованих більш загальних моделей де-
формівних твердих тіл з урахуванням взаємовпливу немеханічних процесів 
і деформації [80, 82, 83, 92, 98, 99, 138 та ін]. З використанням методів тер-
модинаміки нерівноважних процесів у механіці суцільного середовища за-
пропоновано ефективний спосіб дослідження процесів деформації, дифузії і 
теплопровідності [76, 79 та ін.]. Крім параметрів стану, термодинамічно об-
ґрунтовано введено систему фізико-механічних характеристик моделі, 
встановлено відповідні залежності між ними і отримано замкнуту систему 
взаємозв’язаних вихідних диференціальних рівнянь такої моделі. Подальше 
вивчення фізики явищ, зв’язаних з протіканням і взаємодією процесів, 
особливо з внутрішньою будовою твердих тіл, дозволило суттєво розвинути 
запропоновану модель, отримати якісно новий результат шляхом введення 
замість скалярних параметрів (хімічного потенціалу, концентрації речови-
ни, густини) відповідних тензорних величин [75 та ін.]. Для отримання замк-
нутої системи рівнянь розглядуваних моделей запропоновано, крім функцій 
стану, ввести кінематичні потенціали, які описують процеси як характерис-
тичні функції термодинамічних сил. Як і параметри стану, що отримуються 
з виразу для виробництва ентропії, параметри процесу: термодинамічні 
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сили і потоки – можуть мати тензорний характер. Для такого випадку 
сформульовано другий закон термодинаміки і узагальнені умови Онзагера. 
Такий підхід дозволив отримати відповідні нелокальні реологічні співвідно-
шення, частковим випадком яких при однорідному фізичному стані тіла є 
локальні співвідношення пружно-в’язких середовищ [83 та ін.]. Сформульо-
вано також умови масообміну деформівних твердих тіл, у яких певним 
чином відображено складні міжфазні явища [79 та ін.]. 
 У загальну структуру побудови моделей деформівного твердого тіла 
включено і континуальну теорію дислокацій. За термодинамічні параметри 
стану деформівного тіла з дислокаціями вибрано тензори пластичної де-
формації і пластичного згину–кручення [10, 78 та ін.]. 
 Як інтерпретацію таких ідей і модельних представлень розглянуто 
явища дифузії, теплопровідності, повзучості і релаксації в деформівному 
твердому тілі [81, 96, 100 та ін.], вивчено процеси деформування багатоком-
понентних твердих тіл з урахуванням алотропічних перетворень (у т.ч. ре-
кристалізації), теплопровідності та дифузій, а також тіл, виготовлених з 
матеріалів з пам’яттю форми [1, 2, 81, 84, 85, 92, 95, 96, 98, 99, 100 та ін.].  
 При цьому використано термодинамічний підхід до отримання вихід-
них співвідношень пропонованих моделей, зокрема, при описі процесу крис-
талізації з метою розробки на цій основі технологій отримання матеріалів з 
наперед заданими властивостями. Приймається, що локальний термодина-
мічний стан фізично безмежно малого елемента об’єму деформівного твер-
дого тіла характеризують такі параметри: температура T  – ентропія S , 
тензор деформації ê  – тензор напружень σ̂ , ступінь завершеності процесу 
кристалізації Ξ  – спорідненість фазового перетворення A , міжфазна по-
верхня Ω  в одиниці маси – поверхнева енергія Σ . Фазовий перехід і зміна 
величини міжфазної поверхні розглядаються як процеси оборотні, а час ре-
лаксації цих процесів вважається значно меншим від часу релаксації про-
цесу дифузії, внаслідок чого дифузійне зміщення маси не враховується. 
Перерозподіл маси в субстанціональному об’ємі відбувається внаслідок 
фазового перетворення. У такому наближенні вихідне рівняння Ґіббса для 
пропонованої моделі має вигляд 

 ˆ ˆ:1
SdF SdT de Ad d= − + σ + Ξ + Σ Ω

ρ
, (1) 

де ρ  – густина, SF  – вільна енергія. Вільна енергія як функція параметрів 

T , Ξ , Ω  і скалярних інваріантів тензора деформації ê  подається у вигляді 
ряду в околі її рівноважного стану, що дозволяє отримати відповідну сис-
тему рівнянь стану, які пов’язують між собою введені параметри. 
 Рівняння стану разом з балансовими співвідношеннями для маси (сту-
пеня завершеності процесу), міжфазної поверхні кількості руху, ентропії, 
енергії, а також із відповідними наявними початковими і межовими умова-
ми становлять повні системи співвідношень для опису процесів кристаліза-
ції однокомпонентних систем. 
 У прикладному аспекті викладені вище результати дали можливість 
визначати напружений стан, довготривалість, дифузійну стабільність скла-
ду, ставити і розв’язувати задачі теоретичного прогнозування робочого ре-
сурсу конструкцій в екстремальних умовах експлуатації з урахуванням ло-
кальних неоднорідностей типу включень, дислокацій, приповерхневих 
ефектів та інших факторів, які інтенсифікують протікання процесів і їх 
взаємозв’язок [19, 102, 136, 137 та ін.], як і задачі, пов’язані з застосуванням 
окремих матеріалів і підходів у медицині, енергетиці та техніці [31, 42, 67, 
103 та ін.]. 
 Запропонований термодинамічний підхід до побудови конкретних 
моделей механіки знайшов подальший розвиток у роботах Я. Й. Бурака, 
Я. С. Підстригача і їх учнів при описі та вивченні взаємодії матеріальних 
середовищ з електромагнітними полями (ЕМП). У рамках макроскопічних 
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представлень записано співвідношення, що описують деформацію електро-
провідних тіл (з урахуванням їх електронної будови), які далі узагальнено 
для електропровідних твердих розчинів [6, 86 та ін.]. Тут розвинуто нові 
підходи до побудови математичних моделей діелектричних та електропро-
відних неферомагнітних пружних тіл [3, 9 та ін.]. З використанням уявлень 
про тензорний характер локального розподілу електричних зарядів отри-
мано повну систему співвідношень для опису процесів деформування і по-
ляризації діелектриків. 
 Для електропровідних неферомагнітних пружних тіл на основі поло-
жень термодинаміки нерівноважних процесів і механіки суцільного середо-
вища побудовано математичну модель, у рамках якої кількісно описано ме-
ханічні, теплові та електромагнітні процеси з урахуванням поля електрод-
ного потенціалу (хімічного потенціалу електронної підсистеми металу) [4, 5, 
14, 77 та ін.]. З її використанням з метою вивчення міцнісних властивостей 
деформівних тіл і кінетики протікання корозійних процесів було проведено 
цикл досліджень електричних (катодно-анодних) явищ і поверхневих ефек-
тів у неоднорідних деформованих твердих тілах [4, 5, 14, 27, 86 та ін.].  
 При цьому для макроскопічного опису деформації у взаємозв’язку з 
фізичними процесами дифузійного типу, зокрема електромагнітними в ме-
талічних тілах, постулюється, що стан елемента тіла визначають такі пара-
метри: температура T  – питома ентропія S , тензор напружень σ̂  – тен-

зор деформації ê , хімічний потенціал kM′  – концентрація k kC = ρ ρ/  ( kρ  – 

маса компоненти k  в одиниці об’єму тіла, 
1

n

k
k=

ρ = ρ∑ ). У цьому випадку при-

ріст функції стану – питомої внутрішньої енергії ˆ, , ,kU U S e C= ω( )  опису-

ється рівнянням Ґіббса 

 ˆ ˆ:
2

1

1
n

k k
k

dU TdS de M dC d
−

=

= + σ + + Φ ω
ρ ∑ , (2) 

де 
1

n

k k
k

Z C
=

′ω = ∑  – питомий електричний заряд, kZ′  – заряд компоненти, Φ =  

1

1

n n

n n

M M

Z Z
−

−

′ ′−
= ′ ′−

 – термодинамічний електричний потенціал, пропорційний до 

електродного потенціалу тіла; ( )1
1

k n
k k n n

n n

Z Z
M M M M

Z Z −
−

′ ′−′ ′ ′= − − ′ ′−
 – узагальне-

ний хімічний потенціал компоненти k ; 
1

1
n

k
k

C
=

=∑ . Тут виключено з розгляду 

концентрації і дифузійні потоки компонент розчинника (k n= ) і електронів 
провідності ( 1k n= − ). Прийнявши, що U  є аналітичною функцією і роз-
клавши її в ряд з утриманням певної кількості членів, з рівняння Ґіббса 
отримано в явному вигляді рівняння стану. Рівняння стану доповнено рів-
няннями електродинаміки (Максвелла). 
 Рівняння стану разом з рівняннями Максвелла, балансовими співвідно-
шеннями для маси, заряду, кількості руху і питомої сумарної енергії є ви-
хідними рівняннями, що описують у взаємозв’язку розглядувані процеси. 
 Спряжені параметри Φ  і ω  дозволили врахувати електронну будову 
тіл, зокрема експериментально спостережувані деформаційну, теплову та 
структурну неоднорідності електродного потенціалу. Ряд положень запро-
понованих тут модельних представлень використано в літературі при ви-
вченні корозійних явищ, а також виконанні кількісних досліджень особли-
востей механотермодифузійних явищ в приповерхневих шарах [6, 86 та ін.]. 
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 В останні роки все більше уваги приділяється дослідженню та опису 
фундаментальних закономірностей і явищ термомеханіки – важливого в 
застосуванні розділу механіки зв’язаних полів. З цією метою з використан-
ням принципів термодинаміки необоротних процесів у роботах Я. С. Під-
стригача, Ю. М. Коляна та їх учнів запропоновано фізико-математичну мо-
дель термомеханіки кусково-однорідних тіл як з умовами ідеального, так і 
неідеального термомеханічного контакту на поверхнях поділу різнорідних 
складових і на цій основі розроблено ефективні аналітичні і числово-аналі-
тичні методи розв’язування крайових задач, що описуються відповідними 
системами взаємозв’язаних диференціальних та інтегро-диференціальних 
рівнянь з розривними та імпульсними коефіцієнтами [55–57, 59, 93, 95, 126, 
130 та ін.].  
 Отримано також вагомі результати в галузі узагальненої термомехані-
ки, зокрема, проведено ґрунтовне опрацювання основ теорії, розвинуто на 
цій підставі конкретні математичні моделі теплопровідності та термопруж-
ності в узагальненому формулюванні та знайдено розв’язки зв’язаних і не-
зв’язаних узагальнених динамічних задач термопружності, магнітотермо-
пружності та термов’язкопружності для однорідних і неоднорідних, ізо-
тропних та анізотропних масивних тіл і тонкостінних елементів конструкцій 
за імпульсних чи гармонічних теплових навантажень [53, 93, 95, 99 та ін.]. 
 Важливою складовою механіки зв’язаних полів за обсягом досліджень, 
особливостями розглядуваної тематики і важливістю її в застосуваннях, 
яка є водночас і самостійним розділом механіки деформівного твердого тіла, 
є розробка методів визначення та дослідження теплового і термопружного 
станів термочутливих (із залежними від температури фізико-механічними 
характеристиками) тіл. За цією тематикою в Інституті отримано ряд важли-
вих наукових результатів [53, 54, 63, 92–95, 99, 135 та ін.]. Так, для ізотроп-
ного термочутливого тіла, за нехтування перетворенням механічної енергії 
у теплову (незв’язані задачі), здійснено постановки відповідних задач тер-
мопружності [63]. Їх розв’язування складається з двох етапів: знаходження 
температурного поля тіла та визначення компонент його напружено-дефор-
мованого стану. Для визначення неусталеного температурного поля t , напри-
клад, у декартовій системі координат маємо рівняння теплопровідності 

 div ( ) grad ( )t vt t c t t Wλ = −&( ) , M D∈ , (3) 

та початково-крайові умови 

 sSt t=  або ( ) ,   t s
S

tt q M S
n

∂ λ = ∈ ∂ 
, 0 ,   pt t M Dτ= = ∈ . (4) 

 У випадку конвективно-променевого теплообміну на поверхні S  тіла, 
що займає область D , крайова умова має вигляд 

 4 4( ) ( ) ( ) 0t c c
S

tt t t t t
n

∂ λ + α − + ε σ − = ∂ 
. (5) 

Тут ( )tλ , ( )vc t , ( )tα , ( )tε  – залежні від температури відповідно коефіцієнт 
теплопровідності, об’ємна теплоємність, коефіцієнт теплообміну з поверхні 
S  і ступінь чорноти даної поверхні; W  – густина джерел тепла; n  – зов-
нішня нормаль до поверхні S ; st , sq  – задані температура і тепловий потік 

на S ; pt  – початкова температура тіла, за якої воно перебуває у природ-

ному стані (при pt t=  компонентах тензора деформації 0ije =  і всі компо-

ненти тензора напружень 0ijσ = , , 1,2,3i j = ); ct  – температура зовніш-

нього середовища, що омиває поверхню S ; σ  – стала Стефана–Больцмана; 
M  – точка тіла; крапкою зверху позначено диференціювання за часом τ . 
 Для двошарового тіла, за умов ідеального теплового контакту тіл на 
межі їх поділу 1S , необхідно також забезпечити виконання рівності темпе-
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ратур і теплових потоків на цій межі: 

 1 2t t= , 1 2
1 1 2 2 1( ) ( ) ,      t t

t t
t t M S

n n
∂ ∂

λ = λ ∈
∂ ∂

. (6) 

Для визначення компонент напружено-деформованого стану тіла маємо: 
– співвідношення між компонентами ije  тензора деформацій і перемі-

щеннями iu  (геометричні співвідношення) 

 , ,
1 ( )
2ij i j j ie u u= + ; (7) 

– співвідношення Дюгамеля – Неймана між компонентами ijσ  і ije  тен-

зорів напружень і деформацій (фізичні співвідношення) 

 2 ( ) [ ( ) ( ) ( )]ij ij kk ijt e t e t tσ = µ + λ − β Φ δ , (8) 

або 

 
( )1 [ ] ( )

2 ( ) ( )ij ij kk ij ij
t

e t
t t

λ= σ − σ δ + Φ δ
µ β

; (9) 

– рівняння руху 

 , ( )ij j i it u Fσ = ρ −&& , (10) 

сформульовані або в напруженнях [121] 

 ˆˆ ˆ
2

2

( )1 1Def Div ( ) ,    , 1,2,3
( ) 2 ( ) ( )

t
t I k j

t G t E t ∗
ν ∂  σ + = σ + Φ − σ =  ρ ∂τ  

F( ) , (11) 

або в переміщеннях [63] 

 , , , , , , ,( ) ( ( ) ( )) ( ) ( ( ) ( ))i kk k ki k i k k i i kk it u t t u u u u t tµ + λ + µ + µ + + λ − β Φ =  

 ( ) i it u F= ρ −&& ; (12) 

– умови сумісності деформацій 

 , 0ij kmn m jneε ε =l l . (13) 

Тут ( ) 3 ( ) 2 ( )t t tβ = λ + µ ; 
( )

( ) ( )
2(1 ( ))

E t
t G t

t
µ = =

+ ν
, 

( ) ( )
( )

(1 ( ))(1 2 ( ))
t E t

t
t t

νλ =
+ ν − ν

 – ви-

ражені через модуль пружності ( )E t  і коефіцієнт Пуассона ( )tν  параметри 

Ляме; ( )G t  – модуль зсуву; ( )tρ  – густина матеріалу тіла; iF  – компонен-

ти вектора масових сил F ; ( ) ( )

p

t

t
t

t t dtΦ = α∫  – суто теплова деформація; 

( )t tα  – температурний коефіцієнт лінійного розширення; 
1, ,

0, ,ij

i j

i j

=δ =  ≠
 – 

символ Кронекера, kke  – відносна зміна об’єму тіла; kkσ  – сумарне напру-

ження; величина ijε l  дорівнює 1 ( 1)+ − , якщо , ,i j l  утворюють парну (не-

парну) перестановку чисел 1, 2, 3; комою з одночасним індексним означен-
ням змінної позначено диференціювання за координатою, а підсумовування 

здійснюється за індексами, що повторюються; ˆ ˆDiv
mk

m mj
jmmx

 ∂σσ = ⋅ σ = + Γ σ 
∂ 

 , 

1 1Def 2
2 2

jk
kjj k

uu
u

x x
α

α

∂∂  = + = + + Γ  
 ∂ ∂ 

u u u( )  , , , , 1,2, 3m j k α = , kj
αΓ  – сим-

вол Крістофеля. 
 Вихідна задача термопружності може бути сформульована як у пере-
міщеннях, так і в напруженнях. При цьому необхідно задати відповідні кра-
йові, а у випадку динамічних задач – ще й початкові умови.  



12 

 Як бачимо, характерною особливістю визначення термонапруженого 
стану елементів конструкцій на основі моделей, що враховують залежність 
теплових і механічних характеристик матеріалу від температури, є те, що 
відповідні задачі теплопровідності (3)–(6) є нелінійними, а задачі термо-
пружності (7)–(13) із відповідними граничними умовами – крайовими зада-
чами математичної фізики зі змінними коефіцієнтами. 
 Для розрахунку температурних полів у термочутливих елементах кон-
струкцій за умов складного теплообміну використовуються методики по-
етапної лінеаризації за допомогою перетворення Кірхгофа, лінеаризуваль-
них параметрів, побудови числових розв’язків нестаціонарних задач тепло-
провідності, а також послідовних наближень їх розв’язування. Знаходжен-
ня компонент термопружного стану термочутливих елементів конструкцій 
здійснюється шляхом застосування варіанту методу збурень або зведенням 
до інтегральних рівнянь Вольтерра другого роду на певні базові компоненти 
напружено-деформованого стану, через які визначаються всі інші його ком-
поненти. Проведено ґрунтовні дослідження теплового і термонапруженого 
станів тонких термочутливих пластин і стрижнів, контактуючих (шарува-
тих) термочутливих тіл, термочутливих тіла за умов асимптотичного нагрі-
вання; елементів конструкцій при зварюванні [61–63, 65, 127, 128, 131, 132, 
135, 140, 141 та ін.]. 
 Зупинимось більш детально на підрозділі термомеханіки – термомеха-
ніці електропровідних тіл, присвяченому математичному моделюванню, до-
слідженню та оптимізації поведінки механічних систем за дії зовнішніх 
комплексних навантажень, одним з яких є електромагнітне. 
 У піонерських роботах цього напряму [90, 91] вплив усталеного ЕМП на 
напружений стан тіла враховувався тільки через усереднене за період 

2f∗ = π ω/  електромагнітних коливань джоулеве тепло 

 ( )1 ( , ) , ( ) ( )
t f

t

Q t t dt
f

∗+

∗ ∗
∗

= ⋅ ≡ σ ⋅∫ j r E r E r E r , 

де ω  – колова частота, ( , ) Re ( ) i tt e ω
∗ =j r j r[ ]  – густина струму, ( , )t∗ =E r  

Re ( ) i te ω= E r[ ]  – напруженість електричного поля, ( )j r , ( )E r  – відповідні 

комплексні амплітуди, ( )E r  – комплексно спряжена до ( )E r  функція. Ця 
розрахункова модель була далі узагальнена шляхом побудови варіанту тео-
рії термомеханіки електропровідних тіл з різними електропровідністю і 
здатністю до намагнічення і поляризації за дії зовнішнього квазіусталеного 
електромагнітного випромінювання радіо- та інфрачервоного частотних діа-
пазонів [29]. Відповідно до особливостей електрофізичних властивостей ма-
теріалів за різних амплітудно-частотних характеристик ЕМП розглянуто 
характерні типи електропровідних тіл: неферомагнітні недіелектричні (лі-
нійні тіла), феромагнітні недіелектричні, недіелектричні неферомагнітні (ті-
ла низької електропровідності), феритові, електропровідні неметалічні тіла 
[16, 30, 34, 121 та ін.]. Для зовнішньої дії радіочастотного діапазону при опи-
сі параметрів ЕМП використано електродинамічну теорію за запропонова-
них для кожного з виділених типів тіл аналітичних апроксимацій залеж-
ностей між індукціями і напруженостями електричного і магнітного полів 
(включно із залежностями у вигляді петлі гістерезису), а за дії випроміню-
вання інфрачервоної частини спектру – феноменологічну теорію випромі-
нювання [17 та ін.]. 
 Опрацьовану на базі варіанту теорії термомеханіки електропровідних 
тіл модель кількісного опису механічної поведінки феромагнітних тіл за дії 
квазіусталених ЕМП розвинуто на випадок електропровідних твердих тіл з 
різними електропровідністю й здатністю до намагнічування та поляризації 
при дії зовнішнього ЕМП за врахування залежності властивостей матеріа-
лів від температури, пружно-пластичного характеру їх деформування і не-
лінійних зв’язків між напруженістю та індукцією електричного й магнітного 
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полів [[15, 33, 118 та ін.]. Електромагнітне й температурне поля задовольня-
ють зв’язану систему рівнянь Максвелла і теплопровідності. Для кількісно-
го опису напружено-деформованого стану тіла використано співвідношення 
неізотермічної термопружнопластичності. Фізико-механічні властивості ма-
теріалів і їх залежність від температури враховано за допомогою інтерпо-
ляційних сплайнів, побудованих за точками кривих, які описують поведінку 
матеріалів в ЕМП (що дозволяє описувати реальні криві деформування, на-
магнічування, поляризації та залежності характеристик матеріалу від тем-
ператури). У рамках єдиного обчислювального алгоритму, побудованого на 
основі методу скінченних елементів у сукупності з однокроковими багатопа-
раметричними різницевими алгоритмами, суміщено методики розрахунку 
параметрів електромагнітного й температурного полів, а також переміщень, 
деформацій і напружень у тілі. При цьому передбачена можливість вибору 
різних кроків інтегрування за часом рівнянь електродинаміки, теплопровід-
ності і термомеханіки, що дає можливість істотно скоротити процес обчис-
лень і отримувати розв’язки складних нелінійних задач. 
 Із застосуванням розроблених моделей термомеханіки електропровід-
них тіл побудовано розрахункові схеми, запропоновано ефективні аналітич-
ні та числові методи визначення й оптимізації термонапруженого стану тіл 
з різними електропровідністю та здатністю до намагнічування і поляриза-
ції, зокрема, пластин і оболонок, зумовленого дією електромагнітного ви-
промінювання різного частотного діапазону, стосовно конкретних умов 
термообробки з використанням ЕМП [15–17, 29, 30, 33, 34, 58, 87, 118, 119, 
121 та ін.]. 
 На основі запропонованих моделей вивчено магнітотермомеханічні про-
цеси в неферомагнітних недіелектричних електропровідних тілах при пері-
одичних в часі силових і електромагнітних навантаженнях [88 та ін.], за дії 
імпульсних ЕМП з модуляцією амплітуди [7, 36 та ін.], за одночасної дії 
постійних і квазіусталених ЕМП при наявності моментних факторів дії [32, 
46, 107 та ін.], а також фізико-механічні процеси в напівпровідникових 
тілах [11, 117 та ін.]. Опрацьовано математичну модель кількісного опису 
взаємозв’язаних електромагнітних, теплових, дифузійних і механічних 
процесів у твердих тілах з газовою домішкою за дії зовнішнього теплового 
(інфрачервоного) опромінення [37 та ін.]. Вивчено вплив енергетичних і 
спектральних характеристик зовнішнього випромінювання на параметри 
досліджуваних процесів, зокрема на зміну концентрації газової домішки. 
 Досліджено і оптимізовано температурні поля і напруження стосовно 
до побудови раціональних режимів індукційної, магнітоакустичної та про-
меневої термообробок елементів конструкцій і приладів. Виконані в цьому 
напрямі дослідження систематизовано в монографіях [16, 33, 37, 87, 88]. 
Розроблені теоретичні основи побудови математичних моделей і методів 
опису і дослідження фізико-механічних процесів за дії комплексних зов-
нішніх навантажень, одним з яких є електромагнітне, знайшли свій подаль-
ший розвиток при вирішенні ряду проблем електромагнітотермомеханіки, 
які викликані потребами сучасної інженерної і технологічної практики [32, 
114, 118, 124, 133, 134 та ін.]. 
 В останні роки опрацьовано новий напрям у механіці зв’язаних полів – 
побудова нелокальних теорій термомеханіки та електромагнітотермопруж-
ності [13, 20, 22, 23, 69, 115, 116 та ін.]. Такі теорії ґрунтуються на враху-
ванні поряд із процесами деформування та теплопровідності процесу ло-
кального зміщення маси. Тут враховано локальні пружні зміщення, пов’я-
зані з ґрадієнтністю поля хімічного потенціалу та взаємозв’язком деформа-
ційної і поступальної форм руху. Це дало можливість повніше описати при-
поверхневі явища, розмірні ефекти й ефекти поляризації. Розглянуто окре-
мо питання побудови моделей у термодинамічних системах з розширеним 
простором параметрів стану, зокрема, у випадкових і регулярних структу-
рах [21, 110, 111 та ін.]. 
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 Ряд вагомих результатів з механіки зв’язаних полів отримано в рамках 
контактної механіки, де розроблено математичні основи моделювання кон-
тактно-поверхневих явищ у структурах і з’єднаннях з недосконалими ме-
жами, поверхневими неоднорідностями і міжфазними дефектами за враху-
вання взаємозв’язку механічних, теплових і дифузійних процесів, зокрема, 
отриманого внаслідок зміни ділянок контакту тіл під навантаженнями [38, 
40, 68, 112, 113 та ін.]. Тут сформульовано, розв’язано і досліджено нові 
задачі термопружності складених тонкостінних елементів за теплового і 
механічного контактів із зовнішнім середовищем, структур з міжфазними 
дефектами, береги яких контактують, а також задачі механотермодифузії 
багатошарових тіл з тонкими контактними прошарками та ін.  
 Значний досвід з вирішення згаданих проблем механіки зв’язаних по-
лів, нагромаджений в ІППММ НАН України дозволив розробити підходи до 
побудови достатньо загальних математичних моделей, що описують пове-
дінку механічних об’єктів реальної структури з урахуванням взаємозв’язку 
та взаємообумовленості, що мають місце в системі процесів немеханічної 
природи (теплових, дифузійних, електромагнітних, електрохімічних тощо) 
та отримати ряд наукових результатів світового рівня з цієї тематики, які 
дістали визнання наукових центрів в нашій країні і за її межами. При цьо-
му зауважено також певні закономірності загального характеру, 
притаманні цьому напрямку. 
 При вивченні властивостей реальних твердих середовищ необхідно 
враховувати вплив на процес деформації процесів теплопровідності, тепло-
масопереносу, електрохімічної та хімічної взаємодії, електромагнітних 
явищ та ін. Крім того, прогрес в описі таких середовищ неможливий без 
врахування їх реальної структури, тобто наявності великої кількості різно-
манітних факторів – дислокацій, тріщин, чужорідних включень, приповерх-
невих областей, покрить тощо [10, 50-52, 60, 70, 72, 78, 97, 101, 108, 125, 139 
та ін.]. У зв’язку з цим при побудові математичних моделей реальних 
механічних структур і розробці методів їх дослідження необхідно ви-
користовувати досягнення сучасних: математики, зокрема диференціальної 
геометрії та математичної фізики, термодинаміки необоротних процесів, 
фізики і хімії твердого тіла, фізичного матеріалознавства та ін. У задачах 
термопружності для тіл з розрізами при неідеальному контакті їх 
поверхонь проводяться дослідження теоретичних аспектів і розробляються 
аналітичні і числові методи розв’язування двовимірних інтегральних 
рівнянь типу класичних потенціалів на многовидах з краєм. 
 Необхідним при цьому на сучасному етапі є також врахування акту-
альних проблем екології, ековиробництва, техніки безпеки і промсанітарії 
(інженерії безпеки), економіки, логістики тощо [114, 133, 134 та ін.]. 
 Потрібно відмітити, що такий більш повний опис стану реальних сере-
довищ з урахуванням фізико-механічної взаємодії приводить також до 
дослідження нових некласичних математичних об’єктів. 
 У зв’язку з вищевказаним багато аспектів механіки зв’язаних полів 
природно відносяться і до інших напрямків механіки деформівного твердого 
тіла та споріднених наук і розвиваються як у рамках механіки зв’язаних 
полів, так і в рамках цих споріднених наук. 
 При опрацюванні виробів нової техніки і прогресивних технологій ви-
робництва в енергетиці, приладо-, машино-, авіа- та ракетобудуванні є ак-
туальною проблема розробки наукових основ обробки і прогнозування стану 
матеріалів, зокрема, поверхневого зміцнення елементів конструкцій і при-
ладів різними методами, в тому числі з використанням дії електромагнітних 
полів, високотемпературного напилення, армування, термодифузійного на-
сичення і т.п. з метою оптимізації зміцнюючих технологій та умов експлуа-
тації елементів конструкцій, збільшення і прогнозування їх робочого ре-
сурсу за врахування явищ тертя і зношування тощо [39, 40, 72, 143 та ін.]. 
Ці питання вимагають постановки і розробки методів розв’язування нових 
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прикладних задач механіки зв’язаних полів. Розвиток нових представлень і 
методів математичного моделювання та дослідження поверхневих явищ в 
деформівних твердих тілах, їх контактної взаємодії з урахуванням взаємо-
зв’язку полів різної природи, процесів нанесення і формування поверхне-
вих покрить зв’язаний з більш глибоким вивченням поверхневих явищ, а 
також їх впливу на процеси формування покрить і на їх експлуатаційні 
властивості. 
 Колектив Інституту має значний доробок в розробці моделей оптиміза-
ції механічної поведінки тіл за комплексних навантажень [8, 24, 25, 33, 41, 
64, 66, 89, 129, 142 та ін.]. Важливе значення має проблема створення ма-
тематичних основ теорії і розробка методів оптимального керування фізи-
ко-механічними процесами в деформівних твердих електропровідних та 
неелектропровідних тілах за врахування їх зв’язаності. Розвиток модель-
них уявлень і математичних методів термодинамічного дослідження та 
оптимізації процесів деформування електропровідних і напівпровідникових 
твердих тіл в області структурних перетворень і непружної поведінки ма-
теріалу при комплексному навантаженні: силовому, тепловому та електро-
магнітному – направлений на забезпечення максимального підвищення міц-
нісних властивостей елементів конструкцій, розробку прогресивних техно-
логій проектування та виготовлення матеріалів і конструкцій із заданими 
фізико-механічними властивостями. 
 Для моделей, що описують процеси термодифузійного типу, актуаль-
ними є розробка і розвиток математичних методів розв’язування екстре-
мальних та обернених задач теплопровідності, термомеханіки і термомеха-
ніки електропровідних тіл з метою побудови конструктивного розв’язку 
задач оптимального за цільовими критеріями, зокрема швидкодією, керу-
вання нестаціонарними комплексними діями на тверді тіла (як металічні, 
так і неметалічні) при обмеженнях на керування, параметри цих зовнішніх 
дій і температурні напруження. Це дозволяє оптимізувати технологічні 
процеси виготовлення і експлуатації деталей машин і виробів з традицій-
них і сучасних матеріалів. 
 В ІППММ НАН України розроблено та обґрунтовано варіанти уточне-
них лінійних і нелінійних теорій статики і динаміки тонкостінних елементів 
конструкцій і приладів з композиційних матеріалів за врахування їх ре-
альної будови та фізико-хімічних процесів на поверхнях поділу, з викорис-
танням яких отримано ряд нових результатів з особливостей механічної по-
ведінки таких структур [72 та ін.]. Особливої уваги в зв’язку з сучасними 
потребами промисловості та будівництва потребує розробка математичних 
методів моделювання та дослідження механічної поведінки пористих, а 
також тонкостінних і тонкостінних анізотропних структур з урахуванням 
зв’язаності фізико-хімічних процесів, зокрема на міжфазних границях, 
стосовно проблеми оптимізації технологічних процесів виготовлення і 
експлуатації елементів конструкцій і споруд з пористих і композитних 
матеріалів і прогнозування динамічної міцності та зносостійкості елементів 
конструкцій з таких матеріалів і тіл з покриттями, в тому числі отрима-
ними методами наскрізного багатокомпонентного дифузійного насичення. 
 Проектування, створення та експлуатація енергетичних об’єктів [42–44 
та ін.] вимагає розробки ефективних методів розв’язування просторових не-
лінійних задач термопружнопластичності термочутливих систем за широ-
кого врахування комплексності навантажень, явищ і процесів іншої від ме-
ханічної фізичної природи. Це дозволяє розраховувати оптимальні режими 
комплексних способів створення заданого розподілу залишкових напружень 
чи деформацій, що є суттєвим при оцінці міцності та довговічності кон-
струкцій, визначати несучу здатність і ресурс елементів енергоагрегатів за 
умов довготривалої експлуатації, кріогенної та високотемпературної тех-
ніки, опрацьовувати технології цільового механічного, теплового та електро-
магнітного деформування тонкостінних елементів конструкцій. 
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 Розробляються також аналітичні, числово-аналітичні і числові методи 
дослідження нових, істотно нелінійних явищ та ефектів при вивченні про-
цесів самоорганізації в деформівних твердих тілах. Отримано ряд вагомих 
результатів з динаміки нелінійних дисипативних систем і їх комп’ютерного 
моделювання, а також з опису та дослідження нерівноважних нелінійних 
ефектів у фізичних, хімічних і біологічних системах і явищ самоорганізації 
в процесах різної природи [28, 122, 123 та ін.], які можуть стати основою 
опрацювання нових підходів в механіці зв’язаних полів. Такі дослідження 
дозволяють створювати пристрої функціональної мікроелектроніки на но-
вих принципах роботи, розробляти нові технологічні процеси. 
 Таким чином, в механіці зв’язаних полів особливе значення мають ма-
тематичні методи, в тому числі числово-аналітичні і числові. При їх опра-
цюванні можуть бути ефективно використані і розвинуті методи, вже роз-
роблені в Інституті при розв’язуванні задач конкретних напрямків дослід-
жень, зокрема сучасні методи розв’язування інтегральних рівнянь [50, 52, 
108, 109 та ін.]. Такі методи можуть опрацьовуватись і у співпраці спеціа-
лістів з механіки зв’язаних полів з математиками [73 та ін.] на основі отри-
маних результатів з якісних і кількісних методів дослідження рівнянь із 
частинними похідними (чи рівнянь математичної фізики) [26, 45, 47, 48, 
104–106, 120 та ін.]. Постановка та розв’язування нових некласичних зміша-
них задач механіки зв’язаних полів, зокрема задач з узагальненими гра-
нично-контактними умовами для тепломасоелектропровідних тіл неодно-
рідної структури, що описують у взаємозв’язку поля різної природи у 
складних механічних системах за комплексних зовнішніх дій, з урахуван-
ням фазових перетворень і непружних деформацій при оцінюванні та про-
гнозуванні контактної міцності, надійності, зносостійкості, оптимізації тех-
нологій виготовлення нових конструктивних матеріалів вимагають розробки 
нових кількісних і якісних методів розв’язування отримуваних задач мате-
матичної фізики, а також засобів і методів відповідної комп’ютерної симу-
ляції, які можуть бути ефективно опрацьовані тільки в результаті співпраці 
математиків, механіків, фізиків, інформатиків та ін. 
 Для сучасного етапу розвитку механіки зв’язаних полів характерним є 
вивчення і оцінка впливу на механічну поведінку систем взаємодії різних 
типів фізико-механічних полів (температурних, концентраційних, елект-
ромагнітних, гравітаційних і механічних) з урахуванням протікання в сис-
темі структурних, електрохімічних, хімічних, гідродинамічних, фільтрацій-
них і інших процесів. Розглядаються континуальні системи за врахування 
реальної їх будови (багатокомпонентні, пористі, анізотропні, композитні, 
структурно-неоднорідні, термочутливі і т.п.) за підходами механіки конти-
нуальних систем, а також будова і особливості процесів на мікрорівні за 
підходами наномеханіки. Такі задачі виникають в енергетиці, машинобуду-
ванні, авіабудуванні, суднобудуванні, медицині, екології та ін. Вони є акту-
альними також у зв’язку з техногенними катастрофами. 
 Врахування впливу все більш «тонких» факторів механічної і немеха-
нічної природи на поведінку механічних систем приводить до суттєвого 
узагальнення та ускладнення математичних моделей механіки зв’язаних 
полів для опису термодинамічного стану таких об’єктів і вимагає більш до-
сконалих математичних методів для їх дослідження, «потужніших» обчис-
лювальних засобів і розвитку експериментальних методів для верифікації 
результатів. 
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ИЗБРАННЫЕ ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ СВЯЗАННЫХ ПОЛЕЙ 
 
Приведен краткий анализ исследований, выполненных в последние годы в 
Львовской научной школе по механике связанных полей, по проблемам построения 
и обобщения математических моделей и методов описания, определения и 
оптимизации термомеханического состояния тел при комплексном воздействии 
силовых, тепловых и электромагнитных нагружений. 
 
SELECTED PROBLEMS OF MECHANICS OF COUPLED FIELDS 
 
A brief analysis of investigations, carried out in recent years in Lviv scientific school in 
mechanics of coupled fields, on the problems of construction and generalization of 
mathematical models and methods of description, determination and optimization of 
the thermomechanical behavior of the bodies under the complex action of force, heat 
and electromagnetic loadings. 
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